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9. Modelos de sistemas hibridos

Objetivo: Apos completar este modulo, o aluno devera ser capaz de construir
modelos simples para sistemas hibridos, i. e., sistemas que resultam da

combinacdo de um automato com um sistema continuo.
Bibliografia:
J. Lygeros. Lecture Notes on Hybrid Systems, ENSIETA, 2004.

R. Goebel, R. Sanfelice and A. Teel (2009). Hybrid Dynamical Systems. IEEE Control Systems
Magazine. April 2009, 28-93.

B. Lennartson, M. Tittus, B. Egardt and S. Petterson. Hybrid systems in process control. IEEE
Control Systems Magazine, Oct. 1996, 45-56.
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Exemplo de um sistema hibrido: Termostato
Considere-se uma sala aquecida por um radiador controlado por um termostato.
Quando o radiador esta desligado, a temperatura da sala x € R decresce
exponencialmente para 0°C de acordo com:
X = —ax a>0
Quando o termostato liga o radiador, a temperatura aumenta exponencialmente
para 30°C, de acordo com a equacao diferencial:
x =—a(x —30)
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Suponhamos gue o termostato tenta manter a temperatura em torno de 20°C.
Para evitar “chattering” (comutagcao permanente do radiador entre os estados
on e off) o termostato so tenta ligar o radiador quando a temperatura cai abaixo
dos 19°C.

Analogamente, o termostato so tenta desligar o radiador quando a temperatura

sobe acima dos 21°cC.

Devido a incerteza na regulacado do termostato, a temperatura pode subir ou

descer em relacao a estes valores.
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Uma trajetoria para a temperatura:

X
22

21
20
19
18

Repare-se que a partir da mesma condicao inicial podem obter-se diferentes

trajetorias, dependendo das “ordens” do termostato.
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Este sistema tem um estado continuo e um estado discreto:
e O estado continuo € a temperatura da sala, x € R
e O estado discreto, g € {ON, OFF}, reflecte o facto de o radiador estar

ligado ou desligado.
A evolucao de x € modelada por equacoes diferenciais.

A evolucao de g processa-se através de transicoes de estados de um automato.
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A evolucao dos estados x e g esta acoplada:
e Quando g = ON, o estado continuo x sobe de acordo com a equacao
diferencial x = —a(x — 30)
e Quando g = OFF, o estado continuo x decai de acordo com a equacao
diferencial x = —ax
Analogamente,
e g ndo pode transitar de ON para OFF a menos que x > 21

e elC.
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E conveniente descrever este sistema hibrido (com um estado continuo e um
estado discreto) através do diagrama em que aos estados de um autdmato

estao associadas equacoes diferenciais:

( OFF ) s (" ON )
T

X=-ax >'<:-a(x-30)

<22
T

Em cada transicao é necessario especificar o estado continuo (temp.) inicial.

E ainda necessario especificar o estado discreto (ON, OFF) de que se parte.
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Exemplos de sistemas hibridos

e Sistemas embebidos

Sistemas com comutacoes (eletronica de poténcia, controlo comutado)

e Caixas de velocidades num veiculo automovel

Sistemas robodticos em que ha impactos (ex.: bipedes)

Sistemas em que ha interacdo pessoa-magquina
e Trafego em autoestradas

e Sistemas biologicos
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Exemplo de um sistema hibrido: Bola saltitante
Xoi= —CXy
x1<0ex, >0
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No caso da bola “saltitante” (bouncing ball):
e Ha um unico estado discreto
e O estado continuo tem dimensao 2, sendo constituido pela posicéo x; e
pela velocidade x,, orientadas segundo a vertical, e com o sentido positivo

para cima.

‘Xl

444
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Quando esta acima do solo, o0 movimento da bola € modelado pela Lei de

Newton e sup0e-se que o atrito € desprezavel.

Quando x; =0 e x, <0 a bola colide com o solo e ressalta, causando uma
reflexdo da velocidade (a velocidade troca o sinal). Admite-se que ha uma perda
de energia, pelo que o modulo da velocidade apds o impacto € menor que a

velocidade imediatamente antes do impacto (o coeficiente ¢ € menor do que 1).

Repare-se que este modelo ndo modela os instantes em que a bola é

deformada causando um efeito de “mola”.
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Execucao
Comecando com um estado inicial com x; = 0 (tal como indicado pela seta na
parte inferior do diagrama), o estado continuo flui de acordo com a equacao

diferencial enquanto a condicao inicial x; = 0 se verifica.

Quando x; = 0 e x, < 0 (a bola toca o solo com uma velocidade no sentido que
causa um impacto), tem lugar uma transicido discreta e o estado continuo é
reinicializado em x, = —cx, e x; permanece constante. A evolucao do estado

é entao retomada de acordo com o modelo continuo, e assim sucessivamente.

Esta trajetoria diz-se uma execucao (ou solucéo) do sistema hibrido.
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Resultado da simulacao da “bola saltitante” usando o SIMULINK:
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O que acontece entre choques consecutivos?

Estado da bola

X [2] - [ve?olilit;ccllde]

Modelo de estado entre dois chogues consecutivos

i=[0 xS rO=1 ome

ou

x =Ax + b, h(t) = Cx(t)

g 3 oe[o) e
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Exponencial da matriz
x =Ax + b, h(t) = Cx(t)

t
h(t) = CeAttdx(t,) + C J eAt=Dpdr

to

_ [0 17 4 CA2 — A3 — ... —
A= 0 OIenllpotente.A = A° = 0
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=0 afy e af I

h(t) = hy + ho(t — ) + j —g(t —1)dr

to

Apos algumas contas para calculo do integral
- g
h(t) = ho + ho(t — tg) — E(t — to)°

Fazendo hy =0,t, =0, hy = v

h(t) = vt—%tz v

L ’
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Tempo até ao primeiro choque
Y

h(t) = vt —=t?
(6) = vt =3
Tempo até ao primeiro choque, T, verifica
T
0=h(T) = vT—%T2 = T(v—g?)

Tem por solucoes

T = 0 (inicio do movimento) e T = 2?”
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Tempo acumulado

Velocidade inicial

v
Velocidade apos 1° choque
Yyv

Velocidade apos k chogues

ykv

Tempo do 1° choque

2v
T =—
g

Tempo do 2° choque
2v

2V
T:—
g+yg

Tempo do choque N
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Tempo de um numero infinito de choques

N-1
2V , 2v 1
Too=11m—2y =——<
N—>oogk_O g]_—y

Ha portanto um numero infinito de choques num intervalo de tempo finito.
E nisto que consiste o efeito de Zeno (ou Zen&o).

Zenao de Eleia (495-430 a.C.)

Filésofo grego, conhecido pelo paradoxo de Aquiles e a tartaruga.
Ver o texto da pag. 72 de

@l R Goebel, R. Sanfelice and A. Teel (2009). Hybrid Dynamical Systems. IEEE
““¥ Control Systems Magazine. April 2009, 28-93.
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O efeito de Zeno em sistemas hibridos

Numero infinito de comutacdes num intervalo de tempo finito.
De um modo geral indesejavel:

e O sistema hibrido € indefinido apos a ocorréncia do fenbmeno

e O modelo nédo é adequado (a bola pura e simplesmente para ao fim de

algum tempo)

e “Crash” da simulacao

Ha condi¢cbes que permitem garantir que nao ha efeito de Zeno para algumas

classes de sistemas hibridos (para além deste curso).
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Automatos hibridos
Um autémato hibrido H é um sistema dinamico que descreve a evolucao no

tempo dos valores assumidos por variaveis de estado continuas e discretas.

Formalmente, € descrito por
H=(0X,f,Init,Dom,E,G,R)
e Q ={q.,q,, ...} € um conjunto de estados discretos;
e X = R™é um conjunto de estados continuos;

e f(+):Q XX —>R"™ € um campo vectorial que depende dos estados
discretos.
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e Dom(:):Q —» P(X), emque P(X) é o conjunto de todos os subconjuntos de
X, éumdominio. Indica a gama de validade (dentro do edspaco de estados
X) do modelo associado ao estado discreto considerado.

e £ C (Q X Q éumconjunto de ramos que interligam estados discretos.

e G(:):E - P(X) e ditauma condicao de guarda,

e R(:,'):EXX - P(X) é€ uma aplicacdo de reinicializagao (reset map).
Indica as novas condi¢des iniciais quando ha uma transicao de estado

discreto.
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Cuidado com a estabilidade!
O facto de os sistemas “locais” (descritos pelas equacdes diferenciais
associadas a cada um dos estados do autbmato) serem estaveis ndo implica

que o sistema “global” seja estavel.

A seguir mostra-se um exemplo em que se obtém um sistema instavel

comutando entre dois sistemas estaveis.

Isto mostra que devemos ter alguns cuidados com os sistemas hibridos.
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Considerem-se 0s dois sistemas lineares e invariantes em tempo discreto, sem
entrada, descritos pela equacéao de estado de diferencas

x(k+1)=—-Ax(k)
Para cada um dos sistemas, a matriz A toma respectivamente os valores

4=loas 073l 42=loas 1a7]

O sistema hibrido que se considera comuta alternadamente entre os sistemas

Az

1 e 2, em periodos de tempo que sao multiplos de um intervalo de tempo dado,

Ty, dito periodo de permanéncia (dwell time).
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Este sistema pode ser representado como um sistema hibrido pelo diagrama:

(1

x(k+1)=A 1x(K)
J(kt1)7 (K)+1
\

2T p<k<(2+1)T p

/\

(2 A

x(k+1)=A 2x(K)
i(k+1)5j (K)+1

J

A1
N
| |

\/

\ J

21T p<k<(2+2)T p

2
N

A Aq

A

/\/\

|
j o1 Tp

|
2Tp-1 2Tp  3Tp

|| |
1 K

-1 3Tp 4Tp-1

Repare-se que o indice j (tempo discreto) faz parte do estado continuo.
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Cada um destes sistemas, quando operado individualmente, é estavel, tendo
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formadas por pontos discretos, unidos para melhor compreens

Orias sao

7

Nota: as trajet
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Para T, = 10 o sistema hibrido resultante da “concatenacao” dos sistemas 1 e

2 fica instavel:

200 1 300k

100~

(5]

-100
100

RN il 501~

300 r r r r r r r r 0 T L L r r
-250 -200 -150  -100 -50 0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 250 300 350

X, Tempo k

O minimo da norma euclidiana do estado vai aumentando no tempo.
Isto sucede porque a comutacao ocorre de forma a que se salta sempre de uma

trajectoria de estado de um sistema para outra que esta a crescer.
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Este exemplo mostra que devemos ter cuidado ao construir um modelo global

a partir da justaposicao de multiplos modelos locais.

Neste caso, poderiamos garantir a estabilidade impondo um tempo de
permanéncia minimo em cada uma das dinamicas, que forca o estado a
contrair-se.

Exemplo com tempo de permanéncia = 37.

15 r r r r r r r r
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

150 200
1 Tempo[amostras]
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Modelos de estado com entradas impulsivas
x=f(x)+gu, x(0)=x,, u(t) = ad(t —t;)
No intervalo 0 < t < t; a entrada € nula
x=fx), x(0)==x
No intervalo t = t;
t t 1.2
x(t) = x(t7) + f f(x(0)dz + j gas(t —ty)dr || G
tq tq
t h
KO = x(t) + ag + [ f(x(@)dr ol
tq 0.4 AN RN \\
X = f (x)’ x(ti" ) = x(tl_ ) + ag o2 .
DD 5I0 Time [da}r] 1(I]D 150
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O sistema impulsivo como um sistema hibrido
t=t, / x(H=x(t;")+og
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Modelo de um rob6 bipede a caminhar

Referéncia: C. Chevallereau, G. Abba, Y. Aoustin, F. Plestan, E. R. Westervelt, C.
Canudas-de-Wit, and J. W.Grizzle (2003). RABBIT: A testbed for advanced control
theory. IEEE Control Systems Magazine, October 2003, 57-79

Ver também as referéncias sobre robos bipedes.

\<x

x1}+ g1(x1)uy | [ Xo = F(Xo) + Ga(Xo) o

2=
{[PE( Xg) Q\

Xi= Aexz

(@) (b)
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X, € X, S&0 0s estados (posicao e velocidade) de cada um dos pés
@, € ¢, Sao as coordenadas do chao nos referenciais associados a cada pe

Quando um pé toca no chao, o pé de apoio troca com 0 pé em movimento

Ha uma alteracdo da velocidade, mas nao da posicao
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Lancadores recuperaveis de veiculos espaciais
SPACEX

PAYLOAD SEPARATION
FAIRING SEPARATION -

FLIP MANEUVER s

ENTRY BURN

AERODYNAMIC GUIDANCE

VERTICAL LANDING

AUTONOMOUS DRONE SHIP

Fontes: Wral.com Wikimedia Commons
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Referéncias: M. Sagliano, T, Tsukamoto, J. Macés-Hernandéz, D. Seelbinder, S. Ishimoto, E.

Dumont (2019). Guidance and control strategy for the Callixto flight experiment. 8TH EUROPEAN

CONFERENCE FOR AERONAUTICS AND AEROSPACE SCIENCES (EUCASS)
*- ’

Classic launcher ascent with

g“ﬁsé'égoo; t&?f?:ﬁ:g:ﬁ?& Aerodynamically cortrolled descent

Py Prop ¢ with crossing of the transsonic region
: - ) with use of lit capability

)

Povered tilt-over and boost back
with change of the instantaneous
h impact poirt. (h = 25 km)
Rapid change of attitude under
lowgravitational acceleration

Precse landing on a surface
on open sea with a thrust to
weight ratio around 1.3.
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Tabela com as diversas configuracoes,

correspondentes as diversas fases do voo.

A cada uma destas fases corresponde um
estado discreto no modelo hibrido que

representa a missao completa.

Configuration Phase Applicable Fins Landing Legs | Thrust
Flume
FFO (T Ascent and Powered Tili- | Folded Folded Thrust
Over Plume
MEIG#1 — MECO##1
FEN(C1) Ballistic Falded Folded Mo Thrust |
MECO#] — Fin Deploy Plume
LFM {2 Ballistic: Unfiolded Faolded Mo Thrst
Fin Deploy — MEIG#2 (Deployed) Plume
and
Aerodynamic Descent:
MECO#2 — MEIGH3
LFO{C3) Brake Boosi: Unfelded Folded Thrust
MEIG#2 — MECOR2 {Deployed) Plume
and
Approsch Boost:
MEIG#3 — Legs Deploy
LU (C4)y Landing: Unfolded Unfolded Thrust
Legs Deploy — MECO#3 | (Deployed) | (Deploved) Plume +
Ground
Effect
LUUMN (C5) Landed (Park): Unfolded Unfolded Mo Thrust
After MECOH3 (Deployed) | {Deploved) Plume -+
Wind
Stability
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Exemplo: Falhas temporarias em sensores

100

90

801

701

60

50

r(t) %

40

30

20~
10
[
SO
O r r r r

.
0 20 40 60 80 100 120
Time (minutes)

Sinal de blogueio neuromuscular com ocorréncia de falhas temporarias no

Sensaor.
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Modelo com cadeia de Markov de estados nao observaveis (HMM):

Hidden Markov Model 100

80

60
Q

AILLLL

00 20 40 60 80 100 120

Time (minutes)

r(t) %
=

N
o

Actual Signal 215 T— Fitered ‘
Measurement %
Outlier - -7 . )
Objectivo: Detectar as falhas usando o modelo £« MM MMM ﬂﬂ WM H

e reconstruir o sinal quando ocorrem.
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