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Caṕıtulo 1

Fiabilidade e Análise de
Sobrevivência

Exerćıcio 1.1

Γ(α) =

∫ ∞
0

tα−1e−t dt , α > 0

(a)

Γ(1) = 1 e Γ(α+ 1) = αΓ(α)

Γ(1) =

∫ ∞
0

t1−1e−t dt = −
∫ ∞

0

−e−t dt = −
[
e−t
]t=∞
t=0

= −(0− 1) = 1

Γ(α+ 1) =

=

∫ ∞
0

tα+1−1e−t dt =

∫ ∞
0

tαe−t dt =
[
−tαe−t

]t=∞
t=0

+

∫ ∞
0

αtα−1e−t dt =

= lim
t→∞

(
−tαe−t

)
− 0 + α

∫ ∞
0

tα−1e−t dt = − lim
t→∞

1
et

tα

+ αΓ(α) = − 1

∞
+ αΓ(α) = −0 + αΓ(α) =

=αΓ(α)

Q.E.D.

(b)

Γ(n) = (n− 1)! , ∀n ∈ N

Demonstração por Indução em n
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CPE CAPÍTULO 1. FIABILIDADE E ANÁLISE DE SOBREVIVÊNCIA

Base:

Γ(1)
a)
= 1 = 0! = (1− 1)!

Passo de Indução:

Hipótese: Γ(n) = (n− 1)! , para algum n ∈ N .

A provar: Γ(n+ 1) = n! , para o mesmo n ∈ N .

Γ(n+ 1)
a)
= nΓ(n)

hip
= n(n− 1)!

def
= n!

Logo, Γ(n) = (n− 1)! , ∀n ∈ N.

Q.E.D.

(c)

Γ

(
1

2

)
=
√
π

Γ

(
1

2

)
=

∫ ∞
0

t−
1
2 e−t dt =

∫ ∞
0

e−t√
t
dt

Seja u =
√
t. Então, t = u2 e

dt

du
= 2u.∫ ∞

0

e−t√
t
dt =

∫ ∞
0

e−u
2

u
2u du =

∫ ∞
0

2e−u
2

du =

∫ ∞
0

√
π√

2π 1
2

2e
− (u−0)2

2× 1
2 du =

=2
√
π

∫ ∞
0

1√
2π 1

2

e
− (u−0)2

2× 1
2 du = 2

√
π

∫ ∞
0

fN(0, 12 )(u) du =

=2
√
π

[
FN(0, 12 )(∞)− FN(0, 12 )(0)

]
= 2
√
π

(
1− 1

2

)
= 2
√
π

1

2
=
√
π

Q.E.D.

Exerćıcio 1.2

fGama(α,λ)(t) = λe−λt
(λt)α−1

Γ(α)

(a)

E(T r) =

∫ ∞
0

trfT (t) dt =

∫ ∞
0

trλe−λt
(λt)α−1

Γ(α)
dt =

∫ ∞
0

λαe−λt
tα+r−1

Γ(α)
dt =

=
Γ(α+ r)

λrΓ(α)

∫ ∞
0

λe−λt
(λt)α+r−1

Γ(α+ r)
dt =

Γ(α+ r)

λrΓ(α)

∫ ∞
0

fGama(α+r,λ)(t) dt =
Γ(α+ r)

λrΓ(α)
.1 =

Γ(α+ r)

λrΓ(α)
,

pois o suporte da distribuição Gama é R+, logo a função densidade de probabilidade integrada
nesse intervalo é igual a 1.

(b)

E(T ) =
α

λ
e V ar(T ) =

α

λ2
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CAPÍTULO 1. FIABILIDADE E ANÁLISE DE SOBREVIVÊNCIA CPE

E(T ) = E(T 1)
a)
=

Γ(α+ 1)

λ1Γ(α)

1.1.
=

αΓ(α)

λΓ(α)
=
α

λ

V ar(T ) = E(T 2)− E2(T )
a)
=

Γ(α+ 2)

λ2Γ(α)
−
(
α

λ

)2
1.1.
=

(α+ 1)Γ(α+ 1)

λ2Γ(α)
− α2

λ2

1.1.
=

(α+ 1)αΓ(α)

λ2Γ(α)
− α2

λ2
=

=
(α+ 1)α− α2

λ2
=
α2 + α− α2

λ2
=

α

λ2

Q.E.D.

(c)

X ∼ Exp(λ)⇔ X ∼ Gama(1, λ) e Z ∼ χ2
(n) ⇔ Z ∼ Gama

(
n

2
,

1

2

)
fχ2

(n)
(z) =

1

2
n
2 Γ
(
n
2

)z n2−1e−
z
2

A função densidade de probabilidade caracteriza univocamente a distribuição de uma variável
aleatória, logo, se duas variáveis aleatórias tiverem a mesma função densidade, então são iguais.

fGama(1,λ)(x) = λe−λx
(λx)(1−1)

Γ(1)

1.1.
= λe−λx

1

1
= λe−λx = fExp(λ)(x)

Logo, X ∼ Exp(λ)⇔ X ∼ Gama(1, λ)

fGama(n2 ,
1
2 )(z) =

1

2
e−

z
2

( z2 )(n2−1)

Γ
(
n
2

) =
1

2
n
2 Γ
(
n
2

)z n2−1e−
z
2 = fχ2

(n)
(z)

Logo, Z ∼ χ2
(n) ⇔ Z ∼ Gama

(
n
2 ,

1
2

)
Q.E.D.

Exerćıcio 1.3

X ∼ Gama(n, λ)⇒ T = 2λX ∼ χ2
(2n)

Tal como a função densidade de probabilidade, a função de distribuição também caracteriza
univocamente a distribuição da variável aleatória, isto é, se duas variáveis aleatórias tiverem a
mesma função de distribuição é porque são a mesma.

FX(x) = P (X ≤ x) = P (2λX ≤ 2λx) = P (T ≤ 2λx) = FT (2λx)

FX(x) = FT (2λx)⇔ d

dx
FX(x) =

d

dx
FT (2λx)⇔ fX(x) = 2λfT (2λx)

Pela aĺınea c) do exerćıcio 1.2., devidamente instanciada, temos que T ∼ χ2
(2n) se e só se

T ∼ Gama
(
n, 1

2

)
.

fX(x) = fGama(n,λ)(x) = λe−λx
(λx)n−1

Γ(n)
= 2λ

1

2
e
−2λx

2

(
2λx

2

)n−1

Γ(n)

 =

= 2λfχ2
(2n)

(2λx) = 2λfT (2λx)

Logo, FX(x) = FT (2λx) e X ∼ Gama(n, λ)⇔ T = 2λX ∼ χ2
(2n).

Q.E.D.
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Exerćıcio 1.4

T ∼ Gama(20, 2)

(a)

Pelo exerćıcio 1.3., como T ∼ Gama(20, 2), então 2× 2T = 4T ∼ χ2
(40).

RT (5) = P (T > 5) = 1− P (T ≤ 5) = 1− P (4T ≤ 20) = 1− Fχ2
(40)

(20)

0.001 < Fχ2
(40)

(20) < 0.005⇔ 0.995 < 1− Fχ2
(40)

(20) < 0.999⇔ RT (5) ∈]0.995, 0.999[

(b)

HT (5) =

∫ 5

0

hT (t)dt = − logRT (5)

0.995 < RT (5) < 0.999⇔ 0.001 < − logRT (5) < 0.005⇔ HT (5) ∈]0.001, 0.005[

(c)

E(T )
1.2.
=

α

λ
=

20

2
= 10

V ar(T )
1.2.
=

α

λ2
=

20

22
=

20

4
= 5

Exerćıcio 1.5

fW (α,λ)(x) = αλα xα−1 e−(λx)α

T ∼W (2, 4.5)

(a)

RT (t) = 1− FT (t) = 1−
∫ t

0

2× 4.52x2−1e−(4.5x)2dx = 1 +

∫ t

0

−2× 4.52t e−(4.5x)2dx =

=1 +
[
e−(4.5x)2

]x=t

x=0
= 1 +

[
e−(4.5t)2 − 1

]
= e−(4.5t)2

RT (0.5) = e−(4.5×0.5)2 ' 0.00633

(b)

X ∼W (α, λ)⇒ E(X) =
1

λ
Γ

(
1

α
+ 1

)
e V ar(X) =

1

λ2

[
Γ

(
2

α
+ 1

)
− Γ2

(
1

α
+ 1

)]

E(X) =

∫ ∞
0

x fX(x) dx =

∫ ∞
0

xαλαxα−1e−(λx)αdx =

∫ ∞
0

α(λx)αe−(λx)αdx

Seja u = (λx)α. Então, x =
(
u
λα

) 1
α e dx

du = 1
α

(
u
λα

) 1
α−1 1

λα = 1
αλα

u
1
α
−1

λ1−α = u
1
α
−1

αλ .

E(X) =

∫ ∞
0

αu e−u
u

1
α−1

αλ
du =

1

λ

∫ ∞
0

e−uu( 1
α+1)−1 du =

1

λ
Γ

(
1

α
+ 1

)

E(X2) =

∫ ∞
0

x2 fX(x) dx =

∫ ∞
0

x2 αλαxα−1e−(λx)αdx =

∫ ∞
0

α(λx)αxe−(λx)αdx
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Utilizando novamente a mudança de variável anterior...

E(X2) =

∫ ∞
0

αu
u

1
α

λ
e−u

u
1
α−1

αλ
du =

1

λ2

∫ ∞
0

e−uu( 2
α+1)−1 du =

1

λ2
Γ

(
2

α
+ 1

)
Assim,

V ar(X) = E(X2)− E2(X) =
1

λ2
Γ

(
2

λ
+ 1

)
−

[
1

λ
Γ

(
1

α
+ 1

)]2

=
1

λ2

[
Γ

(
2

α
+ 1

)
− Γ2

(
1

α
+ 1

)]
Q.E.D.

(c)

E(T )
b)
=

1

4.5
Γ

(
1

2
+ 1

)
=

2

9
Γ

(
3

2

)
=

2

9

(
1

2

)
Γ

(
1

2

)
1.1.
=

√
π

9

χ 1
2
(T ) : FT

(
χ 1

2
(T )
)

= 0.5⇔
∫ χ 1

2
(T )

0

2× 4.52 t e−(4.5t)2 = 0.5⇔ −
[
e−(4.5t)2

]t=χ 1
2

(T )

t=0
= 0.5⇔

⇔ e
−(4.5χ 1

2
(T ))2

= 0.5⇔ −
(

4.5χ 1
2
(T )
)2

= log(0.5)⇔ χ 1
2
(T ) =

√
log(2)

4.5

(d)

hT (t) =
fT (t)

RT (t)

a)
=

2× 4.52t2−1e−(4.5t)2

e−(4.5t)2
=

40.5t e−(4.5t)2

e−(4.5t)2
= 40.5t

Assim, hT é uma função afim de declive positivo, logo é crescente (I.H.R).

Exerćıcio 1.6

T ∼ Rayleigh
(
σ2
)

fT (t) =
t

σ2
e−

t2

2σ2

(a)

RT (t) = 1−
∫ t

0

u

σ2
e−

u2

2σ2 du = 1 +

∫ t

0

− 2u

2σ2
e−

u2

2σ2 du = 1 +

[
e−

u2

2σ2

]u=t

u=0

=

=1 +

(
e−

t2

2σ2 − 1

)
= e−

t2

2σ2

RT (2) = 0.99⇔ e−
22

2σ2 = 0.99⇔ e−
4

2σ2 = 0.99⇔ − 2

σ2
= log(0.99)⇔ σ =

√
− 2

log(0.99)
⇔

⇔σ ' 14.1

Logo, T ∼ Rayleigh(14.1).

FT (t) =

∫ t

0

u

σ2
e−

u2

2σ2 du =

∫ t

0

2

(
1√
2σ

)2

u2−1 e
−
(

1√
2σ
u
)2

du = F
W
(

2, 1√
2σ

)(t)

Então, T ∼ Rayleigh
(
σ2
)
⇔ T ∼W

(
2, 1√

2σ

)
.

Como σ ' 14.1, então 1√
2σ
' 0.05 e T ∼W (2, 0.05).

Página 5 de 54
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(b)

Como T ∼W (2, 0.05), podemos usar o resultado do exerćıcio anterior.

E(T )
3.5.
=

1

0.05
Γ

(
1

2
+ 1

)
= 20× 1

2
Γ

(
1

2

)
1.1.
= 10

√
π

(c)

hT (t) =
fT (t)

RT (t)

a)
=

t
σ2 e
− t2

2σ2

e−
t2

2σ2

=
t

σ2

Como 1
σ2 > 0, hT é uma função afim de declive positivo, logo é I.H.R.

Neste caso, hT (t) = 1
14.12 t ' 0.005t.

Exerćıcio 1.7

X ∼W (α, λ)⇒ T = Xα ∼ Exp (λα)

FX(x) = P (X ≤ x) = P (Xα ≤ xα) = P (T ≤ xα) = FT (xα) , para α ≥ 1.

FX(x) = FT (xα)⇔ d

dx
FX(x) =

d

dx
FT (xα)⇔ fX(x) = α xα−1fT (xα)

fX(x) = αλα xα−1 e−(λx)α = αxα−1
(
λα e−λ

αxα
)

= αxα−1 fExp(λα) (xα) = αxα−1 fT (xα)

Logo, FX(x) = FT (xα) e X ∼W (α, λ)⇔ T = Xα ∼ Exp (λα), com α ≥ 1.

Q.E.D

Exerćıcio 1.8

X ∼W (3, 2) e T = X3

Para uma variável aleatória qualquer de distribuição exponencial com parâmetro λ, a respectiva
função de fiabilidade é dada por:

RExp(λ)(t) = 1− FExp(λ)(t) = 1 +

∫ t

0

−λe−λudu = 1 +
[
e−λu

]u=t

u=0
= 1 + e−λt − 1 = e−λt

Como X ∼W (3, 2), temos, por 1.7., que T = X3 ∼ Exp
(
23
)
.

RT (2) = e−8×2 = e−16

Exerćıcio 1.9

X ∼ N
(
µ, σ2

)
e T = eX

FX(x) = P (X ≤ x) = P
(
eX ≤ ex

)
= P (T ≤ ex) = FT (ex)

FX(x) = FT (ex)⇔ d

dx
FX(x) =

d

dx
FT (ex)⇔ fX(x) = ex fT (ex)

fX(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 = ex

(
1√

2πσex
e−

(log(ex)−µ)2

2σ2

)
= ex fLN(µ,σ2) (ex) = ex fT (ex)

Página 6 de 54
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Logo, T = eX ∼ LN
(
µ, σ2

)
. Mais ainda, temos que a função de fiabilidade de T é dada por:

RT (t) = 1− P (T ≤ t) = 1− P (log T ≤ log t) = 1− P
[

log (T )− µ
σ

≤ log (t)− µ
σ

]
=

=1− Φ

[
log (t)− µ

σ

]

X ∼ N(12, 4)

RT (10) = 1− Φ

[
log (10)− 12

2

]
' 1− Φ(−4.85) = Φ(4, 85) ' 1

Exerćıcio 1.10

T ∼ LN (4.2, 1)

(a)

RT (30)
3.9.
= 1− Φ

[
log(30)− 4.2

]
' 1− Φ(−0.8) = Φ(0.8) ' 0.7881

HT (30) = − logRT (30) ' − log(0.7881) ' 0.23813

(b)

A expressão geral do quantil de probabilidade p de T é

FT
(
χp(T )

)
= p⇔ 1−RT

(
χp(T )

)
= p⇔ Φ

[
log
(
χp(T )

)
− 4.2

]
= p⇔

⇔ log
(
χp(T )

)
− 4.2 = Φ−1(p)⇔ χp(T ) = eΦ−1(p)+4.2

Logo...

χ 1
2

= eΦ−1(0.5)+4.2 = e0+4.2 = e4.2

χ 1
4

= eΦ−1(0.25)+4.2 = e−Φ−1(1−0.25)+4.2 ' e−0.6745+4.2 = e3.5255

Exerćıcio 1.11

T ∼ Exp(λ) ,

20∑
i=1

ti = 164 , t = 8.2

(a)

hT (t) =
fT (t)

RT (t)
=

fT (t)

1− FT (t)
=

λe−λt

1−
∫ t

0
λe−λudu

=
λe−λt

e−λt
= λ
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Assim, ĥT (t) = λ̂, pela propriedade de invariância dos estimadores de máxima verosimilhança.

λ̂ = arg max L (λ; t1, . . . , tn)

L (λ; t1, . . . , tn) = f(T1,...,Tn)(t1, . . . , tn|λ) =
i.i.d.

n∏
i=1

fT (ti|λ) =

n∏
i=1

λe−λti = λne−λ
∑n
i=1 ti

log L (λ; t1, . . . , tn) = log λne−λ
∑n
i=1 ti = n log λ− λ

n∑
i=1

ti , que é C2 quando derivada em ordem a λ

d log L (λ; t1, . . . , tn)

dλ
= 0⇔ n

λ
−

n∑
i=1

ti = 0⇔ λ =
n∑n
i=1 ti

d2 log L (λ; t1, . . . , tn)

dλ2
= − 1

λ2
< 0 , ∀λ > 0

Logo, λ̂ = n∑n
i=1 ti

é o máximo da função de verosimilhança e, consequentemente, é a estimativa

de máxima verosimilhança de λ. Neste caso, como n = 20 e
∑20
i=1 ti = 164, temos que:

λ̂ =
20∑20
i=1 ti

=
20

164
' 0.122 e ĥT (t) = λ̂ ' 0.122

Pela propriedade de invariância dos estimadores de máxima verosimilhança, temos que R̂T (t) =

e−λ̂t.

R̂T (20) = e−20λ̂ ' e−20×0.122 = e−2.44 ' 0.087

Para um quantil-p com p qualquer, novamente pela propriedade da invariância dos estimadores
de máxima verosimilhança...

χ̂p(T ) = p⇔ FT (χ̂p(T )) = p⇔ 1− e−λ̂χ̂p(T ) = p
3.7.⇔ e−λ̂χ̂p(T ) = 1− p⇔

⇔− λ̂χ̂p(T ) = log (1− p)⇔ χ̂p(T ) = − log(1− p)
λ̂

⇔

⇔χ̂p(T ) ' − log(1− p)
0.122

Então os dois primeiros quartis têm como estimativa de máxima verosimilhança:

χ̂ 1
4
(T ) = − log(1− 0, 25)

0.122
' 2.358

χ̂ 1
2
(T ) = − log(1− 0, 5)

0.122
' 5.682

(b)

Seja Ti o tempo de espera até à intervenção cirúrgica do paciente i, com i ∈ {1, 2, . . . , 20}
na amostra aleatória (T1, T2, . . . , T20). Temos que cada Ti é identicamente distribúıdo a T (e
independente dos restantes por definição de amostra aleatória).

Ti ∼ Exp(λ)⇔
20∑
i=1

Ti ∼ Gama(20, λ)⇔ 2λ

20∑
i=1

Ti ∼ χ2
(2×20) ⇔ 2× 20λT ∼ χ2

(40)

Temos também que E(T ) = 1
λ .

Intervalo de Confiança a 95% para a Média de uma População Exponencial

• Variável Fulcral:

Q = 40λT ∼ χ2
(40)
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• Quantis:a : Fχ2
(40)

(a) = 0.05
2

b : Fχ2
(40)

(b) = 1− 0.05
2

⇔

a = F−1
χ2
(40)

(0.025)

b = F−1
χ2
(40)

(0.975)
⇔

{
a = 24.43

b = 59.34

• Intervalo de Confiança Aleatório:

P (a ≤ Q ≤ b) = 0.95⇔ P
(

24.43 ≤ 40λT ≤ 59.34
)

= 0.95⇔

⇔P
(

24.43

40T
≤ λ ≤ 59.34

40T

)
= 0.95⇔ P

(
40T

59.34
≤ 1

λ
≤ 40T

24.43

)
= 0.95⇔

⇔ICA95%

[
E(T )

]
=

[
40T

59.34
,

40T

24.43

]

• Intervalo de Confiança:

IC95%

[
E(T )

]
=

[
40t

59.34
,

40t

24.43

]
=

[
40× 8.2

59.34
,

40× 8.2

24.43

]
' [5.527, 13.426]

(c)

Sabemos que RT (t) = e−λt, que é uma função monótona descrescente. Na aĺınea anterior,
obtivemos, num passo intermédio, um intervalo de confiança aleatório a 95% para λ.

Intervalo de Confiança a 95% para a Função de Sobrevivência de uma População
Exponencial

• Intervalo de Confiança Aleatório:

P

(
24.43

40T
≤ λ ≤ 59.34

40T

)
= 0.95⇔

(
e−

59.34
40T

t ≤ e−λt ≤ e−
24.43
40T

)
= 0.95⇔

⇔ICA95%[RT (t)] =
[
e−

59.34
40T

t, e−
24.43
40T

t
]

• Intervalo de Confiança:

ICA95%[RT (t)] =
[
e−

59.34
40t

t, e−
24.43
40t

t
]

=
[
e−

59.34
40×8.2 t, e−

24.43
40×8.2 t

]
'
[
e−0.1809t, e−0.0745t

]
(d)

Seja T(1) o mı́nimo da amostra aleatória (T1, T2, . . . , Tn).

FT(1)
(t) = P (T(1) ≤ t) = 1− P (T(1) > t) = 1− P (T1 > t, T2 > t, . . . , Tn > t) =

indep.

=1− P (T1 > t)P (T2 > t) . . . P (Tn > t) =
i.d.

1− [P (T > t)]n = 1− [1− FT (t)]n =

=1− [1− (1− e−λt)]n = 1− e−nλt = FExp(nλ)

T(1) ∼ Exp(nλ)

Intervalo de Confiança a 95% para o Mı́nimo de uma População Exponencial

• Variável Fulcral:

Q = T(1) ∼ Exp(20λ) e E(T(1)) = 1
20λ

Como já obtivemos um intervalo de confiança para 1
λ , para 1

20λ basta dividir os extremos
por 20, pois a função g : R+ → R+ de expressão geral g(x) = x

20 é cont́ınua e monótona
crescente.
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• Intervalo de Confiança Aleatório:

P

(
40T

59.34
≤ 1

λ
≤ 40T

24.43

)
= 0.95⇔ P

(
40T

20× 59.34
≤ 1

20λ
≤ 40T

20× 24.43

)
= 0.95⇔

⇔ICA95%

(
1

20λ

)
=

[
40T

20× 59.34
,

40T

20× 24.43

]
=

[
2T

59.34
,

2T

24.43

]

• Intervalo de Confiança:

IC95%

(
1

20λ

)
=

[
2t

59.34
,

2t

24.43

]
=

[
2× 8.2

59.34
,

2× 8.2

24.43

]
= [0.2764, 0.6713]

(e)

Teste dos Hipóteses (Unilateral à Direita) para a Média de uma População
Exponencial

• Hipóteses:

H0 : E(T ) =
1

λ
≤ 10 vs. H1 : E(T ) =

1

λ
> 10

• Estat́ıstica de Teste:

Q = 2nλT ∼ χ2
(2n)

é variável fulcral, que, sob a validade de H0 é a estat́ıstica de teste

Q0 =
2× 20λ

10
T = 4T ∼

sob H0

χ2
(40)

com valor observado q0 = 4× 8.2 = 32.8.

• Valor-p:

p = P (Q0 ≥ q0) = P (Q0 ≥ 32.8) = 1− P (Q0 < 32.8)

0.2 < P (Q0 < 32.8) < 0.3⇔ 0.7 < 1− P (Q0 < 32.8) < 0.8⇔ p ∈]0.7, 0.8[

• Decisão:

Devemos rejeitar H0 a ńıveis de significância α ≥ 80% e não rejeitar para α ≤ 70%, o que
inclui os ńıveis de significância usuais.

Exerćıcio 1.12

fX(x) =
λ

2
e−λ|x| , x ∈ R , λ > 0

40∑
i=1

|xi| = 47.5408
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(a)

Seja (X1, X2, . . . , Xn) uma amostra aleatória de X.

λ̂ = arg max L (λ;X1, X2, . . . , Xn)

L (λ;X1, X2, . . . , Xn) =
i.i.d.

n∏
i=1

fX(Xi|λ) =

n∏
i=1

λ

2
e−λ|Xi| =

(
λ

2

)n
e−λ

∑n
i=1 |Xi|

log L (λ;X1, X2, . . . , Xn) = n log

(
λ

2

)
− λ

n∑
i=1

|Xi| , que é C2 quando derivada em ordem a λ

d log L (λ;X1, X2, . . . , Xn)

dλ
= 0⇔ n

λ
−

n∑
i=1

|Xi| = 0⇔ λ =
n∑n

i=1 |Xi|

d2 log L (λ;X1, X2, . . . , Xn)

dλ2
= − n

λ2
< 0 , ∀λ > 0

Logo, λ̂ = n∑n
i=1 |Xi|

é o estimador de máxima verosimilhança de λ e, neste caso, a correspondente

estimativa é λ̂ = 40∑n
i=1 |xi|

= 40
47.5408 ' 0.8414

(b)

T = |X|

FT (t) = P (T ≤ t) = P (|X| ≤ t) = P (−t ≤ X ≤ t) =

∫ t

−t

λ

2
e−λ|x|dx =

1

2

∫ t

−t
λ e−λ|x|dx =

=
1

2

∫ t

0

λ e−λxdx+
1

2

∫ 0

−t
λ e−λ|x|dx =

1

2
FExp(λ)(t)−

1

2

∫ −t
0

λ e−λ|x|dx =

=
1

2
FExp(λ)(t) +

1

2

∫ t

0

λ e−λxdx =
1

2
FExp(λ)(t) +

1

2
FExp(λ)(t) = FExp(λ)(t)

Logo, T ∼ Exp(λ) e a variável fulcral Q = 2nλT ∼ χ2
(2n) permite fazer inferências sobre λ,

como visto na aĺınea b) do exerćıcio 1.11.

(c)

Teste dos Hipóteses (Bilateral) para o Parâmetro de uma População Exponencial

• Hipóteses:

H0 : λ = 1 vs. H1 : λ 6= 1

• Estat́ıstica de Teste:

Q = 2nλT ∼ χ2
(2n)

é variável fulcral, que, sob a validade de H0 é a estat́ıstica de teste

Q0 = 80T ∼
sob H0

χ2
(80)

com valor observado q0 = 95.0816.

• Valor-p:

p = 2 min
{
P (Q0 ≤ q0), P (Q0 ≥ q0)

}
= 2 min

{
P (Q0 ≤ 95.0816), 1− P (Q0 < 95.0816)

}
0.85 < P (Q0 ≤ 95.0816) < 0.9⇔ 0.1 < 1− P (Q0 < 95.0816) < 0.15⇔ p ∈]0.2, 0.3[

• Decisão:

Devemos rejeitar H0 a ńıveis de significância α ≥ 30% e não rejeitar para α ≤ 20%, o que
inclui os ńıveis de significância usuais.
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Exerćıcio 1.13

Teste de Ajustamento do Qui-Quadrado de Pearson

• Hipóteses:

H0 : T ∼ Exp(λ) vs. H1 : T 6∼ Exp(λ)

• Estat́ıstica de Teste:

Q0 =

3∑
i=1

(Oi − Ei)2

Ei

a∼
sob H0

χ2
(3−1−1)

pois há três classes (é necessário agrupar duas por o valor esperado de menos de 80% das

classes ser superior a 5) e um parâmetro estimado: λ̂ = 1
849 , que corresponde ao inverso da

média da amostra observada, como visto no exerćıcio 1.11.

i Classe p0
i = P (T ∈ classe i|H0) ei = n× p0

i Oi
1 < 1500 p0

1 = FExp( 1
849 )(1500) ' 0.8291 e1 = 82.91 70

2 [1500, 2000[ p0
2 = FExp( 1

849 )(2000)− FExp( 1
849 )(1500) ' 0.0761 e2 = 7.61 15

a) [2000, 2500[ p0
a = FExp( 1

849 )(2500)− FExp( 1
849 )(2000) ' 0.0422 ea = 4.22 < 5 5

b) ≥ 2500 p0
b = 1− FExp( 1

849 )(2500) ' 0.0526 eb = 5.26 10

3 ≥ 2000 p0
3 = p0

a + p0
b = 1− FExp( 1

849 )(2000) ' 0.0422 + 0.0526 = 0.0948 e3 = ea + eb = 9.48 15

n 100

Tabela 1.1: Valor Observado da Estatistica de Teste

Assim, o valor observado da estat́ıstica de teste é

q0 = (70−82.91)2

82.91 + (15−7.61)2

7.61 + (15−9.48)2

9.48 ' 12.4

• Valor-p:

p = P (Q0 ≥ q0) = 1− P (Q0 < 12.4) = 1− Fχ2
(1)

(12.4)

0.995 < Fχ2
(1)

(12.4) < 1⇔ 0 < 1− Fχ2
(1)

(12.4) < 0.005⇔ p ∈]0, 0.005[

• Decisão:

Devemos rejeitar H0 para ńıveis de significância α ≥ 0.5%, o que inclui os ńıveis de signi-
ficância usuais, e não rejeitar para α = 0%.

Exerćıcio 1.14

Sejam T a variável aleatória “tempo de vida”de um transistor e T = (T1, T2, ...T30) uma
amostra aleatória de T de dimensão n = 30. A amostra observada

t = (4.1, 7.3, 13.2, 18.8, 24.5, 30.8, 38.1, 45.5, 53, 62.2)

é uma concretização de
(
T(1), T(2), ...T(10)

)
, ou seja, as r = 10 primeiras componentes com o menor

tempo de vida na amostra aleatória T.
Assim, definimos Θ como o tempo total acumulado em teste:

Θ =

r∑
i=1

T(i) + (n− r)T(r) ∼ Gama(r, λ)⇔ 2λΘ ∼ χ2
(2r)

com valor observado θ =
∑10
i=1 t(i) + 20t(10) = 1541.5.

Sabemos que T ∼ Exp(λ) e, pela aĺınea a) do exerćıcio 1.11., temos que hT (t) = λ.
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(a)

Intervalo de Confiança a 95% para o Parâmetro de uma População Exponencial

• Variável Fulcral:

Q = 2λΘ ∼ χ2
(2×10)

• Quantis:a : Fχ2
(20)

(a) = 0.05
2

b : Fχ2
(20)

(b) = 1− 0.05
2

⇔

a = F−1
χ2
(20)

(0.025)

b = F−1
χ2
(20)

(0.975)
⇔

{
a = 9.591

b = 34.17

• Intervalo de Confiança Aleatório:

P (a ≤ Q ≤ b) = 0.95⇔ P (a ≤ 2λΘ ≤ b) = 0.95⇔ P

(
a

2Θ
≤ λ ≤ b

2θ

)
= 0.95⇔

⇔ICA95%(λ) =

[
a

2Θ
,
b

2Θ

]
⇔ ICA95%(λ) =

[
9.591

2Θ
,

34.17

2Θ

]
• Intervalo de Confiança:

IC95%(λ) =

[
9.591

2× 1541.5
,

34.17

2× 1541.5

]
= [0.0031, 0.0111]

(b)

Seja µ = E(T ) = 1
λ .

Teste de Hipóteses (Bilateral) para a Média de uma População Exponencial

• Hipóteses:

H0 : µ = 150 vs. H1 : µ 6= 150

• Estat́ıstica de Teste:

Q = 2λΘ ∼ χ2
(20)

é variável fulcral para λ, que, sob a validade de H0, permite gerar a estat́ıstica de teste

Q0 =
2

150
Θ =

Θ

75
∼ χ2

(20)

com valor observado q0 = θ
75

a)
= 1541.5

75 ' 20.55 .

• Valor-p:

p = 2 min
{
P (Q0 ≤ q0), P (Q0 ≥ q0)

}
= 2 min

{
P (Q0 ≤ 20.55), 1− P (Q0 < 20.55)

}
0.5 < P (Q0 ≤ 20.55) < 0.6⇔ 0.4 < 1− P (Q0 < 20.55) < 0.5⇔ p ∈]0.8, 1[

• Decisão:

Devemos rejeitar H0 ao ńıvel de significância α = 100% e não rejeitar para α ≤ 80%, o que
inclui os ńıveis de significância usuais.
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Exerćıcio 1.15

Sejam T a variável aleatória “tempo de vida”de um item e T = (T1, T2, ...T30) uma amostra
aleatória de T de dimensão n = 30. A amostra observada

t = (0.35, 0.73, 0.99, 1.40, 1.45, 1.83, 2.20, 2.72)

é uma concretização de
(
T(1), T(2), ...T(8)

)
, ou seja, as r = 8 primeiras componentes com o menor

tempo de vida na amostra aleatória T.
Assim, definimos Θ como o tempo total acumulado em teste:

Θ =

r∑
i=1

T(i) + (n− r)T(r) ∼ Gama(r, λ)⇔ 2λΘ ∼ χ2
(2r)

com valor observado θ =
∑8
i=1 t(i) + 22t(8) = 71.51.

(a)

Sabemos que T ∼ Exp(λ) e que a sua função de fiabilidade é dada por RT (t) = e−λt. Como
a função que a cada x faz corresponder e−xt é monótona decrescente (para t > 0), então podemos
começar por construir um intervalo de confiança para λ.

Intervalo de Confiança a 95% para a Parâmetro de uma População Exponencial

• Variável Fulcral:

Q = 2λΘ ∼ χ2
(2×8)

• Quantis:a : Fχ2
(16)

(a) = 0.05
2

b : Fχ2
(16)

(b) = 1− 0.05
2

⇔

a = F−1
χ2
(16)

(0.025)

b = F−1
χ2
(16)

(0.975)
⇔

{
a = 6.908

b = 28.85

• Intervalo de Confiança Aleatório:

P (a ≤ Q ≤ b) = 0.95⇔ P (a ≤ 2λΘ ≤ b) = 0.95⇔ P

(
a

2Θ
≤ λ ≤ b

2θ

)
= 0.95⇔

⇔ICA95%(λ) =

[
a

2Θ
,
b

2Θ

]
⇔ ICA95%(λ) =

[
6.908

2Θ
,

28.85

2Θ

]
=

[
3.454

Θ
,

14.425

Θ

]
• Intervalo de Confiança:

IC95%(λ) =

[
3.454

θ
,

14.425

θ

]
=

[
3.454

71.51
,

14.425

71.51

]
' [0.0483, 0.2017]

Logo, IC95%[RT (t)] =
[
e−0.2017t, e−0.0483

]
é o intervalo de confiança a 95% para a função de

fiabilidade de T .

(b)

Seja µ = E(T ) = 1
λ .

Teste de Hipóteses (Unilateral à Direita) para a Média de uma População
Exponencial
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• Hipóteses:

H0 : µ ≤ 10 vs. H1 : µ > 10

• Estat́ıstica de Teste:

Q = 2λΘ ∼ χ2
(16)

é variável fulcral para λ, que, sob a validade de H0, permite gerar a estat́ıstica de teste

Q0 =
2

10
Θ =

Θ

5
∼ χ2

(16)

com valor observado q0 = θ
5

a)
= 71.51

5 = 14.302 .

• Valor-p:

p = P (Q0 ≥ q0) = P (Q0 ≥ 14.302) = 1− P (Q0 < 14.302) = 1− Fχ2
(16)

(14.302)

0.4 < Fχ2
(16)

(14.302) < 0.5⇔ 0.5 < 1− Fχ2
(16)

(14.302) < 0.6⇔ p ∈]0.5, 0.6[

• Decisão:

Devemos rejeitar H0 aos ńıveis de significância α ≥ 60% e não rejeitar para α ≤ 50%, o que
inclui os ńıveis de significância usuais.

• Nota:

O valor-p difere das soluções da edição de 2014/2015.

Exerćıcio 1.16

Seja T1 a variável aleatória que regista os números gerados pelo programa I, com amostra
aleatória de dimensão n1 = 7

(
T1,1, T1,2, ...T1,7

)
.

Seja T2 a variável aleatória que regista os números gerados pelo programa I, com amostra
aleatória de dimensão n2 = 6

(
T2,1, T2,2, ...T2,6

)
.

Temos, por hipótese, que T1 e T2 são variáveis aleatórias independentes, T1 ∼ Exp(λ1) e
T2 ∼ Exp(λ2). Assim,

n1∑
i=1

T1,i ∼ Gama(n1, λ1), logo 2λ1

n1∑
i=1

T1,i ∼ χ2
(2n1) ⇔ 2λ1n1T1 ∼ χ2

(2n1) e 2λ2n2T2 ∼ χ2
(2n2)

Logo,

X =
2λ1n1T1

n1

2λ2n2T2

n2

=
λ1T1

λ2T2

∼ F(2n1,2n2)

pois é o quociente de duas variáveis aleatórias de distribuição qui-quadrado com n1 e n2 graus de
liberdade no numerador e no denominador, respectivamente, sendo variável fulcral para a razão
entre os parâmetros de duas populações exponenciais.

Teste de Igualdade de duas Populações Exponenciais

• Hipóteses:

H0 : λ1 = λ2 ⇔
λ1

λ2
= 1 vs. H1 : λ1 6= λ2 ⇔

λ1

λ2
6= 1
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• Estat́ıstica de Teste:

X =
λ1T1

λ2T2

∼ F(2×7,2×6)

é variável fulcral que, sob a validade de H0, permite gerar a estat́ıstica de teste

X0 =
T1

T2

∼
sob H0

F(14,12)

com valor observado x0 = t1
t2
' 2.527

4,713 ' 0.5362.

• Região Cŕıtica:

RC5% = [0, a] ∪ [b,+∞[ , onde{
a : FF(14,12)

(a) = 0.05
2

b : FF(14,12)
(b) = 1− 0.05

2

⇔

a = F−1
F(14,12)

(0.025)

b = F−1
F(14,12)

(0.975)
⇔

{
a =?

b = 3.21

Quando Y ∼ F(n,m), temos que 1
Y ∼ F(m,n). Neste caso...

a : FF(14,12)
(a) =

0.05

2
⇔ P (X0 ≤ a) = 0.025⇔ P

(
1

X0
≥ 1

a

)
= 0.05⇔

⇔1− P
(

1

X0
<

1

a

)
= 0.05⇔ P

(
1

X0
<

1

a

)
= 0.975⇔ FF(12,14)

(
1

a

)
= 0.975⇔

⇔1

a
= F−1

F(12,14)
(0.975)⇔ 1

a
' 3.05⇔ a ' 0.328

RC5% = [0, 0.328] ∪ [3.21,+∞[

• Decisão:

Como x0 /∈ RC5%, não devemos rejeitar H0 ao ńıvel de significância de 5%.

Exerćıcio 1.17

Seja T1 a variável aleatória que contabiliza o tempo de falha em minutos da componente de
tipo I, com amostra aleatória de dimensão n1 = 7

(
T1,1, T1,2, ...T1,7

)
.

Seja T2 a variável aleatória que contabiliza o tempo de falha em minutos da componente de
tipo II, com amostra aleatória de dimensão n2 = 7

(
T2,1, T2,2, ...T2,7

)
.

Temos, por hipótese, que T1 e T2 são variáveis aleatórias independentes, T1 ∼ Exp(λ1) e
T2 ∼ Exp(λ2). Assim,

n1∑
i=1

T1,i ∼ Gama(n1, λ1), logo 2λ1

n1∑
i=1

T1,i ∼ χ2
(2n1) ⇔ 2λ1n1T1 ∼ χ2

(2n1)

e, de forma análoga,
2λ2n2T2 ∼ χ2

(2n2)

Assim,

X =
2λ1n1T1

n1

2λ2n2T2

n2

⇔ X =
λ1T1

λ2T2

∼ F(2n1,2n2)

é a variável fulcral para a razão entre os parâmetros de duas populações exponenciais.
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Teste de Igualdade de duas Populações Exponenciais

• Hipóteses:

H0 : λ1 = λ2 ⇔
λ1

λ2
= 1 vs. H1 : λ1 6= λ2 ⇔

λ1

λ2
6= 1

• Estat́ıstica de Teste:

X =
λ1T1

λ2T2

∼ F(2×7,2×7)

é variável fulcral que, sob a validade de H0, permite gerar a estat́ıstica de teste

X0 =
T1

T2

∼
sob H0

F(14,14)

com valor observado x0 = t1
t2
' 123.03

89.51 .

• Região Cŕıtica:

RC10% = [0, a] ∪ [b,+∞[ , onde{
a : FF(14,14)

(a) = 0.1
2

b : FF(14,14)
(b) = 1− 0.1

2

⇔

a = F−1
F(14,14)

(0.05)

b = F−1
F(14,14)

(0.95)
⇔

{
a =?

b = 2.48

Quando Y ∼ F(n,m), temos que 1
Y ∼ F(m,n). Neste caso...

a : FF(14,14)
(a) =

0.1

2
⇔ P (X0 ≤ a) = 0.05⇔ P

(
1

X0
≥ 1

a

)
= 0.05⇔

⇔1− P
(

1

X0
<

1

a

)
= 0.05⇔ P

(
1

X0
<

1

a

)
= 0.95⇔ FF(14,14)

(
1

a

)
= 0.95⇔

⇔1

a
= F−1

F(14,14)
(0.95)⇔ 1

a
' 2.48⇔ a ' 0.403

RC10% = [0, 0.403] ∪ [2.48,+∞[

• Decisão:

Como x0 /∈ RC10%, não devemos rejeitar H0 ao ńıvel de significância de 10%.

Exerćıcio 1.18

Seja X = (X1, X2, X3, X4) tal que

Xi =

{
1, se a componente i funcionar

0, caso contrário
, com i ∈ {1, 2, 3, 4}

e a função estrutura é dada por

φ(X) =

{
1, se o sistema funcionar

0, caso contrário

O sistema dado pode ser encarado como três partes, independentes por hipótese, instaladas
em série, logo o sistema funciona se e só se todas as partes funcionarem. Assim, a primeira parte
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é constitúıda apenas pela componente 1, a segunda parte apenas pela componente 2 e a terceira
pelas componentes 3 e 4.

Seja S1 a variável aleatória tal que

S1 =

{
1, se a parte 1 funcionar

0, caso contrário
=

{
1, se a componente 1 funcionar

0, caso contrário
= X1

Seja S2 a variável aleatória tal que

S1 =

{
1, se a parte 2 funcionar

0, caso contrário
=

{
1, se a componente 2 funcionar

0, caso contrário
= X2

Seja S3 a variável aleatória tal que

S3 =

{
1, se a parte 3 funcionar

0, caso contrário

A terceira parte pode ser vista como um sistema de duas componentes instalado em paralelo,
que funciona se e só se pelo menos uma das componentes funcionar. Por outras palavras, só não
funciona se ambas as componentes não funcionarem. Assim,

S3 = P (pelo menos uma componente funcionar) = P (as duas componentes não funcionarem) =

= 1− P (as duas componentes não funcionarem) = 1− P (X3 = 0, X4 = 0) =
indep.

= 1− P (X3 = 0)P (X4 = 0) = 1− (1−X3)(1−X4)

Por fim, a expressão da função estrutura é:

φ(X) = P (S1 = 1, S2 = 1, S3 = 1) =
indep.

P (S1 = 1)P (S2 = 1)P (S3 = 1) =

= S1S2S3 = X1X2[1− (1−X3)(1−X4)]

1 2

3

4

Figura 1.1: Representação Gráfica do Sistema

Exerćıcio 1.19

Seja X = (X1, X2, X3, X4, X5) um vector aleatório tal que

Xi =

{
1, se a componente i funcionar

0, caso contrário
, com i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}
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A função estrutura φ é tal que

φ(X) =

{
1, se o sistema funcionar

0, caso contrário

Um caminho mı́nimo é o conjunto de componentes todas relevantes para que o sistema funcione.
Neste caso, temos como caminhos mı́nimos

• P1 = {1, 3, 4};

• P2 = {1, 5};

• P3 = {2, 3, 4};

• P4 = {2, 5},

pois basta remover apenas uma componente a qualquer um destes quatro caminhos para o sistema
deixar de funcionar.

Um corte mı́nimo é o conjunto de componentes todas relevantes que, quando retiradas, o
sistema deixa de funcionar. Neste caso, temos como cortes mı́nimos

• C1 = {1, 2};

• C2 = {3, 5};

• C3 = {4, 5},

pois, removendo qualquer um destes três conjuntos de componentes, o sistema deixa de funcionar.
O sistema funciona se pelo menos um dos caminhos mı́nimos funcionar. Assim, seja αj , com

j ∈ {1, 2, 3, 4} tal que

αj =

{
1, se o o caminho Pj funcionar

0, caso contrário

logo

αj =
∏
i∈Pj

Xi

pois, desta forma, αj = 1 se e só se todas as componentes do caminho Pj funcionarem. Neste
caso,

• α1 = X1X3X4;

• α2 = X1X5;

• α3 = X2X3X4;

• α4 = X2X5.

Isto permite reescrever a função estrutura do sistema como

φ(X) =

{
1, se αj = 1, para algum j ∈ {1, 2, 3, 4}
0, se αj = 0, qualquer que seja j ∈ {1, 2, 3, 4}

= max
j
αj

o que, neste caso, leva a...

φ(X) = max {X1X3X4, X1X5, X2X3X4, X2X5} = max
{
X1 max {X3X4, X5} , X2 max {X3X4, X5}

}
=

= max {X1, X2}max {X3X4, X5}
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ou seja, ao produto da probabilidade da primeira parte do sistema funcionar e da segunda
parte do mesmo funcionar.

Temos também que se Xi ∈ {0, 1}, com i ∈ {1, 2, ..., n}, então

max
i
{X1, X2, ..., Xn} = 1−

n∏
i=1

(1−Xi)

Por fim,
φ(X) = [1− (1−X1)(1−X2)][1− (1−X3X4)(1−X5)]

Exerćıcio 1.20

Uma estrutura diz-se 2-de-3 se, para funcionar, 2 das suas 3 componentes, Xi, com i ∈ {1, 2, 3}
tiverem de estar a funcionar.

Seja X = (X1, X2, X3). Assim,

Xi =

{
1, se a componente i funcionar

0, caso contrário
, com i ∈ {1, 2, 3}

São caminhos mı́nimos todas as combinações posśıveis de 3 componentes 2 a 2.

• P1 = {1, 2}

• P2 = {1, 3}

• P3 = {2, 3}

αj =
∏
i∈Pj

Xi, j ∈ {1, 2, 3}

• α1 = X1X2

• α2 = X1X3

• α3 = X2X3

Como cada Xi, com i ∈ {1, 2, 3} é uma Bernoulli, X2
i também o é.

φ(X) = max
j
αj

1.19.
= 1−

3∏
j=1

(1− αj) = 1− (1−X1X2)(1−X1X3)(1−X2X3) =

=1− (1−X1X2 −X1X3 +X2
1X2X3)(1−X2X3) = 1− (1−X1X2 −X1X3 +X1X2X3)(1−X2X3) =

=1− [(1−X1X2 −X1X3 +X1X2X3)−X2X3(1−X1X2 −X1X3 +X1X2X3)] =

=1− [(1−X1X2 −X1X3 +X1X2X3)− (X2X3 −X1X
2
2X3 −X1X2X

2
3 +X1X

2
2X

2
3 )] =

=1− [(1−X1X2 −X1X3 +X1X2X3)− (X2X3 −X1X2X3 −X1X2X3 +X1X2X3)] =

=X1X2 +X1X3 −X1X2X3 +X2X3 −X1X2X3 −X1X2X3 +X1X2X3 =

=X1X2 +X1X3 +X2X3 − 2X1X2X3 =

Seja p = (p1, p2, p3), tal que pi é a fiabilidade de Xi, com i ∈ {1, 2, 3}. A fiabilidade do sistema
é dada por

r(p) = P [φ(X) = 1] = E[φ(X)], pois φ é uma Bernoulli e P (Xi = 1) = E(Xi) = pi

r(p) = E(X1X2 +X1X3 +X2X3 − 2X1X2X3) =
indep.

=
indep.

E(X1)E(X2) + E(X1)E(X3) + E(X2)E(X3)− 2E(X1)E(X2)E(X3)

=p1p2 + p1p3 + p2p3 − 2p1p2p2p3

Q.E.D.
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Exerćıcio 1.21

Uma estrutura diz-se 3-de-4 se, para funcionar, 3 das suas 4 componentes, Xi, com i ∈
{1, 2, 3, 4} tiverem de estar a funcionar.

Seja X = (X1, X2, X3, X4). Assim,

Xi =

{
1, se a componente i funcionar

0, caso contrário
, com i ∈ {1, 2, 3, 4}

São caminhos mı́nimos todas as combinações posśıveis de 4 componentes 3 a 3.

• P1 = {1, 2, 3}

• P2 = {1, 2, 4}

• P3 = {1, 3, 4}

• P4 = {2, 3, 4}

αj =
∏
i∈Pj

Xi, j ∈ {1, 2, 3, 4}

• α1 = X1X2X3

• α2 = X1X2X4

• α3 = X1X3X4

• α4 = X2X3X4

Como cada Xi, com i ∈ {1, 2, 3, 4} é uma Bernoulli, X2
i também o é.

φ(X) = max
j
αj

1.19.
= 1−

4∏
j=1

(1− αj) =

= 1− (1−X1X2X3)(1−X1X2X4)(1−X1X3X4)(1−X2X3X4) =

= 1− (1−X1X2X3 −X1X2X4 +X2
1X

2
2X3X4)(1−X1X3X4 −X2X3X4 +X1X2X

2
3X

2
4 ) =

= 1− (1−X1X2X3 −X1X2X4 +X1X2X3X4)(1−X1X3X4 −X2X3X4 +X1X2X3X4) =

= 1− [1−X1X2(X3 +X4 −X3X4)][1−X3X4(X1 +X2 −X1X2)] =

= 1− [1−X3X4(X1 +X2 −X1X2)−X1X2(X3 +X4 −X3X4)+

+X1X2(X3 +X4 −X3X4)X3X4(X1 +X2 −X1X2)] =

= 1− [1−X1X3X4 −X2X3X4 +X1X2X3X4 −X1X2X3 −X1X2X4 +X1X2X3X4+

+X1X2X3X4(X1 +X2 −X1X2)(X3 +X4 −X3X4)] =

= 1− [1−X1X3X4 −X2X3X4 +X1X2X3X4 −X1X2X3 −X1X2X4 +X1X2X3X4+

+ (X2
1X2X3X4 +X1X

2
2X3X4 −X2

1X
2
2X3X4)(X3 +X4 −X3X4)] =

= 1− [1−X1X3X4 −X2X3X4 +X1X2X3X4 −X1X2X3 −X1X2X4 +X1X2X3X4+

+ (X1X2X3X4 +X1X2X3X4 −X1X2X3X4)(X3 +X4 −X3X4)] =

= 1− [1−X1X3X4 −X2X3X4 +X1X2X3X4 −X1X2X3 −X1X2X4 +X1X2X3X4+

+X1X2X3X4(X3 +X4 −X3X4)] =

= 1− (1−X1X3X4 −X2X3X4 +X1X2X3X4 −X1X2X3 −X1X2X4 +X1X2X3X4+

+X1X2X
2
3X4 +X1X2X3X

2
4 −X1X2X

2
3X

2
4 ) =

= 1− (1−X1X3X4 −X2X3X4 +X1X2X3X4 −X1X2X3 −X1X2X4 +X1X2X3X4+

+X1X2X3X4 +X1X2X3X4 −X1X2X3X4) =

= 1− (1−X1X2X3 −X1X2X4 −X1X3X4 −X2X3X4 + 3X1X2X3X4) =

= X1X2X3 +X1X2X4 +X1X3X4 +X2X3X4 − 3X1X2X3X4
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Seja p = (p1, p2, p3, p4), tal que pi é a fiabilidade de Xi, com i ∈ {1, 2, 3, 4}. A fiabilidade do
sistema é dada por

r(p) = P [φ(X) = 1] = E[φ(X)], pois φ é uma Bernoulli e P (Xi = 1) = E(Xi) = pi

r(p) = E(X1X2X3 +X1X2X4 +X1X3X4 +X2X3X4 − 3X1X2X3X4) =
indep.

=
indep.

E(X1)E(X2)E(X3) + E(X1)E(X2)E(X4) + E(X1)E(X3)E(X4)+

+E(X2)E(X3)E(X4)− 3E(X1)E(X2)E(X3)E(X4) =

=p1p2p3 + p1p2p4 + p1p3p4 + p2p3p4 − 3p1p2p3p4

Exerćıcio 1.22

Seja X = (X1, X2, X3) tal que

Xi =

{
1, se a componente i funcionar

0, caso contrário
, com i ∈ {1, 2, 3}

e a função estrutura é dada por

φ(X) =

{
1, se o sistema funcionar

0, caso contrário

O sistema dado pode ser encarado como duas partes, independentes por hipótese, instaladas
em série, logo o sistema funciona se e só se ambas as partes funcionarem. Assim, a primeira parte
é constitúıda apenas pela componente 1 e a segunda parte é constitúıda pelas componentes 2, 3 e
4.

Seja S1 a variável aleatória tal que

S1 =

{
1, se a parte 1 funcionar

0, caso contrário
=

{
1, se a componente 1 funcionar

0, caso contrário
= X1

Seja S2 a variável aleatória tal que

S2 =

{
1, se a parte 2 funcionar

0, caso contrário

A segunda parte do sistema pode ser vista como um sistema 1-de-3, pois funciona se e só
se pelo menos uma das três componentes funcionar. Assim, os caminhos mı́nimos são apenas
compostos por uma componente cada e, como consequência, cada αj é igual ao respectivo Xj ,
com j ∈ {2, 3, 4}.

αj = Xj , j ∈ {2, 3, 4}

• P1 = {2} ⇒ α2 = X2

• P2 = {3} ⇒ α3 = X3

• P3 = {4} ⇒ α4 = X4

S2 = max
j
αj

1.19.
= 1−

4∏
j=2

(1− αj) = = 1− (1−X2)(1−X3)(1−X4)

φ(X) = S1S2 = X1[1− (1−X2)(1−X3)(1−X4)]
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Seja p = (p1, p2, p3, p4), tal que pi é a fiabilidade de Xi, com i ∈ {1, 2, 3, 4}. A fiabilidade do
sistema é dada por

r(p) = P [φ(X) = 1] = E[φ(X)], pois φ é uma Bernoulli e P (Xi = 1) = E(Xi) = pi

r(p) = E
{
X1[1− (1−X2)(1−X3)(1−X4)]

}
=

indep.
E(X1)E[1− (1−X2)(1−X3)(1−X4)] =

indep.∗

=
indep.∗

E(X1)[E(1)− E(1−X2)E(1−X3)E(1−X4)] = p1[1− (1− p2)(1− p3)(1− p4)]

No passo assinalado com *, foi assumido que se X1 e X2 forem variáveis aleatórias indepen-
dentes com distribuição Bernoulli de parâmetros p1 e p2, respectivamente, então Y1 = 1 − X1 e
Y2 = 1−X2 também são independentes. Isto é, se

P (X1 = x1, X2 = x2) = P (X1 = x1)P (X2 = x2)

então
P (Y1 = y1, Y2 = y2) = P (Y1 = y1)P (Y2 = y2)

P (Y1 = y1, Y2 = y2) = P (1−X1 = y1, 1−X2 = y2) = P (X1 = 1− y1, X2 = 1− y2) =
indep.

=
indep.

P (X1 = 1− y1)P (X2 = 1− y2) = P (1−X1 = y1)P (1−X2 = y2) = P (Y1 = y1)P (Y2 = y2)

Como queŕıamos demonstrar.

Página 23 de 54



Caṕıtulo 2

Simulação Estocástica

Exerćıcio 2.1

U ∼ Unif(0, 1) , λ > 0⇒ X = − 1

λ
log (U) ∼ Exp(λ)

fU (u) =

{
1, se u ∈]0, 1[

0, caso contrário
, FU (u) =

∫ u

−∞
fU (x) dx =

u∈]0,1[

∫ u

0

1 dx = u− 0 = u

A função de distribuição de probabilidades caracteriza univocamente a distribuição de uma
variável aleatória, isto é, se duas variáveis aleatórias tiverem a mesma função de distribuição,
então são iguais.

O mesmo ocorre com a função densidade de probabilidade.

FX(x) = P (X ≤ x) = P

(
− 1

λ
logU ≤ x

)
= P (logU ≥ −λx) =

= P
(
U ≥ e−λx

)
= 1− P

(
U < e−λx

)
= 1− FU

(
e−λx

)
FX(x) = 1− FU

(
e−λx

)
⇔ dFX(x)

dx
=
d
[
1− FU

(
e−λx

)]
dx

⇔

⇔ fX(x) = fU

(
e−λx

)
λe−λx ⇔ fX(x) =

1

1− 0
λe−λx ⇔ fX(x) = λe−λx ⇔

⇔ fX(x) = fExp(λ)(x)

Logo, X = (− 1
λ logU) ∼ Exp(λ).

Exerćıcio 2.2

T ∼ Exp(1)

Temos que V=5 se a componente falhar antes do instante t=3, isto é,

T < 3⇒ V = 5

Já se a componente falhar a partir do instante t=3, V=2T.

T ≥ 3⇒ V = 2T

Assim, V apenas toma o valor 5 ou valores a partir de 6 (se T = 3, então V = 6). Logo, o
suporte da variável aleatória V é RV = {5} ∪ [6,+∞[.
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Para v < 5, temos que FV (v) = P (V ≤ v) = 0, pois V não pode tomar valores inferiores a 5.

Assim,

FV (5) = P (V ≤ 5) = P (T < 3) = FExp(1)(3) = 1− e−3

Para 5 < v < 6, temos FV (v) = P (V ≤ v) = FV (5) = 1− e−3, pois ]5, 6[ 6⊂ RV .

Para v ≥ 6, temos

FV (v) = P (V ≤ v) = P (2T < v) = P

(
T ≤ v

2

)
= FExp(1)

(
v

2

)
= 1− e− v2

A função distribuição de V é dada por

FV (v) =


0, se v < 5

1− e−3, se 5 ≤ v < 6

1− e− v2 , se v ≥ 6

Exerćıcio 2.3

X ∼ Unif(−a, a) e seja Y = X2

Comecemos por considerar a função g que a cada x faz corresponder x2, que não é bijectiva no
intervalo [−a, a] (o suporte de X), para um dado a ∈ R+. Porém, podemos decompô-lo em dois
intervalos disjuntos, R1 = [−a, 0[ e R2 = [0, a], nos quais a restrição da função g é bijectiva. Seja
g1 a restrição de g a R1 e g2 a correspondente para R2.

y = x2 ⇔ x = ±√y
R1 : −a ≤ x < 0⇒ 0 < x2 ≤ a2 ⇔ 0 < y ≤ a2

R2 : 0 ≤ x ≤ a⇒ 0 ≤ x2 ≤ a2 ⇔ 0 ≤ y ≤ a2

g−1
1 (y) = −√y, para 0 < y ≤ a2

g−1
2 (y) =

√
y, para 0 ≤ y ≤ a2

d

dy
g−1

1 (y) =
1

2
√
y

d

dy
g−1

2 (y) = − 1

2
√
y

Aplicando agora o Teorema da Transformação:

fY (y) = fX [g−1
1 (y)]

∣∣∣∣ ddy g−1
1 (y)

∣∣∣∣+ fX [g−1
2 (y)]

∣∣∣∣ ddy g−1
2 (y)

∣∣∣∣ =

= fX(−√y)

∣∣∣∣∣ 1

2
√
y

∣∣∣∣∣+ fX(
√
y)

∣∣∣∣∣− 1

2
√
y

∣∣∣∣∣ =

=
1

2a

1

2
√
y

+
1

2a

1

2
√
y

=

=

 1
2a
√
y , se y ∈]0, a2]

0, caso contrário
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Exerćıcio 2.4

Y =

(
X − 1

θ

)2

, X ∼ Exp(θ)

A função densidade de probabilidade de X é dada por

fX(x) =

{
θe−θx , se x > 0

0, caso contrário
logo o suporte de X é RX =]0,+∞[

A função de expressão geral y = g(x) =
(
x− 1

θ

)2
não é bijectiva em RX , pois é uma função

quadrática, cujo gráfico é uma parábola de mı́nimo y = 0 no ponto de abcissa x = 1/θ.

Tomemos SX = R1 ∪ R2, com R1 =]0, 1/θ[ e R2 = [1/θ,+∞[ dois intervalos disjuntos, nos
quais a função g é bijectiva, decompondo-a em g1 e g2 para os respectivos intervalos.

y =

(
x− 1

θ

)2

⇔ x− 1

θ
= ±√y ⇔ x =

1

θ
±√y

R1 : 0 < x <
1

θ
⇔ −1

θ
< x− 1

θ
< 0⇒ 0 <

(
x− 1

θ

)2

<
1

θ2
⇔ 0 < y <

1

θ2

R2 : x ≥ 1

θ
⇔ x− 1

θ
≥ 0⇒

(
x− 1

θ

)2

≥ 0⇔ y ≥ 0

g−1
1 (y) =

1

θ
−√y, para 0 < y <

1

θ2

g−1
2 (y) =

1

θ
+
√
y, para y ≥ 0

d

dy
g−1

1 (y) = − 1

2
√
y

d

dy
g−1

2 (y) =
1

2
√
y

Então, pelo Teorema da Transformação:

fY (y) = fX [g−1
1 (y)]

∣∣∣∣ ddy g−1
1 (y)

∣∣∣∣+ fX [g−1
2 (y)]

∣∣∣∣ ddy g−1
2 (y)

∣∣∣∣ =

= fX

(
1

θ
−√y

)∣∣∣∣∣− 1

2
√
y

∣∣∣∣∣ I0≤y≤ 1
θ2

+ fX

(
1

θ
+
√
y

)∣∣∣∣∣ 1

2
√
y

∣∣∣∣∣ Iy>0 =

=
1

2
√
y

[
θe−θ(

1
θ−
√
y) + θe−θ(

1
θ+
√
y))
]

=

=
θ

2
√
y

[
e−(1−θ√y) + e−1+θ

√
y
]

=

=


0, se y ≤ 0
θ

2
√
y

[
e−(1−θ√y) + e−(1+θ

√
y)
]

, se 0 < y < 1
θ2

θ
2
√
y e
−(1+θ

√
y), y ≥ 1

θ2

Exerćıcio 2.5

X ∼ N(0, 1)

Página 26 de 54
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(a)

Y = eX

FY (y) = P (Y ≤ y) = P
(
eX ≤ y

)
= P (X ≤ log y) = FX(log y)

FY (y) = FX(log y)⇔ fY (y) =
fX(log y)

y

fY (y) =
fN(0,1)(log y)

y
=

1√
2π
e−

(log y)2

2

y
=

1√
2πy

e−
(log y)2

2 , se y > 0

Portanto, a função densidade de probabilidade de Y é:

fY (y) =

 1√
2πy

e−
(log y)2

2 , se y > 0

0 , caso contrário

(b)

Y = 2X2 + 1

FY (y) = P (Y ≤ y) = P
(

2X2 + 1 ≤ y
)

= P

(
X2 ≤ y − 1

2

)
Comecemos por mostrar que Z = X2 ∼ χ2

(1).

FZ(z) = P (Z ≤ z) = P
(
X2 ≤ z

)
= P

(
−
√
z ≤ X ≤

√
z
)

=

= FX(
√
z)− FX(−

√
z) = Φ(

√
z)− Φ(−

√
z) = Φ(

√
z)− 1 + Φ(

√
z) = 2Φ(

√
z)− 1

FZ(z) = 2Φ(
√
z)− 1⇔ fZ(z) = −ϕ(

√
z)√
z

FZ(z) = −
1√
2π
e−

(
√
z)2

2

√
z

= − 1√
2πz

e−
z
2 =

=
1

21/2Γ(1/2)
z(1/2)−1e−

z
2 = fχ2

(1)
(z)

Retomemos a dedução da distribuição de Y = X2 + 1.

FY (y) = P

(
X2 ≤ y − 1

2

)
= FZ

(
y − 1

2

)

FY (y) = FZ

(
y − 1

2

)
⇔ fY (y) =

fZ

(
y−1

2

)
2

fY (y) =

1
√

2π
√

( y−1
2 )

e−
y−1
4

2
=

=
1

2
√
π(y − 1)

e−
y−1
4 , se

y − 1

2
≥ 0

Portanto, a função densidade de probabilidade de Y é:

fY (y) =


1

2
√
π(y−1)

e−
y−1
4 , se y ≥ 1

0 , caso contrário
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Exerćıcio 2.6

X,Y ∼
i.i.d.

Unif(0, 1)

f(X,Y )(x, y) =
indep.

fX(x)fY (y) =

{
1 , se 0 < x < 1, 0 < y < 1

0 , caso contrário

O suporte da distribuição conjunta é R(X,Y ) =]0, 1[×]0, 1[.

• Distribuição de X + Y

{
Z1 = X + Y

Z2 = Y
⇔

{
X = Z1 − Z2

Y = Z2

⇔

{
g−1

1 (Z1, Z2) = Z1 − Z2 , 0 < z1 − z2 < 1

g−1
2 (Z1, Z2) = Z2 , 0 < z2 < 1

pois 0 < x < 1⇒ 0 < z1 − z2 < 1 e 0 < y < 1⇒ 0 < z2 < 1

J(g−1
1 ,g−1

2 )(z1, z2) =

∣∣∣∣∣∣
∂g−1

1 (z1,z2)
∂z1

∂g−1
1 (z1,z2)
∂z2

∂g−1
2 (z1,z2)
∂z1

∂g−1
2 (z1,z2)
∂z2

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1 −1
0 1

∣∣∣∣ = 1

Então, pelo Teorema da Transformação, a função densidade de probabilidade conjunta de
Z1 e Z2 é dada por:

f(Z1,Z2)(z1, z2) = f(X,Y )

[
g−1

1 (z1, z2), g−1
2 (z1, z2)

]∣∣∣J(g−1
1 ,g−1

2 )

∣∣∣ = f(Z1,Z2)(z1 − z2, z2)|1| =

=

{
1 , se 0 < z1 < 2 e z1 < z2 < z1 − 1

0 , caso contrário

Então, a função densidade marginal da variável aleatória Z1 = X + Y , para 0 < z1 < 1,
onde 0 < z2 < z1, tem a expressão geral

fZ1
(z1) =

∫ z1

0

1 dz2 = z1

e para 1 ≤ z1 < 2, onde z1 − 1 < z2 < 1, tem a forma

fZ1(z1) =

∫ 1

z1−1

1 dz2 = 2− z1

logo,

fZ1
(z1) =


z1 , se 0 < z1 < 1

2− z1 , se 1 ≤ z1 < 2

0 , caso contrário

• Distribuição de XY{
Z1 = XY

Z2 = Y
⇔

{
X = Z1

Z2

Y = Z2

⇔

{
g−1

1 (Z1, Z2) = Z1

Z2
, 0 < z1 − z2 < 1

g−1
2 (Z1, Z2) = Z2 , 0 < z2 < 1

pois 0 < x, y < 1⇒ 0 < xy < 1⇒ 0 < z1 < 1 e 0 < y < 1⇒ 0 < z2 < 1

J(g−1
1 ,g−1

2 )(z1, z2) =

∣∣∣∣∣∣
∂g−1

1 (z1,z2)
∂z1

∂g−1
1 (z1,z2)
∂z2

∂g−1
2 (z1,z2)
∂z1

∂g−1
2 (z1,z2)
∂z2

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1
z2
− z1
z22

0 1

∣∣∣∣∣ =
1

z2
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Então, pelo Teorema da Transformação, a função densidade de probabilidade conjunta de
Z1 e Z2 é dada por:

f(Z1,Z2)(z1, z2) = f(X,Y )

[
g−1

1 (z1, z2), g−1
2 (z1, z2)

]∣∣∣J(g−1
1 ,g−1

2 )

∣∣∣ = f(Z1,Z2)

(
z1

z2
, z2

)∣∣∣∣ 1

z2

∣∣∣∣ =

=

{
1
z2

, se 0 < z1
z2
< 1 e 0 < z2 < 1⇔ 0 < z1 < z2 < 1

0 , caso contrário

Então, a função densidade marginal da variável aleatória Z1 = XY , para 0 < z1 < 1 tem a
expressão geral

fZ1
(z1) =

∫ 1

z1

1

z2
dz2 = [log (z2)]z2=1

z2=z1 = − log (z1) = log

(
1

z1

)

logo,

fZ1
(z1) =

log
(

1
z1

)
, se 0 < z1 < 1

0 , caso contrário

Exerćıcio 2.7

(a)

T1, T2 ∼
i.i.d.

Exp(α)

Seja Y1 o tempo de vida do sistema.

f(T1,T2)(t1, t2) =
indep.

fT1(t1)fT2(t2)

fTi(ti) =

{
αe−αti , se ti > 0

0, caso contrário
, ∀i ∈ {1, 2}

f(T1,T2)(t1, t2) =
i.i.d.

{
αe−αt1αe−αt2 = α2e−α(t1+t2) , se t1, t2 > 0

0 , caso contrário

Logo, o suporte da distribuição conjunta é R(T1,T2) = R+ × R+.

Pelo Teorema da Transformação, necessitamos de uma outra variável aleatória Y2, que podemos
tomar igual a T1.{

Y1 = T1 + T2

Y2 = T1

⇔

{
T2 = Y1 − T1

T1 = Y2

⇔

{
T1 = Y2

T2 = Y1 − Y2

⇔

⇔

{
g−1

1 (Y1, Y2) = Y2 , y2 > 0

g−1
2 (Y1, Y2) = Y1 − Y2 , y1 > y2 > 0

pois t1 > 0⇒ y2 > 0 e t2 > 0⇒ y1 − y2 > 0⇒ y1 > y2

J(g−1
1 ,g−1

2 )(y1, y2) =

∣∣∣∣∣∣
∂g−1

1 (y1,y2)
∂y1

∂g−1
1 (y1,y2)
∂y2

∂g−1
2 (y1,y2)
∂y1

∂g−1
2 (y1,y2)
∂y2

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣0 1
1 −1

∣∣∣∣ = −1
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Então, pelo Teorema da Transformação, a função densidade de probabilidade conjunta de Y1

e Y2 é dada por:

f(Y1,Y2)(y1, y2) = f(T1,T2)

[
g−1

1 (y1, y2), g−1
2 (y1, y2)

]∣∣∣J(g−1
1 ,g−1

2 )

∣∣∣ = f(T1,T2)(y2, y1 − y2)|−1| =

= α2e−α(y2+y1−y2) = α2e−αy1 , para y1 > y2 > 0

f(Y1,Y2)(y1, y2) =

{
α2e−αy1 , se y1 > y2 > 0

0 , caso contrário

Então, a função densidade marginal da variável aleatória Y1 = T1 + T2, para y1 > 0 tem a
expressão geral

fY1
(y1) =

∫ +∞

−∞
f(Y1,Y2)(y1, y2) dy2 =

∫ +∞

−∞
α2e−αy1 dy2 =

∫ y1

0

α2e−αy1 dy2 =

= α2e−αy1
∫ y1

0

1 dy2 = α2y1e
−αy1

f(T1+T2)(t) =

{
α2 t e−αt , se t > 0

0 , caso contrário

Logo, T1 + T2 ∼ Gama(2, α).

P (T1 + T2 > t) = 1− P (T1 + T2 ≤ t) = 1− F(T1+T2)(t) = 1−
∫ t

0

f(T1+T2)(x) dx =

= 1−
∫ t

0

α2x e−αx dx = 1 + α

([
x e−αx

]x=t

x=0
−
∫ t

0

e−αx dx

)
=

= 1 + α t e−α t +

∫ t

0

−α e−αx dx = 1 + α t e−α t +
[
e−αx

]x=t

x=0
=

= 1 + α t e−α t + e−α t − 1 = (α t+ 1) e−α t se t > 0

É a probabilidade pedida.

(b)

Repetindo o procedimento da aĺınea anterior, obtemos

f(T1,T2)(t1, t2) =
indep.

fT1
(t1)fT2

(t2)

fTi(ti) =

{
αe−αti , se ti > 0

0, caso contrário
, ∀i ∈ {1, 2}

f(T1,T2)(t1, t2) =

{
α2e−α(t1+t2) , se t1, t2 > 0

0 , caso contrário

R(T1,T2) = R+ × R+

Pelo Teorema da Transformação, necessitamos de uma outra variável aleatória Y2, que podemos
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tomar igual a T2.{
Y1 = T1 − T2

Y2 = T2

⇔

{
T1 = Y1 + T2

T2 = Y2

⇔

{
T1 = Y1 + Y2

T2 = Y2

⇔

⇔

{
g−1

1 (Y1, Y2) = Y1 + Y2 , y1 + y2 > 0

g−1
2 (Y1, Y2) = Y2 , y2 > 0

pois t2 > 0⇒ y2 > 0 e t1 > 0⇒ y1 + y2 > 0⇔ y2 > −y1

J(g−1
1 ,g−1

2 )(y1, y2) =

∣∣∣∣∣∣
∂g−1

1 (y1,y2)
∂y1

∂g−1
1 (y1,y2)
∂y2

∂g−1
2 (y1,y2)
∂y1

∂g−1
2 (y1,y2)
∂y2

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1 1
0 1

∣∣∣∣ = 1

Então, pelo Teorema da Transformação, a função densidade de probabilidade conjunta de Y1

e Y2 é dada por:

f(Y1,Y2)(y1, y2) = f(T1,T2)

[
g−1

1 (y1, y2), g−1
2 (y1, y2)

]∣∣∣J(g−1
1 ,g−1

2 )

∣∣∣ = f(T1,T2)(y1 + y2, y2)|1| =

= α2e−α(y1+y2+y2) , para y1 + y2 > 0 = α2e−αy1+2y2 , y1 + y2 > 0

Então, como para y1 > 0, y2 pode variar entre 0 e +∞, mas para y1 ≤ 0, y2 apenas pode
variar entre −y1 e +∞, a função densidade marginal da variável aleatória Y1 = T1−T2 tem como
expressão geral:

fY1(y1) =

∫ +∞

−∞
f(Y1,Y2)(y1, y2) dy2 =

∫ +∞

−∞
α2e−α(y1+2y2) dy2 =

=

{∫ +∞
0

α2e−α(y1+2y2) dy2 , se y1 > 0∫ +∞
−y1 α

2e−α(y1+2y2) dy2 , se y1 ≤ 0
=

=

{
−α2 e

−αy1
∫ +∞

0
−2α e−2αy2 dy2 , se y1 > 0

−α2 e
−αy1

∫ +∞
−y1 −2α e−2αy2 dy2 , se y1 ≤ 0

=

=

−α2 e−αy1
[
e−2αy2

]y2=+∞
y2=0

, se y1 > 0

−α2 e
−αy1

[
e−2αy2

]y2=+∞
y2=−y1

, se y1 ≤ 0
=

=

{
−α2 e

−αy1 (0− 1) , se y1 > 0

−α2 e
−αy1

(
0− e2αy1

)
, se y1 ≤ 0

=

=

{
α
2 e
−αy1 , se y1 > 0

α
2 e

αy1 , se y1 ≤ 0
=

=
α

2
e−α|y1| , se y1 ∈ R

f(T1−T2)(t) =
α

2
e−α|t| , se t ∈ R

Logo, T1 − T2 segue uma distribuição de Laplace ou Dupla Exponencial de parâmetro α.

P (T1 > T2) = P (T1 − T2 > 0) = 1− P (T1 − T2 ≤ 0) = 1− F(T1−T2)(0) =

= 1−
∫ 0

−∞
f(T1−T2)(t) dt = 1−

∫ 0

−∞

α

2
e−α|t| dt = 1−

∫ 0

−∞

α

2
eα t dt =

= 1− 1

2

∫ 0

−∞
α eα t dt = 1− 1

2

[
eα t
]t=0

t=−∞ = 1− 1

2
(1− 0) =

1

2

É a probabilidade pedida.
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Exerćıcio 2.8

X1, X2 ∼
i.i.d

Unif(0, 1)

Logo, o suporte da distribuição conjunta é R(X1,X2) =]0, 1[×]0, 1[.

f(X1,X2)(x1, x2) =
indep.

fX1(x1)fX2(x2)

fXi(xi) =

{
1, se 0 < xi < 1

0, caso contrário
, ∀i ∈ {1, 2}

Consideremos as seguintes transformações para aplicarmos o Teorema da Transformação:{
Y1 = X1 +X2

Y2 = X1 −X2

⇔

{
X1 = Y1 −X2

X2 = X1 − Y2

⇔

{
X1 = Y1 −X1 + Y2

X2 = X1 − Y2

⇔

⇔

{
X1 = Y1+Y2

2

X2 = X1 − Y2

⇔

{
X1 = Y1+Y2

2

X2 = Y1−Y2

2

⇔

{
g−1

1 (Y1, Y2) = Y1+Y2

2 , 0 < y1+y2
2 < 1

g−1
2 (Y1, Y2) = Y1−Y2

2 , 0 < y1−y2
2 < 1

pois 0 < x1 < 1⇒ 0 <
y1 + y2

2
< 1 e 0 < x2 < 1⇒ 0 <

y1 − y2

2
< 1

J(g−1
1 ,g−1

2 )(y1, y2) =

∣∣∣∣∣∣
∂g−1

1 (y1,y2)
∂y1

∂g−1
1 (y1,y2)
∂y2

∂g−1
2 (y1,y2)
∂y1

∂g−1
2 (y1,y2)
∂y2

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 12 1
2

1
2 − 1

2

∣∣∣∣∣ = −1

2

Então, pelo Teorema da Transformação, a função densidade de probabilidade conjunta de Y1

e Y2 é dada por:

f(Y1,Y2)(y1, y2) = f(X1,X2)

[
g−1

1 (y1, y2), g−1
2 (y1, y2)

]∣∣∣J(g−1
1 ,g−1

2 )

∣∣∣ = f(X1,X2)

(
y1 + y2

2
,
y1 − y2

2

)∣∣∣∣−1

2

∣∣∣∣ =

= 1× 1× 1

2
=

1

2
, para 0 <

y1 + y2

2
< 1, 0 <

y1 − y2

2
< 1

f(Y1,Y2)(y1, y2) =

{
1
2 , se 0 < y1+y2

2 < 1, 0 < y1−y2
2 < 1

0 , caso contrário

Exerćıcio 2.9

Y =

n∑
i=1

Xi , Xi⊥⊥ Xj , ∀i 6= j

(a)

Xi ∼ Exp(λ)

Comecemos por calcular a função geradora de momentos de Xi, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}.

MXi(t) = E
(
etXi

)
=

∫ +∞

−∞
etxfXi(x) dx =

∫ ∞
0

etxλe−λx dx = λ

∫ ∞
0

e(t−λ)x dx =

=
λ

t− λ

∫ ∞
0

(t− λ)e(t−λ)x dx =
λ

t− λ

[
e(t−λ)x

]x=∞

x=0
=

=
λ

t− λ

(
e(t−λ)∞ − 1

)
=
t<λ

λ

t− λ
(0− 1) =

λ

λ− t
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Calculemos agora a função geradora de momentos de Y .

MY (t) = E
(
etY
)

= E
(
et
∑n
i=1Xi

)
= E

(
e
∑n
i=1 tXi

)
=

= E

 n∏
i=1

etXi

 =
indep.

n∏
i=1

E
(
etXi

)
=

n∏
i=1

λ

λ− t
=

(
λ

λ− t

)n
(b)

Xi ∼ Gama(αi, λ)

Da aĺınea a), dado que a soma de n variáveis aleatórias de distribuição exponencial de parâmetro
λ é uma Gama(n, λ), supondo que αi são inteiros (ou recorrendo ao formulário), tiramos que

MXi(t) =

(
λ

λ− t

)αi
o que nos permite calcular a função geradora de momentos de Y .

MY (t) = E
(
etY
)

= E
(
et
∑n
i=1Xi

)
= E

(
e
∑n
i=1 tXi

)
=

= E

 n∏
i=1

etXi

 =
indep.

n∏
i=1

E
(
etXi

)
=

n∏
i=1

(
λ

λ− t

)αi
=

(
λ

λ− t

)∑n
i=1 αi

(c)

Xi ∼ N
(
µi, σ

2
i

)
Seja Zi = Xi−µi

σi
∼ N(0, 1). Então, Xi = µi+σiZi. Comecemos por calcular a função geradora

de momentos de Zi, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}.

MZi(t) = E
(
etZi

)
=

∫ +∞

−∞
etzfZi(z) dz =

∫ +∞

−∞
etz

1√
2π
e−

z2

2 dz =

=

∫ +∞

−∞
etz−

z2

2
1√
2π

dz = e
t2

2

∫ +∞

−∞

1√
2π
e−

1
2 (z2−2tz+t2) dz =

= e
t2

2

∫ +∞

−∞

1√
2π
e−

1
2 (z−t)2 dz = e

t2

2

∫ +∞

−∞
fN(t,1)(z) dz =

= e
t2

2 × 1 = e
t2

2

Calculemos agora a função geradora de momentos de Xi.

MXi(t) = E
(
etXi

)
= E

[
et(µi+σiZi)

]
= E

(
etµietσiZi

)
= etµiE

(
etσiZi

)
=

= etµiMZi(tσi) = etµie
(tσi)

2

2 = etµi+
(tσi)

2

2

Por fim, podemos obter a função geradora de momentos de Y .

MY (t) = E
(
etY
)

= E
(
et
∑n
i=1Xi

)
= E

(
e
∑n
i=1 tXi

)
=

= E

 n∏
i=1

etXi

 =
indep.

n∏
i=1

E
(
etXi

)
=

n∏
i=1

etµi+
(tσi)

2

2 =

= e

∑n
i=1

[
tµi+

(tσi)
2

2

]
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(d)

Xi ∼ Poi(λi)

Comecemos por calcular a função geradora de momentos de Xi, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}.

MXi(t) = E
(
etXi

)
=

∞∑
x=0

etxP (Xi = x) =

∞∑
x=0

etxe−λi
λxi
x!

= e−λi
∞∑
x=0

(etλi)
x

x!
=

= e−λie(etλi) = e(e
t−1)λi

Calculemos agora a função geradora de momentos de Y .

MY (t) = E
(
etY
)

= E
(
et
∑n
i=1Xi

)
= E

(
e
∑n
i=1 tXi

)
=

= E

 n∏
i=1

etXi

 =
indep.

n∏
i=1

E
(
etXi

)
=

n∏
i=1

e(e
t−1)λi = e(e

t−1)
∑n
i=1 λi

(e)

Xi ∼ Geom(p)

Comecemos por calcular a função geradora de momentos de Xi, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}.

MXi(t) = E
(
etXi

)
=

∞∑
x=1

etxP (Xi = x) =

∞∑
x=1

etx(1− p)x−1p =
p

1− p

∞∑
x=1

[
et(1− p)

]x
=

=
p

1− p
et(1− p)

1− (1− p)et
=

p et

1− (1− p)et
,

se et(1− p) < 1⇔ t < log
1

1− p
e p 6= 1

Calculemos agora a função geradora de momentos de Y .

MY (t) = E
(
etY
)

= E
(
et
∑n
i=1Xi

)
= E

(
e
∑n
i=1 tXi

)
=

= E

 n∏
i=1

etXi

 =
indep.

n∏
i=1

E
(
etXi

)
=

n∏
i=1

p et

1− (1− p)et
=

[
p et

1− (1− p)et

]n

Exerćıcio 2.10{
X1 =

√
−2 logU1 cos (2πU2)

X2 =
√
−2 logU1 sen (2πU2)

com U1, U2 ∼
i.i.d.

Unif(0, 1)

Para podermos aplicar o Teorema da Transformação, temos de encontrar funções g1 e g2

bijectivas tais que:{
x1 = g1(u1, u2) =

√
−2 log u1 cos (2πu2)

x2 = g2(u1, u2) =
√
−2 log u1 sen (2πu2)

⇔

⇔

{
u1 = g−1

1 (x1, x2)

u2 = g−1
2 (x1, x2)

⇔ g−1(x1, x2) = (u1, u2)
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Para tal, comecemos por calcular x2

x1
para explicitar u2 à custa de x1 e x2 apenas.

x2

x1
=
g2(u1, u2)

g1(u1, u2)
=

√
−2 log u1 sen (2πu2)√
−2 log u1 cos (2πu2)

=
sen (2πu2)

cos (2πu2)
=

= tg (2πu2)⇒ 2πu2 = arctg

(
x2

x1

)
⇔ u2 =

arctg
(
x2

x1

)
2π

Calculemos agora x2
1 + x2

2 para obter u1 em função de x1 e x2.

x2
1 + x2

2 = g2
1(u1, u2) + g2

2(u1, u2) = −2 log (u1)
[
sen2 (2πu2) + cos2 (2πu2)

]
=

= −2 log u1 ⇒ log u1 = −x
2
1 + x2

2

2
⇔ u1 = e−

x21+x22
2

Assim,

g−1(x1, x2) =

e− x21+x22
2 ,

arctg
(
x2

x1

)
2π



J(g−1
1 ,g−1

2 )(x1, x2) =

∣∣∣∣∣∣
∂g−1

1 (x1,x2)
∂x1

∂g−1
1 (x1,x2)
∂x2

∂g−1
2 (x1,x2)
∂x1

∂g−1
2 (x1,x2)
∂x2

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−x1 e

− x
2
1+x22
2 −x2 e

− x
2
1+x22
2

−(x2/x
2
1)

2π

[
1+
(
x2
x1

)2
] 1/x1

2π

[
1+
(
x2
x1

)2
]
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣−x1 e
− x

2
1+x22
2 −x2 e

− x
2
1+x22
2

− x2

2π(x2
1+x2

2)
x1

2π(x2
1+x2

2)

∣∣∣∣∣∣ =

=
−x2

1 e
− x

2
1+x22
2

2π(x2
1 + x2

2)
− x2

2 e
− x

2
1+x22
2

2π(x2
1 + x2

2)
=
−(x2

1 + x2
2)e−

x21+x22
2

2π(x2
1 + x2

2)
=

= −e
− x

2
1+x22
2

2π

Então, pelo Teorema da Transformação, a função densidade de probabilidade conjunta de X1

e X2 é dada por:

f(X1,X2)(x1, x2) = f(U1,U2)

[
g−1

1 (x1, x2), g−1
2 (x1, x2)

]∣∣∣Jg(x1,x2)

∣∣∣ =

= f(U1,U2)

e− x21+x22
2 ,

arctg
(
x2

x1

)
2π


∣∣∣∣∣∣−e

− x
2
1+x22
2

2π

∣∣∣∣∣∣
Como U1 e U2 são variáveis aleatórias independentes e identicamente distribúıdas, a sua função

densidade de probabilidade conjunta é dada por:

f(U1,U2)(u1, u2) =
indep.

fU1
(u1)fU2

(u2) =
i.d.

{
1 , se 0 < u1, u2 < 1

0 , caso contrário

Como e−
x21+x22

2 e arctg (x2/x1)
2π tomam valores no intervalo ]0, 1[, temos que:

f(X1,X2)(x1, x2) = 1.
e−

x21+x22
2

2π
=
e−

x21+x22
2

2π
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Assim, as funções densidade marginais de X1 e X2 são dadas por:

fX1
(x1) =

∫ +∞

−∞

e−
x21+x22

2

2π
dx2 =

e−
x21
2

√
2π

∫ +∞

−∞

e−
x22
2

√
2π

dx2 =
e−

x21
2

√
2π

∫ +∞

−∞
fN(0,1)(x2)dx2 =

=
e−

x21
2

√
2π

.1 =
e−

x21
2

√
2π

= fN(0,1)(x1)

fX2
(x2) =

∫ +∞

−∞

e−
x21+x22

2

2π
dx1 =

e−
x22
2

√
2π

∫ +∞

−∞

e−
x21
2

√
2π

dx1 =
e−

x22
2

√
2π

∫ +∞

−∞
fN(0,1)(x1)dx1 =

=
e−

x22
2

√
2π

.1 =
e−

x22
2

√
2π

= fN(0,1)(x2)

Logo, X1, X2 ∼ N(0, 1).

Sabemos que duas variáveis aleatórias são independentes se e só se o produto das funções
densidade de probabilidade marginais for igual à função densidade de probabilidade conjunta.

fX1(x1)fX2(x2) =
e−

x21
2

√
2π

e−
x22
2

√
2π

=
e−

x21+x22
2

2π
= f(X1,X2)(x1, x2)

Logo, X1 e X2 são variáveis aleatórias independentes e identicamente distribúıdas à N(0, 1).

É assim definida a transformação de Box-Müller, importante na geração de números pseudo-
aleatórios da distribuição exacta N(0, 1) a partir de números pseudo-aleatórios da distribuição
Unif(0, 1).

Exerćıcio 2.11

Xi ∼
i.i.d.

Exp(λ), i ∈ {1, . . . , n} , Y =

n∑
i=1

Xi

(a)

Pretendemos determinar a distribuição de Y , bem como o seu valor esperado e a sua variância.
Comecemos por determinar a função geradora de momentos de cada Xi.

MXi(t) = E
(
etXi

)
=

∫ ∞
0

et xiλe−λxi dxi = λ

∫ ∞
0

e−xi(λ−t) dxi =

= λ

[
−e
−xi(λ−t)

λ− t

]xi=∞
xi=0

=
λ

λ− t
, λ > t

Tendo já obtido a função geradora de momentos de cada Xi, podemos agora obter a mesma
de Y .

MY (t) = E
(
et Y

)
= E

(
et
∑n
i=1Xi

)
= E

(
e
∑n
i=1 tXi

)
=

= E

 n∏
i=1

etXi

 =
indep.

n∏
i=1

E
(
etXi

)
=
i.d.

[
E
(
etXi

)]n
=

(
λ

λ− t

)n
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Obtivemos a função geradora de uma distribuição Gama(n, λ), logo, como a função geradora
de momentos caracteriza univocamente a distribuição de uma variável aleatória, Y ∼ Gama(n, λ).

E(Y ) = M ′Y (0) =

[
n

(
λ

λ− t

)n−1
λ

(λ− t)2

]
t=0

=

[
nλn

(λ− t)n+1

]
t=0

=

= n

(
λ

λ

)n−1
λ

λ2
=
n

λ

é o valor esperado de Y .

E
(
Y 2
)

= M ′′Y (0) =

[
nλn(n+ 1)(λ− t)n

(λ− t)2n+2

]
t=0

=

[
nλn(n+ 1)

(λ− t)n+2

]
t=0

=

=
nλn(n+ 1)

λn+2
=
n (n+ 1)

λ2

V ar(Y ) = E
(
Y 2
)
− E2(Y ) =

n (n+ 1)

(λ)2
−
(
n

λ

)2

=

=
n2 + n− n2

λ2
=

n

λ2

é a variância de Y .
Alternativa mais rápida usando φ(t) = lnMY (t)
φ(t) = lnMY (t) = n lnλ− n ln(λ− t) tem-se φ′(t) = n

λ−t e φ′′(t) = n
(λ−t)2 ,

que avaliadas em t = 0 conduzem a, φ′(0) = n
λ = E(Y ) e φ′′(0) = n

λ2 = V ar(Y ).

(b)

Tomemos X ∼ Exp(λ) independente e identicamente distribúıda às restantes Xi.
Apliquemos o Método da Transformação Inversa.
X = F−1

X (U), com U ∼ Unif(0, 1)

x = F−1
X (u)⇔ u = FX(x)⇔ u = 1− e−λx ⇔ e−λx = 1− u⇔

⇔− λx = log (1− u)⇔ x = − log (1− u)

λ
mas como U ∼ Unif(0, 1), então (1− U) ∼ Unif(0, 1) logo

x = − log (u)

λ
com u pseudo-aleatório.

1. Gerar um número pseudo-aleatório de U : u
2. Obter um número de uma distribuição Exp(λ), aplicando a transformação

x = − log (u)

λ

(c)

Sejam ui n números pseudo-aleatórios da distribuição uniforme no intervalo (0,1).

xi = − log (ui)

λ
⇒

n∑
i=1

xi =

n∑
i=1

− log (ui)

λ
= − 1

λ
log

 n∏
i=1

ui


1. Gerar n números pseudo-aleatórios de U : ui, com i ∈ {1, . . . , n}
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2. Obter um número de uma distribuição Gama(n, λ), por cada n números ui, aplicando a
transformação

y = − 1

λ
log

 n∏
i=1

ui



Exerćıcio 2.12

Xi ∼
i.i.d.

N(0, 1)

(a)

Y =

n∑
i=1

Xi

Comecemos por obter a função geradora de momentos de X ∼ N(0, 1).

MX(t) = E
(
etX
)

=

∫ +∞

−∞
et x

1√
2π
e−

x2

2 dx =

=

∫ +∞

−∞

1√
2π
et x−

x2

2 dx =

∫ +∞

−∞

1√
2π
e−

1
2 (x2−2t x+t2)+ t2

2 dx =

= e
t2

2

∫ +∞

−∞

1√
2π
e−

1
2 (x−t)2 dx =

= e
t2

2

∫ +∞

−∞
fN(t,1)(x) dx = e

t2

2 × 1 =

= e
t2

2

Como a função geradora de momentos caracteriza univocamente a distribuição de uma variável
aleatória, podemos utilizá-la para encontrar a distribuição de Y .

MY (t) = E
(
etY
)

= E
(
et
∑n
i=1Xi

)
=

= E

 n∏
i=1

etXi

 =
i.i.d.

n∏
i=1

E
(
etX
)

=

[
E
(
etX
)]n

=

=

(
e
t2

2

)n
= e

n t2

2

Obtivemos a função geradora de momentos de Y ∼ N(0, n).

M ′Y (t) = n t e
n t2

2 ⇒ E(Y ) = M ′Y (0) = 0

M ′′Y (t) = n e
n t2

2 + (n t)2e
n t2

2 ⇒ V ar(Y ) = E(Y 2) + E2(Y ) = M ′′Y (0)− 0 = n.

Alternativa com φ(t) = lnMY (t) = nt2

2 , φ′(t) = nt, φ′′(t) = n

E(Y ) = φ′(0) = 0, V ar(Y ) = φ′′(0) = n

(b)

Consideremos as variáveis aleatórias Ui ∼
i.i.d.

U , com i ∈ {1, . . . , n} e U ∼ Unif(0, 1). Logo,

E(U) = 1
2 e V ar(U) = 1

12 .
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Tomemos Z =
∑n
i=1 Ui.

E(Z) = E

 n∑
i=1

Ui

 =

n∑
i=1

E(Ui) =
i.d.

nE(U) =
n

2

V ar(Z) = V ar

 n∑
i=1

Ui

 =
indep.

n∑
i=1

V ar(Ui) =
i.d.

nV ar(U) =
n

12

Como Z =
∑n
i=1 Ui, com Ui ∼

i.i.d.
U , E(Z) < +∞ e V ar(Z) < +∞, o Teorema do Limite

Central garante que, para n suficientemente grande,

Z − E(Z)√
V ar(Z)

=
Z − n

2√
n
12

a∼ N(0, 1), válido para n ≥ 12.

Desta forma, tomando n = 12, um algoritmo para simular valores aproximados de X é o
seguinte:

1. Gerar 12 valores de U ∼ Unif(0, 1), ui, i = 1, . . . , 12,
2. Aplicar a transformação para obter um valor x:

x =

∑12
i=1 ui −

12
2√

12
12

=

12∑
i=1

ui − 6

originário de uma distribuição aproximada à N(0, 1).

(c)

W = eX ⇔ X = logW

Consideremos a transformação bijectiva g : R → R+ dada por g(x) = ex. Então, a respectiva
inversa tem expressão geral g−1(x) = log x. Podemos aplicar o Teorema da Transformação.

fW (w) = fX

[
g−1(w)

]∣∣∣∣ ddwg−1(w)

∣∣∣∣ = fX(logw)

∣∣∣∣ 1

w

∣∣∣∣ =

=
1√
2π
e−

(logw)2

2
1

|w|
w>0
=

1√
2πw

e−
(logw)2

2 =

= fLN(0,1)(w)

Logo, W ∼ LN(0, 1). Podemos simular valores desta variável aleatória recorrendo ao seguinte
algoritmo:

1. Simular 1 valor de X ∼ N(0, 1): x1:
1.1. Gerar 2 valores de Ui ∼

i.i.d.
Unif(0, 1): u1, u2;

1.2. Aplicar a transformação de Box-Müller:

x =
√
−2 log u1 cos (2πu2) ou x =

√
−2 log u1 sen (2πu2)

2. Obter um valor de W ∼ LN(0, 1), calculando:

w = ex

Exerćıcio 2.13

f(X,Y )(x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

e
− 1

2(1−ρ2)

[(
x−µ1
σ1

)2
−2ρ

x−µ1
σ1

y−µ2
σ2

(
y−µ2
σ2

)2
]
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(a)

X ∼ N(µ1, σ
2
1) e Y ∼ N(µ2, σ

2
2)

fX(x) =

∫ +∞

−∞
f(X,Y )(x, y)dy =

=

∫ +∞

−∞

1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

e
− 1

2(1−ρ2)

[(
x−µ1
σ1

)2
−2ρ

x−µ1
σ1

y−µ2
σ2

+
(
y−µ2
σ2

)2
]
dy =

=

∫ +∞

−∞

1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

e
− 1

2(1−ρ2)

[(
y−µ2
σ2
−ρ x−µ1σ1

)2
+
(
x−µ1
σ1

)2
(1−ρ2)

]
dy =

=
e
− 1

2

(
x−µ1
σ1

)2

√
2πσ1

∫ +∞

−∞

1
√

2πσ2

√
1− ρ2

e
− 1

2(1−ρ2)

[
(y−µ2)σ1−ρσ2(x−µ1)

σ1σ2

]2
dy =

=
e
− 1

2

(
x−µ1
σ1

)2

√
2πσ1

∫ +∞

−∞

1
√

2πσ2

√
1− ρ2

e
− 1

2

[
y−µ2−ρ

σ2
σ1

(x−µ1)

σ2

√
1−ρ2

]2

dy =

=
e
− 1

2

(
x−µ1
σ1

)2

√
2πσ1

∫ +∞

−∞
f
N
(
µ2+ρ

σ2
σ1

(x−µ1),σ2
2(1−ρ2)

)(y)dy =

=
e
− 1

2

(
x−µ1
σ1

)2

√
2πσ1

.1 =
1√

2πσ1

e
− 1

2

(
x−µ1
σ1

)2

=

= fN(µ1,σ2
1)(x)

fY (y) =

∫ +∞

−∞
f(X,Y )(x, y)dx =

=

∫ +∞

−∞

1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

e
− 1

2(1−ρ2)

[(
x−µ1
σ1

)2
−2ρ

x−µ1
σ1

y−µ2
σ2

+
(
y−µ2
σ2

)2
]
dx =

=

∫ +∞

−∞

1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

e
− 1

2(1−ρ2)

[(
x−µ1
σ1
−ρ y−µ2σ2

)2
+
(
y−µ2
σ2

)2
(1−ρ2)

]
dx =

=
e
− 1

2

(
y−µ2
σ2

)2

√
2πσ2

∫ +∞

−∞

1
√

2πσ1

√
1− ρ2

e
− 1

2(1−ρ2)

[
(x−µ1)σ2−ρσ1(y−µ2)

σ1σ2

]2
dx =

=
e
− 1

2

(
y−µ2
σ2

)2

√
2πσ2

∫ +∞

−∞

1
√

2πσ1

√
1− ρ2

e
− 1

2

[
x−µ1−ρ

σ1
σ2

(y−µ2)

σ1

√
1−ρ2

]2

dx =

=
e
− 1

2

(
y−µ2
σ2

)2

√
2πσ2

∫ +∞

−∞
f
N
(
µ1+ρ

σ1
σ2

(y−µ2),σ2
1(1−ρ2)

)(x)dx =

=
e
− 1

2

(
y−µ2
σ2

)2

√
2πσ2

.1 =
1√

2πσ2

e
− 1

2

(
y−µ2
σ2

)2

=

= fN(µ2,σ2
2)(y)

Como a função densidade de probabilidade caracteriza univocamente a distribuição de uma
variável aleatória, X ∼ N(µ1, σ

2
1) e Y ∼ N(µ2, σ

2
2).

(b)

X⊥⊥ Y ⇔ ρ = 0
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(⇐) Suponhamos que ρ = 0.

f(X,Y )(x, y) =
1

2πσ1σ2
e
− 1

2

[(
x−µ1
σ1

)2
+
(
y−µ2
σ2

)2
]

=
1

2πσ1σ2
e
− 1

2

(
x−µ1
σ1

)2

e
− 1

2

(
y−µ2
σ2

)2

=

=
1√

2πσ1

e
− 1

2

(
x−µ1
σ1

)2 1√
2πσ2

e
− 1

2

(
y−µ2
σ2

)2
a)
= fX(x)fY (y)

Como a função densidade de probabilidade conjunta do par aleatório (X,Y ) é igual ao produto
das funções densidade de probabilidade marginais de X e Y , temos que X e Y são variáveis
aleatórias independentes se ρ = 0.

(⇒) Suponhamos que X⊥⊥ Y .

ρ =
cov(X,Y )√
V ar(X)V ar(Y )

cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ) =
indep.

E(X)E(Y )− E(X)E(Y ) = 0⇒ ρ = 0 para σ1, σ2 6= 0

Logo, quando X e Y são variáveis aleatórias independentes, o coeficiente de correlação é nulo.

A primeira implicação demonstrada é válida apenas para a distribuição normal, enquanto que
a segunda é geral e válida quaisquer que sejam as variáveis aleatórias X e Y independentes.

Exerćıcio 2.14

f(X,Y )(x, y) =
1

2πσXσY
√

1− ρ2
e
− 1

2(1−ρ2)

[(
x−µX
σX

)2
−2ρ

(
x−µX
σX

)(
y−µY
σY

)(
y−µY
σY

)2
]

µ =

[
5
10

]
, Σ =

[
1 σ12

σ21 25

]

ρ =
cov(X,Y )√
V ar(X)V ar(Y )

=
σ12√

25
=
σ12

5

Comecemos por identificar a distribuição de (Y |X = x). Sabemos do exerćıcio anterior que
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X ∼ N(µX , σ
2
X) e que Y ∼ N(µY , σ

2
Y ).

fY |X=x(y) =
f(X,Y )(x, y)

fX(x, y)
=

=

1

2πσXσY
√

1−ρ2
e
− 1

2(1−ρ2)

[(
x−µX
σX

)2
−2ρ

(
x−µX
σX

)(
y−µY
σY

)(
y−µY
σY

)2
]

1√
2πσX

e
− 1

2

(
x−µX
σX

)2 =

=
1

√
2πσY

√
1− ρ2

e
− 1

2(1−ρ2)

[(
x−µX
σX

)2
−2ρ

(
x−µX
σX

)(
y−µY
σY

)
+
(
y−µY
σY

)2
−(1−ρ2)

(
x−µX
σX

)2
]

=

=
1

√
2πσY

√
1− ρ2

e
− 1

2(1−ρ2)

[
ρ2
(
x−µX
σX

)2
−2ρ

(
x−µX
σX

)(
y−µY
σY

)
+
(
y−µY
σY

)2
]

=

=
1

√
2πσY

√
1− ρ2

e
− 1

2(1−ρ2)

[(
y−µY
σY

)
−ρ
(
x−µX
σX

)]2
=

=
1

√
2πσY

√
1− ρ2

e
− 1

2(1−ρ2)

[
y−µY −ρ

σY
σX

(x−µX )

σY

]2

=

=
1

√
2πσY

√
1− ρ2

e
− 1

2

 y−(µY +ρ
σY
σX

(x−µX )

)
σY

√
1−ρ2

2

=

= f
N
(
µY +ρ

σY
σX

x−µX
σX

,σ2
Y (1−ρ2)

)(y)

Logo, (Y |X = x) ∼ N
(
µY + ρ σYσX

x−µX
σX

, σ2
Y

(
1− ρ2

))
.

Neste caso, (Y |X = 5) ∼ N
(

10 + σ12

5

√
25
1

5−5
1 , 25

(
1− σ2

12

25

))
, ou seja,

(Y |X = 5) ∼ N
(

10, 25− σ2
12

)

P (4 < Y < 16|X = 5) = 0.954⇔ P (Y < 16|X = 5)− P (Y < 4|X = 5) = 0.954⇔

⇔P

(
Y − 10√
25− σ2

12

<
16− 10√
25− σ2

12

| X = 5

)
− P

(
Y − 10√
25− σ2

12

<
4− 10√
25− σ2

12

| X = 5

)
= 0.954⇔

⇔Φ

(
6√

25− σ2
12

)
− Φ

(
−6√

25− σ2
12

)
= 0.954⇔

⇔Φ

(
6√

25− σ2
12

)
− 1 + Φ

(
6√

25− σ2
12

)
= 0.954⇔

⇔2Φ

(
6√

25− σ2
12

)
− 1 = 0.954⇔ Φ

(
6√

25− σ2
12

)
= 0.977⇔

⇔ 6√
25− σ2

12

= Φ−1(0.977)⇔
√

25− σ2
12 =

6

Φ−1(0.977)
⇒

⇒25− σ2
12 =

(
6

Φ−1(0.977)

)2

⇔ σ12 = ±

[
25−

(
6

Φ−1(0.977)

)2
]
⇔

⇔σ12 ' ±

[
25−

(
6

1.9954

)2
]
⇔ σ12 ' ±3.9958
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Logo, ρ = ±3.9958
5 ' ±0.799.

Exerćıcio 2.15

Xi ∼
i.i.d

N(0, 1), i = 1, 2

Consideremos as seguintes transformações para aplicarmos o Teorema da Transformação:{
Y1 = 2X1 +X2

Y2 = X1 −X2

⇔

{
Y1 + Y2 = 3X1

Y1 − 2Y2 = 3X2

⇔

{
X1 = Y1+Y2

3

X2 = Y1−2Y2

3

⇔

⇔

{
g−1

1 (Y1, Y2) = Y1+Y2

3 , ∈ R
g−1

2 (Y1, Y2) = Y1−2Y2

3 , ∈ R

J(g−1
1 ,g−1

2 ) =

∣∣∣∣∣∣
∂g−1

1 (y1,y2)
∂y1

∂g−1
1 (y1,y2)
∂y2

∂g−1
2 (y1,y2)
∂y1

∂g−1
2 (y1,y2)
∂y2

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 13 1
3

1
3 − 2

3

∣∣∣∣∣ = −1

3

Então, pelo Teorema da Transformação, a função densidade de probabilidade conjunta de Y1

e Y2 é dada por:

f(Y1,Y2)(y1, y2) = f(X1,X2)

[
g−1

1 (y1, y2), g−1
2 (y1, y2)

]∣∣∣J(g−1
1 ,g−1

2 )

∣∣∣ = f(X1,X2)

(
y1 + y2

3
,
y1 − 2y2

3

)∣∣∣∣−1

3

∣∣∣∣ =

= fX1

(
y1 + y2

3

)
fX2

(
y1 − 2y2

3

)∣∣∣∣−1

3

∣∣∣∣ =
1

2π × 3
e
− 1

2

[
(
y1+y2

3 )2+(
y1−2y2

3 )2
]

f(Y1,Y2)(y1, y2) =
1

2π × 3
e−

1
2 (

2y21−2y1y2+5y22
9 ) =

1

2π × 3
e−

1
2 ∆2

.

Com E(Y1) = E(Y2) = 0 tem-se ∆2 = ytΣ−1y =
2y21−2y1y2+5y22

9 =⇒ Σ−1 =

[
2
9 − 1

9
− 1

9 − 5
9

]
, e

portanto Σ =

[
5 1
1 2

]
cujo determinante é 9. Assim, Y = (Y1, Y2) ∼ N2(0,Σ) com Σ =

[
5 1
1 2

]
.

Exerćıcio 2.16

X ∼ N2(0, σ2I), logo E(Xi) = 0 e V ar(Xi) = σ2, i = 1, 2, e cov(X1, X2) = 0 =⇒ X1 e X2 são
independentes.

∆2 = XtΣ−1X =
(
X1

σ

)2

+
(
X2

σ

)2

, onde Xi
σ ∼ N(0, 1) e

(
Xi
σ

)2

∼ χ2
(1), i = 1, 2. Assim, ∆2 é

a soma de dois qui-quadrados independentes, portanto ∆2 ∼ χ2
(2).

χ0.95(∆2) : P (∆2 ≤ χ0.95) = 0.95 =⇒ χ0.95(∆2) = 5.991.

Exerćıcio 2.17

X ∼ U(0, 1) e Y = 1−X, com RX = [0, 1] = RY .

Função de distribuição de Y :

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (1−X ≤ y) = P (−X ≤ y − 1) =

= P (X > 1− y) = 1− P (X ≤ 1− y) = 1− FX(1− y).

Como FX(x) = x para 0 ≤ x < 1, tem-se FY (y) = 1− (1− y) = y e portanto Y ∼ U(0, 1).
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cov(X,Y ) = cov (X, 1−X) = E
[
X(1−X)

]
− E(X)E(1−X) =

= E(X −X2)− E(X) + E2(X) = E(X)− E(X2)− E(X) + E2(X) =

= −V ar(X) = − 1

12
.

Exerćıcio 2.18

(a)

X ∼ Bin(n, p), n ∈ N, 0 < p < 1

Recordemos que o suporte de X ∼ Bin(n, p) é {0, 1, . . . , n} e o binómio de Newton:

(x+ y)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k

PX(s) = E
(
sX
)

=

∞∑
x=0

sxP (X = x) =

n∑
x=0

sx
(
n

x

)
px(1− p)n−x =

n∑
x=0

(
n

x

)
(p s)x(1− p)n−x =

= (p s+ 1− p)n = (1− p+ p s)n

E(X) = P ′X(1) =
d

ds

[
(1− p+ p s)n

]∣∣∣∣
s=1

=
[
n p(1− p+ p s)n−1

] ∣∣∣∣
s=1

=

= n p(1− p+ p)n−1 = n p

E(X2 −X) = E(X2)− E(X) = P ′′X(1) =
d2

ds2

[
(1− p+ p s)n

]∣∣∣∣
s=1

=

=
d

ds

[
n p(1− p+ p s)n−1

]∣∣∣∣
s=1

=
[
n(n− 1) p2(1− p+ p s)n−2

]∣∣∣∣
s=1

=

= n(n− 1) p2(1− p+ p s)n−2 = n(n− 1) p2

V ar(X) = E(X2)− E2(X) = E(X2)− E(X) + E(X)− E2(X) = n(n− 1) p2 + n p− (n p)2 =

= n p[(n− 1)p+ 1− n p] = n p[n p− p+ 1− n p] = n p(1− p)

(b)

X ∼ Poi(λ), λ > 0

PX(s) = E
(
sX
)

=

∞∑
x=0

sxP (X = x) =

∞∑
x=0

sxe−λ
λx

x!
=

∞∑
x=0

sxe−λ
λx

x!
=

= e−λ
∞∑
x=0

(sλ)x

x!
= e−λesλ = e(s−1)λ = e−λ(1−s)

E(X) = P ′X(1) =
d

ds

[
e−λ(1−s)

]∣∣∣∣
s=1

=
[
λ e−λ(1−s)

] ∣∣∣∣
s=1

= λ

E(X2 −X) = E(X2)− E(X) = P ′′X(1) =
d2

ds2

[
e−λ(1−s)

]∣∣∣∣
s=1

=

=
d

ds

(
λ e−λ(1−s)

)∣∣∣∣
s=1

=
[
λ2 e−λ(1−s)

]∣∣∣∣
s=1

= λ2

V ar(X) = E(X2)− E2(X) = E(X2)− E(X) + E(X)− E2(X) = λ2 + λ− λ2 = λ
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(c)

X ∼ Geom(p), 0 < p < 1

PX(s) = E
(
sX
)

=

∞∑
x=1

sxP (X = x) =

∞∑
x=1

sxp(1− p)x−1 =

= p

∞∑
x=1

sx
(1− p)x

1− p
=

p

1− p

∞∑
x=1

[s(1− p)]x =
p

1− p
s(1− p)

1− s(1− p)
=

=
p s

1− (1− p)s
, se

∣∣s(1− p)∣∣ < 1

E(X) = P ′X(1) =
d

ds

(
p s

1− (1− p)s

)∣∣∣∣
s=1

=
p[1− (1− p)s] + p s(1− p)

[1− (1− p)s]2

∣∣∣∣
s=1

=

=
p

[1− (1− p)s]2

∣∣∣∣
s=1

=
p

[1− (1− p)]2
=

p

p2
=

1

p

E(X2 −X) = E(X2)− E(X) = P ′′X(1) =
d2

ds2

(
p s

1− (1− p)s

)∣∣∣∣
s=1

=

=
d

ds

(
p

[1− (1− p)s]2

)∣∣∣∣
s=1

=
−2p[1− (1− p)s](p− 1)

[1− (1− p)s]4

∣∣∣∣
s=1

=

=
−2p[1− (1− p)](p− 1)

[1− (1− p)]4
=
−2p(p− 1)

[1− (1− p)]3
=

2p(1− p)
p3

V ar(X) = E(X2)− E2(X) = E(X2)− E(X) + E(X)− E2(X) =
2p(1− p)

p3
+

1

p
− 1

p2
=

=
2p(1− p) + p2 − p

p3
=

2p− 2p2 + p2 − p
p3

=
p− p2

p3
=

1− p
p2

Exerćıcio 2.19

Y =

n∑
i=1

Xi

A função geradora de probabilidades caracteriza univocamente a distribuição de uma variável
aleatória, logo se duas variáveis aleatórias tiverem a mesma função geradora de probabilidades é
porque são a mesma.

PX(s) = E
(
sX
)

PY (s) = E
(
sY
)

= E
(
s
∑n
i=1Xi

)
= E

 n∏
i=1

sXi

 =
i.i.d.

[
E
(
sX
)]n

(a)

Xi ∼
i.i.d.

Bin(n, p), n ∈ N, 0 < p < 1

PX(s) = E
(
sX
)

= (1− p+ p s)n

PY (s) = E
(
sY
)

=

[
E
(
sX
)]n

=
[
(1− p+ p s)n

]n
= (1− p+ p s)n

2
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Obtivemos a função geradora de probabilidades de uma variável aleatória com distribuição
binomial de parâmetros n2 e p, logo

Y ∼ Bin
(
n2, p

)
(b)

Xi ∼
i.i.d.

Poi(λ), λ > 0

PX(s) = E
(
sX
)

= e−λ(1−s)

PY (s) = E
(
sY
)

=

[
E
(
sX
)]n

=
[
e−λ(1−s)

]n
= e−nλ(1−s)

Obtivemos a função geradora de probabilidades de uma variável aleatória com distribuição
Poisson de parâmetro nλ, logo

Y ∼ Poi(nλ)

(c)

Xi ∼
i.i.d.

Geom(p), 0 < p < 1

PX(s) = E
(
sX
)

=
p s

1− (1− p)s

PY (s) = E
(
sY
)

=

[
E
(
sX
)]n

=

[
p s

1− (1− p)s

]n
Obtivemos a função geradora de probabilidades de uma variável aleatória com distribuição

binomial negativa de parâmetros n e p, logo

Y ∼ BinNeg(n, p)

Exerćıcio 2.20

Considere-se X− ‘v.a. número de frutos produzidos por uma árvore’ X ∼ Poi(λ)
Y−‘v.a. número de frutos atacados por a lavra’, onde p = P (‘ser atacado’)

(a)

(Y |X = n) é a v.a. que conta o número de sucessos em n provas de Bernoulli independentes com
probabilidade de sucesso contante e igual a p, logo (Y |X = n) ∼ Bin(n, p).

(b)

Função de probabilidade marginal de Y :

i) Sem usar funções geradoras

P (Y = y) =

+∞∑
x=y

P (X = x, Y = x) =

+∞∑
x=y

P (Y = y|X = x)P (X = x) =

=

+∞∑
x=y

x!

y!(x− y)!
py(1− p)x−y e

−λλx

x!
=
py

y!
e−λ

+∞∑
x=y

(1− p)x−yλx

(x− y)!
=

=
py

y!
e−λ

+∞∑
z=0

(1− p)zλz+y

z!
=
py

y!
e−λλy

+∞∑
z=0

((1− p)λ)z

z!
=

=
(pλ)y

y!
e−λe(1−p)λ =

(pλ)y

y!
e−λp,

que coincide com a função de probabilidade de uma variável aleatória Poisson com parâmetro
λp. Assim, Y ∼ Poi(λp).
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ii) Usando funções geradoras de probabilidades

Seja Wi−‘v.a. i−ésimo fruto é atacado’, onde Wi ∼ Ber(p) com Wi qWj , para i 6= j.

Y =
∑X
i=1Wi que é uma soma aleatória de Bernoulli’s independentes, cuja função geradora

de probabilidades (f.g.p.) é dada por:

PY (s) = PX(PW (s))

Aplicado as expressões das f.g.p.’s das distribuições Bernoulli e Poisson, onde PW (s) =
(1 − p) + sp e PX(s) = eλ(s−1), obtem-se PY (s) = e−λ(1−p+sp−1) = eλp(s−1) que coincide
com a f.g.p. de uma variável a aleatória Poisson com parâmetro λp. Assim, Y ∼ Poi(λp).

(c)

Para mostrar que Y q (X − Y ) vamos começar por construir a função de probabilidade conjunta
do par (Y,X − Y ).

P (X − Y = l, Y = k) = P (X = l + k, Y = k) = P (X = l + k)P (Y = k|X = l + k) =

=
e−λλl+k

(l + k)!

(
l + k

k

)
pk(1− p)l+k−k =

e−λλl+k

k! l!
pk(1− p)l =

=
e−λ(λp)k(λ(1− p))l

k! l!
=
e−λ(1−p)(λ(1− p))l

l!

e−λp(λp)k

k!
,

onde e−λp(λp)k

k! = P (Y = k), porque como se demonstrou na aĺınea anterior Y ∼ Poi(λp). Tem-se
assim que o primeiro termo deste produto tem que ser igual à P (X − Y = l).

Como P (X − Y = l, Y = k) = P (X − Y = l)P (Y = k) então Y q (X − Y ).

(d)

Seja Z ∼ Poi(α) e W ∼ Poi(β), com ZqW. Note-se que a variável aleatória Z+W ∼ Poi(α+(β)
uma vez que é a soma de duas variáveis aleatórias Poisson’s independentes. A distribuição de
Z ∼ Poi(α) condicional a Z + W = n pode facilmente ser obtida com base nos resultados das
aĺıneas anteriores onde se verificou-se que:

Se X ∼ Poi(λ) e Y ∼ Poi(λp) então (Y |X = n) ∼ Bin(n, λpλ = p).
Resulta assim que Z|(Z +W = n) ∼ Bin(n, α

α+β ).

Exerćıcio 2.21

X ∼ BinNeg
(

5,
1

4

)
Seja W uma variável aleatória com distribuição BinNeg(r, p). Então, W conta o número de

provas (de Bernoulli independentes com probabilidade de sucesso constante) realizadas até se obter
r sucessos.

FW (n) = P (W ≤ n) = P (“no de tentativas para obter r sucessos ser no máximo n”) =

= P (“em n tentativas haver pelo menos r sucessos”) =

= P (Y ≥ r) = 1− P (Y ≤ r − 1) = 1− FY (r − 1)

com Y ∼ Bin(n, p).
Logo,

FBinNeg(r,p)(n) = 1− FBin(n,p)(r − 1)

P (X = 12) = P (X ≤ 12)− P (X ≤ 11) = FBinNeg(5, 14 )(12)− FBinNeg(5, 14 )(11)
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Sejam Y1 ∼ Bin
(
12, 1

4

)
e Y2 ∼ Bin

(
11, 1

4

)
P (X ≤ 12) = FBinNeg(5, 14 )(12) = 1− FBin(12, 14 )(4) = 1− 0.8424

P (X ≤ 11) = FBinNeg(5, 14 )(11) = 1− FBin(11, 14 )(4) = 1− 0.8854

Logo,

P (X = 12) = P (X ≤ 12)− P (X ≤ 11) = 1− 0.8424− 1 + 0.8854 = 0.043

é a probabilidade pedida.

Alternativa mais rápida:

P (X = 12) = P (Y2 = 4) 1
4 = (FY (4) − FY (3)) 1

4 = (0.8854 − 0.7133) 1
4 = 0.043025, com

Y2 ∼ Bin(11, 1
4 ).

Exerćıcio 2.22

Seja X a variável aleatória que conta o número de pessoas observadas até serem encontradas 30
com a doença. Como cada pessoa observada é uma prova de Bernoulli independente das restantes,
com probabilidade de sucesso (ter a doença) constante p = 0.005, temos que

X ∼ BinNeg(30, 0.005)

Portanto, a função de probabilidade do número de pessoas que é necessário observar até se
encontrar 30 doentes para realizar o ensaio é

fX(x) = P (X = x) =

(
x− 1

30− 1

)
0.00530(1− 0.005)x−30 =

(
x− 1

29

)
0.005300.995x−30

e o valor esperado é

E(X) =
30

0.005
= 6000 .

Exerćıcio 2.23

Seja X a variável aleatória que conta o número de pacotes cheios até surgir o 3ocom defeito.
Como cada saco é uma prova de Bernoulli independente dos restantes com probabilidade de sucesso
(ter defeito) constante p = 0.2, temos que

X ∼ BinNeg(3, 0.2)

e, recorrendo ao resultado do exerćıcio 2.15., obtemos

P (X < 7) = P (X ≤ 6) = FBinNeg(3,0.2)(6) = 1− FBin(6,0.2)(3− 1) = 1− 0.9011 = 0.0989

que é a probabilidade pedida.
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Exerćıcio 2.24

Λ ∼ Gama(n, α), n ∈ N

(X|Λ) ∼ Poi(λ)

Queremos mostrar que X tem uma distribuição binomial negativa*.
Uma variável aleatória que conta o número de insucessos até obter r sucessos diz-se ter distri-

buição BinNeg ∗ (r, p), onde p é a probabilidade de sucesso.

fBinNeg∗(r,p)(k) =

(
k + r − 1)

r − 1

)
pr(1− p)k

Procuramos a função de probabilidade marginal da variável aleatória X.

P (X = x) =

∫ ∞
0

P (X = x|Λ = λ)fΛ(λ)dλ =

∫ ∞
0

fPoi(λ)(x)fΛ(λ)dλ =

=

∫ ∞
0

e−λλx

x!
αe−αλ

(αλ)n−1

Γ(n)
dλ =

=
αn

x!(n− 1)!

∫ ∞
0

λx+n−1e−λ(α+1)dλ =

=
αnΓ(x+ n)

x!(n− 1)!(α+ 1)x+n

∫ ∞
0

λx+n−1(α+ 1)x+ne−λ(1+α)

Γ(x+ n)
dλ =

=
αnΓ(x+ n)

x!(n− 1)!(α+ 1)x+n

∫ ∞
0

fGama(x+n,α+1)(λ)dλ =

=

(
x+ n− 1

n− 1

)
(

α

α+ 1
)n
(

1

α+ 1

)x
=

(
x+ n− 1

n− 1

)(
α

α+ 1

)n(
1− α

α+ 1

)x
=

= fBinNeg∗(n, α
α+1 )(x)

Logo, X ∼ BinNeg∗
(
n, α

α+1

)
Exerćıcio 2.25

(a)

A experiência é repetida n vezes de forma independente, existem r possibilidades de resul-
tados em cada realização e cada variável aleatória Xi conta o número de vezes que se obtém a
possibilidade i nas n realizações da experiência, 0 < pi < 1 e

∑r
i=1 pi = 1, com i ∈ {1, . . . , r},

então
X = (X1, . . . , Xr) ∼Multinomial(n, p1, . . . , pr)

Assim, definindo ni como o número de possibilidades i obtidas, temos que
∑r
i=1 ni = n. Logo, a

função massa de probabilidade de X é dada por

P [X = (n1, . . . , nr)] =

{
n!

n1!...nr!p
n1
1 . . . pnrr , se ni ∈ {0, 1, . . . , n} ,

∑r
i=1 ni = n

0 , caso contrário

(b)

Como X = (X1, . . . , Xr−1, Xr) ∼ Multinomial(n, p1, . . . , pr−1, pr), então pr = 1 −
∑r−1
i=1 pi.

Então, para r = 2, temos

(X1, X2) ∼Multinomial(n, p1, 1− p1)
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onde p1 é a probabilidade de obter a possibilidade 1 numa realização da experiência.

fMultinomial(n,p1,1−p1)(n1, n− n1) = P [(X1, X2) = (n1, n− n1)] =

=

{
n!

n1!(n−n1)!p
n1
1 (1− p1)n−n1 , se n1 ∈ {0, 1, 2}

0 , caso contrário

=

{(
n
n1

)
pn1

1 (1− p1)n−n1 , se n1 ∈ {0, 1, 2}
0 , caso contrário

= fBin(n,p1)(n1)

(c)

Comecemos por determinar a distribuição de cada Xi. Sem perda de generalidade, suponhamos
que i = 1.

fX1
(n1) = P (X1 = n1) =

=

n−n1∑
n2=0

n−n1−n2∑
n3=0

· · ·
n−···−nk−3∑

nk−2=0

n−···−nk−2∑
nk−1=0

( n

n1

)(n− n1

n2

)
. . .
(n− n1 − · · · − nk−2

nk−1

)
pn1
1 pn2

2 . . . p
nk−1

k−1 p
n−n1−···−nk−1

k =

=

n−n1∑
n2=0

n−n1−n2∑
n3=0

· · ·
n−···−nk−3∑

nk−2=0

( n

n1

)(n− n1

n2

)
. . .
(n− n1 − · · · − nk−3

nk−2

)
pn1
1 pn2

2 . . . p
nk−2

k−2 (1 − p1 − · · · − pk−2)n−n1−···−nk−2 =

=
( n

n1

)
pn1
1

n−n1∑
n2=0

n−n1−n2∑
n3=0

· · ·
n−···−nk−4∑

nk−3=0

(n− n1

n2

)
. . .
(n− n1 − · · · − nk−4

nk−3

)
pn2
2 . . . p

nk−3

k−3 (1 − p1 − · · · − pk−3)n−n1−···−nk−3 =

= · · · =
( n

n1

)
pn1
1 (1 − p1)n−n1 =

= fBin(n,p1)(n1)

Assim, temos que:
Xi ∼ Bin(n, pi) , ∀i ∈ {1, 2, . . . , k}

e
E(Xi) = npi e V ar(Xi) = npi(1− pi) , ∀i ∈ {1, . . . , k}

(d)

Pela aĺınea anterior, temos que Xi ∼ Bin(n, pi) e Xj ∼ Bin(n, pj), ∀i, j ∈ {1, . . . , k}. Consi-
deremos as variáveis aleatórias seguintes:

Ziα =

{
1 , se na α-ésima realização da experiência sair o resultado i

0 , caso contrário

Zjβ =

{
1 , se na β-ésima realização da experiência sair o resultado j

0 , caso contrário

Assim, Ziα e Zjβ têm distribuição Bernoulli de parâmetros pi e pj , respectivamente. Logo,
Xi =

∑n
α=1 Ziα e Xj =

∑n
β=1 Zjβ .

cov(Xi, Xj) = cov

 n∑
α=1

Ziα,

n∑
β=1

Zjβ

 =

=

n∑
α=1

n∑
β=1

cov(Ziα, Zjβ)

Como as realizações das experiências são independentes, cov(Ziα, Zjβ) = 0 para α 6= β.
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Para α = β,

cov(Ziα, Zjβ) = cov(Ziα, Zjα) =

= E(ZiαZjα)− E(Ziα)E(Zjα) = 0− pipj = −pipj

pois se se obtiver o resultado i, não se pode obter o resultado j na mesma realização da experiência,
logo ZiαZjα = 0.

Logo,

cov(Xi, Xj) =

n∑
α=1

−pipj = −npipj

(e)

Xi e Xj não são variáveis aleatórias independentes para i 6= j pois cov(Xi, Xj) 6= 0.

Exerćıcio 2.26

(a)

Como a experiência tem 3 resultados posśıveis e cada resultado ocorre com probabilidades
que, somadas, dão 1 e são feitas 20 repetições independentes, temos que X = (X1, X2, X3) ∼
Multinomial(20, 0.01, 0.04, 0.95).

Assim, pelo exerćıcio 2.25, temos que:

X1 ∼ Bin(20, 0.01)⇒ E(X1) = 20× 0.01 = 0.2 e V ar(X1) = 20× 0.01× (1− 0.01) = 0.198

X2 ∼ Bin(20, 0.04)⇒ E(X2) = 20× 0.04 = 0.8 e V ar(X2) = 20× 0.04× (1− 0.04) = 0.768

X1 ∼ Bin(20, 0.95)⇒ E(X3) = 20× 0.95 = 19 e V ar(X3) = 20× 0.95× (1− 0.95) = 0.95

cov(X1, X2) = cov(X2, X1) = −20× 0.01× 0.04 = −0.008

cov(X1, X3) = cov(X3, X1) = −20× 0.01× 0.95 = −0.19

cov(X2, X3) = cov(X3, X2) = −20× 0.04× 0.95 = −0.76

Então, o valor esperado e a matriz de co-variâncias do vector aleatório X = (X1, X2, X3) são,
respectivamente

E(X) =

0.2
0.8
19

 e Σ =

 0.198 -0.008 -0.19
-0.008 0.768 -0.76
-0.19 -0.76 0.95


(b)

Para um vector aleatório X = (Xi, Xj , Xl), temos que

(Xi|Xj = nj) ∼ Bin

(
n− nj ,

pi
1− pj

)

Assim, para X = (X1, X2, X3) ∼Multinomial(20, 0.01, 0.04, 0.95) temos

(X3|X2 = 0) ∼ Bin
(

20− 0,
0.95

1− 0.04

)
P (X1 = 2) = fBin(20,0.01)(2) ' 0.0159

P (X1 = 0, X2 = 1, X3 = 19) = P [(X1, X2, X3) = (0, 1, 19)] =
20!

0!1!19!
0.0100.0410.9519 = 0.3019

P (X3 = 18|X2 = 0) = fBin(20, 0.950.96 )(18) ' 0.0171
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(c)

Como (X1, X2, X3) ∼Multinomial(20, 0.01, 0.04, 0.95), X1 ∼ Bin(20, 0.01), (X2|X1 = n1) ∼
Bin

(
20− n1,

0.04
1−0.01

)
e
∑3
i=1 ni = n.

1. Simular 1 valor de X1 ∼ Bin(20, 0.01): x1:

1.1. Gerar 20 valores de Ui ∼
i.i.d.

Unif(0, 1): u1,. . . ,u20;

1.2. Para cada i ∈ {1, . . . , 20}, atribuir

yi =

{
0 , se ui > 0.01

1 , se ui ≤ 0.01

1.3. Calcular

x1 =

20∑
i=1

yi

2. Simular 1 valor de (X2|X1 = x1) ∼ Bin
(
20− x1,

4
99

)
: x2:

2.1. Gerar 20− x1 valores de Uj ∼
i.i.d.

Unif(0, 1): v1,. . . ,v20−x1
;

2.2. Para cada j ∈ {1, . . . , 20− x1}, atribuir

zj =

{
0 , se vj >

4
99

1 , se ui ≤ 4
99

2.3. Calcular

x2 =

20−x1∑
j=1

zj

3. Calcular x3 = 20− x1 − x2

4. Construir o vector x = (x1, x2, x3).

Exerćıcio 2.27

Matéria 2oTESTE

Apliquemos o método de aceitação-rejeição. Consideremos a variável aleatória Y ∼ Unif {1, 2, 3, 4}.

P (Y = y) =

{
1
4 , se y ∈ {1, 2, 3, 4}
0 , caso contrário

y =


1 , se 0 ≤ u < 1

4

2 , se 1
4 ≤ u <

1
2

3 , se 1
2 ≤ u <

3
4

4 , se 3
4 ≤ u < 1

⇔ y =


1 , se 0 ≤ 4u < 1

2 , se 1 ≤ 4u < 2

3 , se 2 ≤ 4u < 3

4 , se 3 ≤ 4u < 4

⇔ y = b4uc+ 1

c = max
P (X = y)

P (Y = y)
= max

P (X = y)

1/4
= 4× 0.35 = 1.4

1. Gerar um número pseudo-aleatório de U ∼ Unif(0, 1): u1.

2. Atribuir y = b4uc+ 1.

3. Gerar outro número pseudo-aleatório de U ∼ Unif(0, 1): u2.

4. Se u2 ≤ P (X=y)
1.4P (Y=y) , então atribuir x = y, valor de X. Caso contrário, voltar ao passo 1.
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Exerćıcio 2.28

(a)

Comecemos por mostrar que X =
∑r
i=1 Yi ∼ BinNeg(r, p) com Yi ∼

i.i.d.
Geom(p).

PX(s) = E
(
sX
)

= E
(
s
∑r
i=1 Yi

)
=

= E

 r∏
i=1

Yi

 =
indep.

r∏
i=1

E
(
sYi
)

=
i.d.

[
E
(
sY
)]r

=

= [PY (s)]r =
form.

=

[
p s

1− (1− p)s

]r
Obtivemos a expressão a função geradora de probabilidades de uma variável aleatória com

distribuição Binomial Negativa com parâmetros r e p.

Procuremos agora simular valores de Y ∼ Geom(p).

P (Y = k) = p(1− p)k−1 , k ∈ {1, 2, . . . }

FY (k) = P (Y ≤ k) =

k∑
i=1

P (Y = i) =

k∑
i=1

p(1− p)i−1 =

= p

k∑
i=1

(1− p)i−1 =
p[1− (1− p)k]

1− (1− p)
= 1− (1− p)k

Assim, tomando U ∼ Unif(0, 1),

Y = k se FY (k − 1) ≤ U < FY (k)⇔ 1− (1− p)k−1 ≤ U < 1− (1− p)k ⇔
⇔(1− p)k < 1− U ≤ (1− p)k−1

Mas (1− U) ∼ Unif(0, 1), logo Y = k se (1− p)k < U ≤ (1− p)k−1.

Y = min
{
i : U > (1− p)i

}
= min

{
i : logU > i log (1− p)

}
=

= min

{
i :

logU

log (1− p)
< i

}
=

⌊
logU

log (1− p)

⌋
+ 1

Podemos então construir o seguinte algoritmo para gerar números pseudo-aleatórios de X ∼
BinNeg(r, p).

1. Gerar r valores de Ui ∼
i.i.d.

Unif(0, 1): u1,. . . ,ur;

2. Para cada i ∈ {1, . . . , r}, gerar valores de Yi ∼
i.i.d.

Geom(p), atribuindo

yi =

⌊
log ui

log (1− p)

⌋
+ 1

3. Calcular

x =

r∑
i=1

yi
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(b)

P (X = j) =

(
j − 1

r − 1

)
pr(1− p)j−r , j ∈ {r, r + 1, . . . }

P (X = j) =
(j − 1)!

(r − 1)![(j − 1)− (r − 1)]!
pr(1− p)j−r =

(j − 1)!

(r − 1)!(j − r)!
pr(1− p)j−r

P (X = j + 1) =
j!

(r − 1)!(j + 1− r)!
pr(1− p)j+1−r =

j(1− p)
j + 1− r

(j − 1)!

(r − 1)!(j − r)!
pr(1− p)j−r =

=
j(1− p)
j + 1− r

P (X = j)

Então, com U ∼ Unif(0, 1),

X =


r, 0 ≤ U < FX(r)

r + 1, FX(r) ≤ U < FX(r + 1) = FX(r) + P (X = r + 1)

r + 2, FX(r + 1) ≤ U < FX(r + 2) = FX(r + 1) + P (X = r + 2)
...

Podemos então construir o seguinte algoritmo para gerar recursivamente números pseudo-
aleatórios de X ∼ BinNeg(r, p).

1. Gerar um valor de U ∼ Unif(0, 1): u;
2. Inicializar as variáveis:

i← r

q ← pr

F ← q

3. Se u < F ,
3.1 então x = i.
3.2 Caso contrário, atribuir

q ← i(1− p)
i+ 1− r

q

F ← F + q

i← i+ 1

e regressar ao passo 3.
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