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Capitulo 1

Fiabilidade e Analise de
Sobrevivéncia

Exercicio 1.1

'l)=1leT(a+1)=al(x)

Qi) = / tle ! dt = 7/ —etdt=—[e7t], 0 =—(0-1)=1
0 0

NNa+1)=
oo o0 (= o0
:/ tott et gt = / et dt = [~t%e "] " +/ at* et dt =
0 0 0

° 1 1
= lim (—t%") -0+« / t*le7t dt = — lim — tal(a) = —— +al(a) = -0+ al'(a) =
Jo

t—o0 t—o0 £ o0
t(l

=al'(a)
Q.E.D.
(b)
I'n)=(m-1)!, VneN

Demonstracao por Indugao em n
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CAPITULO 1. FIABILIDADE E ANALISE DE SOBREVIVENCIA

CPE
Base:
r)21=o0=(1-1)
Passo de Indugao:
Hipédtese: T'(n) = (n — 1)! , para algum n € N .
A provar: I'(n +1) =n! , para o mesmon € N .
T(n+1) 2nl(n) "2 nin — 1)1 Y
Logo, I'(n) = (n—1)!, Yn e N.
Q.E.D.
(c)
1
()
2
1 o0 [e’e) —t
r () :/ tret dt:/ C_ at
2 0 o Vit
Seja u = V/t. Entéo, t = u? ¢ — = 2u.
du
oo —t 0o —u? [e%s} e} 7(u—0)2
/ e—dt:/ ¢ 2udu:/ 26_“2du:/ VT 2e **% du=
o Vit 0 u 0 0 27-(-%
oo 1 _(u701)2 )
:Zﬁ/ e 2z du= Zﬁ/ fN(o l)(u) du =
0 Qﬂ—% 0 2
1 1
Q.E.D.
Exercicio 1.2
(et
fGama(a,)\) (t) = )Xe F(Oé)
(a)
o] ele] B (At)a_l [ee] iV ta+7’—1
ETT:/ " f tdt:/ t" e M dt:/ A¥e A dt =
=) o d= ) 7y F(a)
Na+r) - Na+r)
N T(a)

T(a+r) [ _y\, (Ap)atr—t Ma+7r) [
:7(r ) / Ae /\t( ) = (r ) / fGama(a+r,>\) (t) dt = r :
AT(a) Jo D(a+r) AT(a) Jo AT ()
pois o suporte da distribuicio Gama é RT, logo a funcdo densidade de probabilidade integrada

nesse intervalo é igual a 1.

(b)
E(T) =< eVar(T) = %

A
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CAPITULO 1. FIABILIDADE E ANALISE DE SOBREVIVENCIA CPE

ﬂﬂEGUMT%aymigg 3

Var(T) = B(@T?) - B3 (1) 2 22 (a)2 (@t Dla+1) o’ 1 (a+Dal(a) o

AT(a)  \A NT(a) X2 T a(a) A
(Oé—‘rl)a—aQ a’?+a—a? «
Q.E.D.
(c)
n 1
X ~ Exp(A\) & X ~ Gama(l,\) e Z ~ X(zn) < 7 ~ Gama <2, 2)
foo (2) = 2B e
)= 5 )

A funcao densidade de probabilidade caracteriza univocamente a distribuicao de uma variavel
aleatdria, logo, se duas varidveis aleatdrias tiverem a mesma funcao densidade, entao sao iguais.

e )N o
fGama(l,)\)(I) = Ae ’ (F)(l) = A ’ I = Ae * :fEIp(/\)(x)

Logo, X ~ Exp(A) & X ~ Gama(1,\)

(SR

1 _.(2)ED 1 n
Feuma(s5)®) = 3¢ L@y = 280 (3)

n
2

e
|
N
N

-1 —2 _
e 2 _fxﬁn)(z)

e

)
Logo, Z ~ X}, < Z ~ Gama (3, 3)
Q.E.D.

Exercicio 1.3

X ~ Gama(n,\) =T =2X\X ~ X%Qn)

Tal como a funcao densidade de probabilidade, a funcéo de distribuicao também caracteriza
univocamente a distribuigao da varidvel aleatéria, isto é, se duas variaveis aleatorias tiverem a
mesma fungao de distribuigao é porque sao a mesma.

Fx(z) = P(X <z)=P(2AX <2\zx) = P(T < 2X\z) = Fpr(2)\z)
d

Fx(.’L‘) = FT(Q)\LIJ) = %Fx(l‘) = %FT(Q/\JJ) =4 fx(l‘) = QAfT(Q)\JJ)

Pela alinea ¢) do exercicio 1.2., devidamente instanciada, temos que T ~ x%%) se e s6 se
T ~ Gama (n, %)

fX (37) = fGama(n,)\) (37) = )\e_”\xi

= 2>‘f><?2n) (2A\z) = 2\ fr(2Ax)

Logo, Fx(z) = Fr(2\z) e X ~ Gama(n,\) & T = 20X ~ x{,,)-
Q.E.D.
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CPE CAPITULO 1. FIABILIDADE E ANALISE DE SOBREVIVENCIA

Exercicio 1.4

T ~ Gama(20,2)

(a)

Pelo exercicio 1.3., como T' ~ Gama(20,2), entao 2 x 2T = 4T ~ X%40)'

Rp(5)=P(T' >5)=1-P(I' <5)=1-PAT <20) =1~ Fz_(20)

0)

0.001 < Fyz (20) < 0.005 < 0.995 < 1~ Fyz (20) < 0.999 ¢ Ry (5) €]0.995,0.999]

0) 0)

(b)
5
Hr(5) = [ hr(t)dt =~ log Rr(3)
0
0.995 < Ry (5) < 0.999 < 0.001 < — log Ry(5) < 0.005 < Hy(5) €]0.001,0.005]

(c)

E(T) 2

I
|
I
~
(en]

a
A 2
1.2. «&
V(IT(T):F—?—LL—

Exercicio 1.5

fW(a)\)(x) = al\® iCa_l 6_(/\$)a
T ~ W(2,4.5)
(a)
t . ¢ .
RT(t) =1- FT(t) =1 _/ 2 % 4.52x2_16_(4"ﬂ) dr =1 +/ —9 % 4.521& e—(4.5:v) dr —
0 0
14 {e—(4.5x)2r:t 14 [(3—(44515)2 _ 1} _ o(a50)?
x=0
Ry (0.5) = e~ (+5x05% ~ 0.00633
(b)
X ~W( A);»E(X)—lr l+1 1% (X)—i r z+1 r? l+1
Q, =3 o e Var =z " -
E(X) = / v fx(@)de = / ra Xzt 00 gy = / a(Az) e )" dy
0 0 0
; e 5 u\w x w a1 wa ! wa !
Seja u = (Az)*. Entio, x = () e § = 1 (5%) 35 = o 5w = Yax

E(XQ):/ 2? fx(z) dl“:/ $2@/\axa7167(m)ada¢:/ a(\x)*ze” A" dy
0 0 0
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CAPITULO 1. FIABILIDADE E ANALISE DE SOBREVIVENCIA CPE

Utilizando novamente a mudanga de variavel anterior...

- uw 7u“éil 1 [ L (241)— 1 2
Bect) = [Taut et dum g [T s g (241

Assim,

Var(X) = E(X?) - B*(X) = %r <2 + 1) - [lr <1 + 1)

Il
X
[\v)
| —— |
=
~
SEEN
_|_
—_
~
|
—
[\v]
PR
Q|
+
—
~
| FS——

A A «
Q.E.D.
(c)
1 (1 2 2 /1 1
2 e (i) 22 (322 (N (i)
15 \2 9 \2) 9\2 2 9
x1(T) t=x1 (T)
X1 (T) : Fr (x;(T)) — 05 / P ok 4R te (T 05 & - [e_(4'5t)2} B o5 e
2 2 0 t=0
—(45x1 (T))? _ 2 _[log(2)
e I g5 4 - (4.5X%(T)) = log(0.5) & x; (1) = |/ =75
(d)
fr(t) o) 2 x 4.521271e=(45D% 40 5 ¢=(450)°
hr(t) = Re(t) e~ (451)? T e 405t

Assim, hp é uma funcgao afim de declive positivo, logo é crescente (I.H.R).

Exercicio 1.6

T ~ Rayleigh (02>

(a)

by u? ooy u? L2 10
RT(t)zl—/ —e 207 du=1—|—/ ———e 27 du=1+ {e_ﬁ} =
0 0 20

g

t2 2
=1+ (e 202 — 1) —e 202
Rr(2) = 0.99 & ¢ 5% = 0.99 4 ¢~ 57 = 0.99 & —— — log(0.99) < 2__
= U. e 20° — U. e 20° = U. —F =10 . g = T A AN
T o2z 08 log(0.99)

S0~ 141
Logo, T' ~ Rayleigh(14.1).

AT ¢ 1 2 91 _<Lu)2
FT(t):/O ¢ 202 du:/o 2(20) u e \Vzo du:FW(Q’ﬁ)(t)

Entao, T ~ Rayleigh (02) ST ~W (2, ﬁ)

Como o ~ 14.1, entéo ﬁ ~0.05eT ~W(2,0.05).
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CPE CAPITULO 1. FIABILIDADE E ANALISE DE SOBREVIVENCIA

(b)

Como T ~ W(2,0.05), podemos usar o resultado do exercicio anterior.

1 1 1 1

Ju—

10v/7

(c)

fr(t) a) aae 27 13

- RT(t) 2 g2

e 202

Como % > 0, hp é uma funcao afim de declive positivo, logo é I.H.R.
Neste caso, hr(t) = izt ~ 0.005¢.

Exercicio 1.7
X ~W(a,A) =T =X~ Exp (A7)
Fx(z)=P(X <z2)=P(X*<z% =P(T <z% = Fr(z*) , para a > 1.
Fx(z) = Fr(z*) & %Fx(x) = %FT (z*) & fx(z) = a 2 fr (%)
fx(x) =are g2 e O = g got ()\a e*AQI(N) = a2 fripoe) (%) = az® ! fr (a%)
Logo, Fx(x) =Fr(z®) e X ~W(a,\) & T = X* ~ Exzp(\*), com a > 1.
Q.E.D

Exercicio 1.8

X~W(3,2)eT=X?

Para uma varidvel aleatoria qualquer de distribui¢ao exponencial com parametro A, a respectiva
funcao de fiabilidade é dada por:

Rpapon () = 1= Fpapo(H) = 1+ /Ot e Mdu =1+ {e‘*“} :Z =lt+eM-1=eM
Como X ~ W (3,2), temos, por 1.7., que T = X3 ~ Exp (23).
Rp(2) = e™8%2 = ¢~ 16
Exercicio 1.9
XNN(M,O'2> eT =eX
Fx(r)=P(X <1z)=P (eX < ew) P(T < ¢%) = Fr (%)
Fx(z) = Fr(e*) & %Fx(x) %FT (e") & fx(z) =e" fr(e”)

ele) = — e e [ Lt L (e") =" fr (")
xTr) = (& 20 =€ —F— € 20 =€ o2) (€ =€ e
X V2roe® LR (u.o®) T
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CAPITULO 1. FIABILIDADE E ANALISE DE SOBREVIVENCIA CPE

Logo, T' = eX ~ LN (p,0?). Mais ainda, temos que a fungao de fiabilidade de T é dada por:

plloe@) —pn _log(t) —p

Rr(t)=1-P(T <t)=1—P(logT <logt)=1-— . .

1 {log (t) - u}

X ~ N(12,4)

log (10) — 12

RT(10):1—<1>[ 5

} ~1— $(—4.85) = B(4,85) ~ 1

Exercicio 1.10

T ~ LN (4.2,1)
(a)
Rr(30) %22 1 — @ [log(30) — 4.2] ~ 1 — &(~0.8) = $(0.8) = 0.7831
Hy(30) = —log Ry (30) ~ —log(0.7881) ~ 0.23813
(b)

A expressao geral do quantil de probabilidade p de T é

Fr (xp(T)) =p & 1= Rr (xp(T)) =p & @ [bg (xp(T)) — 42} =p&

- —1
Slog (xp(T)) — 4.2 =1 (p) & x,(T) = &* PF42

Logo...

—1 =
— PN (0.5)+4.2 _ 0442 _ 4.2

Nl

X
—1 _ &1 _ _
Y1 = P H(0.25)44.2 _ —9T1(1-0.25)44.2 o, ,—0.6745+4.2 _ ,3.5255

i

Exercicio 1.11

20
T ~ Exp(A), Y ti =164 ,F=82
i=1

(a)

Frlt) _ frl) e e
Rr(t)  1-Fr(t) 1- fot Ae—Mudy €M

hr(t) =
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CPE CAPITULO 1. FIABILIDADE E ANALISE DE SOBREVIVENCIA

Assim, sz(t) = )\, pela propriedade de invariancia dos estimadores de méxima verosimilhanca.
A= argmax L (A t1,...,t,)
LNty otn) = firy,mo (o Tl X) = 1:[ frt|\) = 1:[1 e M = \emAXiit
n
log Z(\it1, ... tn) =log A"e Xisiti = nlog A — A Z ti , que é C? quando derivada em ordem a A

i=1

dlog Z(Njt1,. .., tn) n n
=0 ~ tZZO A= T
7 T ; TATST,
d*log L (N\;t1, ... tn) 1
2 ——F<O,VA>O

Logo, A = Z”Lt é o méximo da funcdo de verosimilhanca e, consequentemente, é a estimativa
i=1Yi
(. . 20
de maxima verosimilhanca de A. Neste caso, comon =20e ) ;" t; = 164, temos que:

. 20 20 - .
3 K]

=1
Pela propriedade de invaridncia dos estimadores de méxima verosimilhanca, temos que Rr(t) =

e,

RT(20) _ 6—205\ ~ e—20x0.122 _ 244 () )]7

Para um quantil-p com p qualquer, novamente pela propriedade da invariancia dos estimadores
de méaxima verosimilhanga...

(@) =p & Fr({p(T) =pe1—e oM = p %L oA =1 _p o
o R log(1 —p
& = Ap(T) =log (1 —p) & Xp(T) = —% &
. log(1 —p)
T~ ——2——~
<% (T) 0.122
Entao os dois primeiros quartis tém como estimativa de maxima verosimilhanga:
. log(1 —0,25)
R log(1—0,5)
X1(T) = _(OT ~ 5.682
(b)
Seja T; o tempo de espera até a intervencao cirtrgica do paciente i, com ¢ € {1,2,...,20}
na amostra aleatéria (T1,7Ts,...,T5). Temos que cada T; é identicamente distribuido a T' (e

independente dos restantes por definicdo de amostra aleatéria).

20 20
T; ~ BExp(\) & Y Ti ~ Gama(20,)) < 23 Y " Ti ~ X{aya0) < 2 X 20T ~ {40

i=1 i=1
Temos também que E(T) = .
Intervalo de Confianga a 95% para a Média de uma Populagao Exponencial

e Variavel Fulcral:
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CAPITULO 1. FIABILIDADE E ANALISE DE SOBREVIVENCIA CPE

e Quantis:
-1
a: FX?M) (a) = % o “= FX?40) (0'025) o {a =24.43
. _ 0.05 _ -1 _
: Fx(240) (b) =1— =7~ b= sz (0.975) b=59.34

(40)
e Intervalo de Confianga Aleatoério:

Pa<Q<b) =095 P (24.43 < 40MT < 59.34) —0.95

40T — "7 40T 50.34 = A = 24.43
A0T 40T
ICAgsy [E(T)] = | —— =
&ICAgsy, [E(T)] 59.34° 24.43

e Intervalo de Confiancga:

59.347 24.43 59.34 ° 24.43

40t 40t 40 x 8.2 40 x 8.2
ICys; [E(T)] = [ ] - {

} ~ [5.527, 13.426]

(c)
Sabemos que R7(t) = e *, que é uma fungdo monétona descrescente. Na alinea anterior,
obtivemos, num passo intermédio, um intervalo de confianca aleatério a 95% para .

Intervalo de Confianga a 95% para a Fungao de Sobrevivéncia de uma Populagao
Exponencial

e Intervalo de Confianga Aleatério:

P <24'43 <A< 59'34) =0.95 (a‘sfd%“ <eM< 6‘256%3) =0.95 &
40T 40

&IC Agso, [Rr ()] = [e_ St e et ]

e Intervalo de Confianga:

_59.34, _ 24.43 _ 59.34 _ 24.43 _ -~
ICA95%[RT(1§)} = {e 10t t,e 10t t:| = {6 40><8.2t’e 40x8.2t:| ~ [e O~1809t,e 0.0745¢

(d)

Seja T(1) o minimo da amostra aleatéria (11, Ty, ..., Ty).
Fr,, () =PI <t)=1-PTn >t)=1-P(T1 >t, T2 >t,...., T, > t) =
indep.
=1-PT >t)P(Ta >t)...P(T,>t) = 1—-[PT>t)]"=1-[1—-Fr(®)]" =

i.d.
=1-[1-(1—e™"=1-e"= Fumn
Ty ~ Exp(n)
Intervalo de Confianga a 95% para o Minimo de uma Populagao Exponencial
e Variavel Fulcral:

Q =Tu) ~ Exp(20)) e E(T(1)) = 555

Como ja obtivemos um intervalo de confianca para %, para 20% basta dividir os extremos
por 20, pois a fungao g : R™ — R de expressao geral g(z) = 55 € continua e mondtona

crescente.
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CPE CAPITULO 1. FIABILIDADE E ANALISE DE SOBREVIVENCIA

e Intervalo de Confianca Aleatério:

0T _ 1 _ 40T A0T 1 A0T
- — S S Q. R )
P<5 S3S a4 ) 0.9 P<20><59.34 =900 = 20><24.43> 0.95 <
A0T o 9T
Q)ICA%% 20/\ [20 X 59.34° 20 x 24.43 59.34° 24.43

e Intervalo de Confianga:

1 2 o 2% 82 2x8.2
1095%< ) = [ 1 = [ . . } — [0.2764, 0.6713]

59.347 24.43 59.34 7 24.43

(e)
Teste dos Hipéteses (Unilateral a4 Direita) para a Média de uma Populacao

Exponencial

e Hipodteses:

1
<10ws. H: E(T)==>10

Hy: E(T) = 5

>/\H

e Estatistica de Teste:
é varidvel fulcral, que, sob a validade de H é a estatistica de teste

2% 200~ )
10 T=Aar sol;\/Hg X(40)

Qo =

com valor observado gy = 4 x 8.2 = 32.8.

e Valor-p:

p=P(Qo > qo) = P(Qo >32.8) =1— P(Qo < 32.8)
0.2 < P(Qo < 32.8) < 0.3 0.7 < 1— P(Qp < 32.8) < 0.8 ¢ p €]0.7,0.8]

e Decisao:

Devemos rejeitar Hy a niveis de significancia o > 80% e néo rejeitar para o < 70%, o que
inclui os niveis de significancia usuais.

Exercicio 1.12

fx()=Z% el zeR, A>0

40
> |wi| = 47.5408

=1
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CAPITULO 1. FIABILIDADE E ANALISE DE SOBREVIVENCIA CPE

()

Seja (X7, Xa,...,X,) uma amostra aleatéria de X.

A =argmax . Z(\; X1, Xo,..., X,)

n n )\ ‘ )\ n B " ‘
LN X1, Xoyoo, Xn) = [T xxiln) = H5 e NNl = <2> e Lz Xl
W2, .izl i—1

A n
log Z(X\; X1, Xo,...,X,) =nlog (2) - )\Z |X;| , que é C? quando derivada em ordem a A
i=1

dlog Z(\; X1, Xa, ..., X,) R n
=0 - — IX;| =08 A= ———
dA Ao 2im Xl
d2 10g$()\X1 XQ X”) n
. D =——=<0,VA>0
d\? A2
Logo, A= ﬁ é o estimador de maxima verosimilhancga de A e, neste caso, a correspondente
estimativa é A = Z?jl?\wi\ = 47%%08 ~ (0.8414

(b)

T =|X]|

Fr(t)=P(T <t)=P(X|<t)=P(—t< X <t) = /t % oMl g —

—t —

N =
[t
>
fb‘
>
=
QL
)

Il

= /tA e‘”dm+1/0 NeMelge — L g (t) — 1/_tA e Moldy =
2/, 2/, ~ g B 2 Jo -

2 2

Logo, T ~ Exp()\) e a varidvel fulcral Q = 2n\T ~ X%Qn) permite fazer inferéncias sobre A,

1 I L 1 1
=3 FEmp()\) (t) + 7/ Ae A dx = 5 FEzp()\) (t) + 5 FE':tp()\) (t) = FEmp()\) (t)
0

como visto na alinea b) do exercicio 1.11.
(c)
Teste dos Hipdteses (Bilateral) para o Parametro de uma Populacao Exponencial
e Hipodteses:
Ho:A=1ws. HH: A#1
e Estatistica de Teste:
Q = 2n\T ~ X%Qn)
é varidvel fulcral, que, sob a validade de H( é a estatistica de teste

QO = 8OT SO(;\JHO X%go)

com valor observado ¢y = 95.0816.
e Valor-p:
p=2min {P(Qo < qv), P(Qo > qo)} = 2min { P(Qy < 95.0816),1 — P(Qo < 95.0816)}
0.85 < P(Qp < 95.0816) < 0.9 < 0.1 <1— P(Qo < 95.0816) < 0.15 < p €]0.2,0.3[

e Decisao:

Devemos rejeitar Hy a niveis de significancia a > 30% e nao rejeitar para o < 20%, o que
inclui os niveis de significancia usuais.
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CPE CAPITULO 1. FIABILIDADE E ANALISE DE SOBREVIVENCIA

Exercicio 1.13

Teste de Ajustamento do Qui-Quadrado de Pearson
e Hipdteses:

Hy:T ~ Exp(A) vs. Hy : T # Exp(\)

e Estatistica de Teste:
3

(01 - Ez)2 a
Qo = Z - o X%3—1—1)

- El sob Hy
=1

pois hé trés classes (é necessdrio agrupar duas por o valor esperado de menos de 80% das
classes ser superior a 5) e um parametro estimado: A = 8%9,
média da amostra observada, como visto no exercicio 1.11.

que corresponde ao inverso da

i Classe Y = P(T € classe i|Hy) e; =n X pY O;
1| <1500 | pY = Fpppr)(1500) ~ 0.8291 ep = 82.91 7
2 | [1500,2000] | p§ = Fpppp(2,(2000) — Fp,pp o (1500) =~ 0.0761 ey = 7.61 15
a) | [2000,2500] | pY = Fppp( 2 (2500) — Fp (1) (2000) = 0.0422 e =422<5 5
b) > 2500 Py =1 = Fpapy(2(2500) =~ 0.0526 ey = 5.26 10
3 [ >2000 | pJ=p)+p)=1—Fp,,(2000) ~0.0422 + 0.0526 = 0.0948 | e5 = cq + ¢, = 9.48 | 15
n | 100
Tabela 1.1: Valor Observado da Estatistica de Teste
Assim, o valor observado da estatistica de teste é
_ (70—82.91) (15—7.61) (15-9.48)*
9= ""gor T we T oz =124
e Valor-p:
p=P(Qo>q)=1-P(Qo<124) =1-Fy (12.4)
0.995 < FX(QI) (124)<1e0<1— Fx?l)(12'4) < 0.005 < p €]0,0.005]
e Decisao:

Devemos rejeitar Hy para niveis de significancia a > 0.5%, o que inclui os niveis de signi-
ficAncia usuais, e ndo rejeitar para o = 0%.

Exercicio 1.14

Sejam T a varidvel aleatéria “tempo de vida’de um transistor e T = (71,73, ...T30) uma
amostra aleatdria de T' de dimensao n = 30. A amostra observada

t = (4.1,7.3,13.2,18.8,24.5,30.8, 38.1, 45.5, 53, 62.2)

é uma concretizagao de (T(l), T2, ...T(lo)), ou seja, as r = 10 primeiras componentes com o menor
tempo de vida na amostra aleatéria T.

Assim, definimos © como o tempo total acumulado em teste:

CES Z Ty + (n = 1)1y ~ Gama(r, \) < 200 ~ X%2r)
i=1

com valor observado 6 = 2;21 (i) + 20810y = 1541.5.
Sabemos que T' ~ Exp(\) e, pela alinea a) do exercicio 1.11., temos que hr(t) = A.
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CAPITULO 1. FIABILIDADE E ANALISE DE SOBREVIVENCIA CPE

(a)
Intervalo de Confianga a 95% para o ParAmetro de uma Populagao Exponencial

e Variavel Fulcral:

Q =2)\O ~ X%leo)

¢ Quantis:
_ o1
a: FX%QO) (a) = % o = FX?zo) (0'025) o= {a =9.591
. —1— 0.05 — =1 —
b: Fszm b =1 5 b= Fxfzo) (0.975) b=34.17
e Intervalo de Confianga Aleatoério:
b
P(agng):0.95<:>P(a§2)\®§b):O.95<:>P<2%§A§20> —0.95 <
a b 9.591 34.17
ICA A)=|—,— ICA A)=|——,——
S 1C Agsy (M) {2972@]@ CAgsy%(N) [ 20 ' 20 }

e Intervalo de Confianga:

9.591 34.17
2 x 1541.57 2 x 1541.5

ICy50,(N) = [ } = [0.0031,0.0111]

(b)
Seja u = E(T) = 1.
Teste de Hipédteses (Bilateral) para a Média de uma Populacao Exponencial

e Hipédteses:

Hy:p =150 vs. Hy : p# 150

e Estatistica de Teste:

Q = QA@ ~ X%QO)
é variavel fulcral para A, que, sob a validade de Hy, permite gerar a estatistica de teste

Qo = rw@— 75 ~ X(20)

a
com valor observado ¢y = % 2) 15?51'5 ~ 20.55 .

e Valor-p:

p=2min {P(Qo < qo), P(Qo > qo)} = 2min { P(Qo < 20.55),1 — P(Qo < 20.55)}
0.5 < P(Qo <20.55) < 0.6 < 0.4 < 1— P(Qp < 20.55) < 0.5 < p €]0.8,1]

e Decisao:

Devemos rejeitar Hy ao nivel de significAncia a = 100% e nao rejeitar para o < 80%, o que
inclui os niveis de significancia usuais.
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Exercicio 1.15

Sejam T a varidvel aleatéria “tempo de vida”’de um item e T = (17,75, ...T30) uma amostra
aleatoria de T' de dimensao n = 30. A amostra observada

t = (0.35,0.73,0.99, 1.40, 1.45,1.83, 2.20, 2.72)

é uma concretizagao de (T(l), T2, ...T(g))7 ou seja, as 7 = 8 primeiras componentes com o menor

tempo de vida na amostra aleatéria T.
Assim, definimos © como o tempo total acumulado em teste:

0= Z Ty + (n—7r)Ty ~ Gama(r, \) < 200 ~ X%Zr)
i=1
com valor observado 6 = Z?Zl tay + 22t(g) = 71.51.

(a)
Sabemos que T' ~ Ezp()\) e que a sua funcio de fiabilidade é dada por Ry (t) = e~**. Como

a funcio que a cada x faz corresponder e~** ¢ monétona decrescente (para t > 0), entdo podemos
comegar por construir um intervalo de confianga para .

Intervalo de Confianga a 95% para a Parametro de uma Populagao Exponencial

e Variavel Fulcral:

Q =2)0 ~ X%QXS)

e Quantis:
_ —1
a:Fa (a) =g o 107 B, 008) {a — 6.908
. _ 0.05 _ 1 _
biFy, (b)=1- 28 b=Fg! (0975) b= 28.85

e Intervalo de Confianga Aleatério:

P(a<@<b):().95<:>za(a<2A@<b):0.95<:>P<2‘(‘9 <A<2b9> —0.95 &
b 6.908 28.85} - {3.454 14.425}

] & IC Ags () = [

a
104055 (N) = {2@’2@ 20 ' 20 6 ' ©

e Intervalo de Confianga:

3.454 14.425] _ {3.454 14.425

I = = ~ .04 201
Cosn(A) [ 0 ' 0 7151 71.51} 0-0483,0.2017]

Logo, ICys9[Rr(t)] = [e7 02017t ¢70-0483] 4 ¢ intervalo de confianca a 95% para a funcao de
fiabilidade de T'.

(b)

Seja u = E(T) = 1.

Teste de Hipdteses (Unilateral a Direita) para a Média de uma Populagao
Exponencial
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CAPITULO 1. FIABILIDADE E ANALISE DE SOBREVIVENCIA CPE

e Hipdteses:

Hy:p <10 wvs. Hy : p> 10

o Estatistica de Teste:

Q =2X0 ~ x{y4

é variavel fulcral para A, que, sob a validade de Hy, permite gerar a estatistica de teste

com valor observado ¢y = % 2) % = 14.302 .
e Valor-p:
p=P(Qo > q) = P(Qo 2 14.302) = 1 — P(Qo < 14.302) = 1 — F2 (14.302)

6)

0.4 < FX?m)(14'302) <05 05<1~— Fxfm)(M'SOQ) < 0.6 & p€]0.5,0.6]

e Decisao:

Devemos rejeitar Hy aos niveis de significancia o > 60% e nao rejeitar para o < 50%, o que
inclui os niveis de significancia usuais.

¢ Nota:
O valor-p difere das solugoes da edigao de 2014/2015.

Exercicio 1.16

Seja T a varidvel aleatéria que regista os nimeros gerados pelo programa I, com amostra
aleatoria de dimensao nqy =7 (T1717T1,2, ...T177).

Seja Ty a varidvel aleatéria que regista os numeros gerados pelo programa I, com amostra
aleatéria de dimensao no = 6 (T2717 15 0, ...T276).

Temos, por hipdtese, que T; e Ty sdo varidveis aleatérias independentes, T3 ~ FExp(A1) e
Ty ~ Exp(Az). Assim,

ni ni
ZTM ~ Gama(ny, A1), logo 2 ZTM ~ X(22n1) o 22T ~ X%in) e 2Xano Ty ~ X%Qng)

i=1 =1

LOgO,
2 T T
lnnll 1 )\ T

2an2Ts >\2T2
Ny

~ F(2n1,2n2)

pois é o quociente de duas varidveis aleatérias de distribuicao qui-quadrado com n, e no graus de
liberdade no numerador e no denominador, respectivamente, sendo variavel fulcral para a razao
entre os parametros de duas populacoes exponenciais.

Teste de Igualdade de duas Populagoes Exponenciais

e Hipdteses:

HO:)\lzx\gﬁﬁ:lvs. Hli)\l#/\gﬁﬁ#l
)\2 >\2
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o Estatistica de Teste:

ATy
X =—=~F
AT (2%x7,2x6)

é variavel fulcral que, sob a validade de Hy, permite gerar a estatistica de teste

I

Xo== ~
T2 sob Hy

Fli4,12)

com valor observado zg = & ~ 2327 ~ () 5362.
e Regiao Critica:

RC59 = [0,a] U [b, +0] , onde

{a : Frya (a) = 005 K Fg!, ., (0.025) - {a —7
: _ 0.05 _ -1 _
b: Fr,,,(0)=1-25 b= FF(14,12) (0.975) b=3.21
Quando Y ~ F{;, 1), temos que % ~ Flm,n). Neste caso...
0.05 1 1
a:Fp,, ,(a)=——P(Xy<a)=0026P|—>-)=005%<
(14,12) 2 X() a

11 11 1
1-P(——<=)=005&P(=——<=|=0975&F =) =0.975
wror (g a) mome (i <0) 209 P (5) v

1 1
S-=Fp'  (0975) & — ~3.05 < a ~ 0.328
a (12,14) a

RCse, = [0,0.328] U [3.21, 400

e Decisao:

Como zg ¢ RC5y, nao devemos rejeitar Hy ao nivel de significancia de 5%.

Exercicio 1.17

Seja T7 a varidvel aleatéria que contabiliza o tempo de falha em minutos da componente de
tipo I, com amostra aleatéria de dimensao n; =7 (Tm7 T1 2, ...T1,7).

Seja Ty a varidvel aleatoria que contabiliza o tempo de falha em minutos da componente de
tipo II, com amostra aleatéria de dimensao ny =7 (Tgyl, T5 0, ...T2,7).

Temos, por hipdtese, que 17 e T sdo varidveis aleatérias independentes, T3 ~ Exp(A1) e
Ty ~ Exp(Aa). Assim,

ni ni
Z Tl,i ~ Gama(nl, )\1)7 logo 21 Z Tl,i ~ X%in) =4 2)\1%1?1 ~ X%2n1)
=1 =1

e, de forma andloga,

2Xana Ty ~ X%zm)

Assim,
22111 Ty e
X=_—"_ ~_ah g
= — = ~ Flon, 2n,)
2XonoTs >\2T2

n2

é a variavel fulcral para a razao entre os parametros de duas populagoes exponenciais.
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Teste de Igualdade de duas Populagoes Exponenciais
e Hipodteses:

A
HO:)\1=/\2(:>£:1115. H11A17é/\2<:>f17é1
)\2 >\2

o Estatistica de Teste:
MTh
x = At

T

~ F(2><7,2><7)

é variavel fulcral que, sob a validade de Hy, permite gerar a estatistica de teste

Ty
Xo== ~ Fuasus
T sob Ho (14,14)
com valor observado g = & ~ 182935013 .
to .

e Regiao Critica:

RCho9% = [0,a] U [b, +o0[ , onde

_ -1
a: FF(14,14)(a) = 0271 PN a= FF(14,14) (005) N a="?
b: Fry, (b)) =1-5% b=Fp,, , 0.95) b=2.48

Quando Y ~ F{,, ), temos que % ~ Flm,n)- Neste caso...

0.1 11
0t Fryy(a) = 5 & P(Xo < a)=0.05 & P (X > ) —0.05 <

0 a
11 11 1
s1-P (Xo < a) =0.05< P <Xo < a) =0.95 < Fp, ., (a> =0.95 <
1 1
- =Fp'  (0.95) & ~ ~248 & a ~ 0.403
a (14,14) a

RCo9 = [0,0.403] U [2.48, +00]

e Decisao:

Como zy ¢ RC1gy, ndo devemos rejeitar Hy ao nivel de significAncia de 10%.

Exercicio 1.18
Seja X = (X1, Xo, X3, X4) tal que

1, se a componente 7 funcionar
X; =
0,

caso contrario ; com i € {1,2,3,4}

e a funcgao estrutura é dada por

4(X) 1, se o sistema funcionar
0, caso contrario

O sistema dado pode ser encarado como trés partes, independentes por hipdtese, instaladas
em série, logo o sistema funciona se e s6 se todas as partes funcionarem. Assim, a primeira parte
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é constituida apenas pela componente 1, a segunda parte apenas pela componente 2 e a terceira
pelas componentes 3 e 4.
Seja S7 a varidvel aleatéria tal que

:Xl

0, caso contrario

g 1, se a parte 1 funcionar 1, se a componente 1 funcionar
1= L.
0, caso contrério

Seja S a variavel aleatéria tal que

= A2

0, caso contrario

g 1, se a parte 2 funcionar 1, se a componente 2 funcionar
1= -
0, caso contrario

Seja S3 a variavel aleatéria tal que

g 1, se a parte 3 funcionar
3= (.
0, caso contrario

A terceira parte pode ser vista como um sistema de duas componentes instalado em paralelo,
que funciona se e s6 se pelo menos uma das componentes funcionar. Por outras palavras, sé nao
funciona se ambas as componentes nao funcionarem. Assim,

S3 = P(pelo menos uma componente funcionar) = P(as duas componentes nao funcionarem) =
=1 — P(as duas componentes nao funcionarem) =1 — P(X3=0,X4 =0) =
indep.
=1-P(X3=0)P(Xs=0)=1—(1—X3)(1 - X4)

Por fim, a expressao da fungao estrutura é:

p(X)=P(S1=1,8=1,83=1) = P(S;=1)P(Sy=1)P(S3=1) =

indep.

= 515583 = X1 X[l — (1 — X3)(1 - Xy)]

~@-
-O—@
RO

Figura 1.1: Representacao Grafica do Sistema

Exercicio 1.19
Seja X = (X1, X2, X3, X4, X5) um vector aleatdrio tal que

se a componente ¢ funcionar

1, .
Xi:{ o ,com i € {1,2,3,4,5}
0, caso contrario
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A funcéo estrutura ¢ é tal que

$(X) =

1, se o sistema funcionar
0, caso contrario

Um caminho minimo é o conjunto de componentes todas relevantes para que o sistema funcione.
Neste caso, temos como caminhos minimos

o P =1{1,3,4};
e P, ={1,5};
o P3;={234};
o P, ={2,5},

pois basta remover apenas uma componente a qualquer um destes quatro caminhos para o sistema
deixar de funcionar.

Um corte minimo é o conjunto de componentes todas relevantes que, quando retiradas, o
sistema, deixa de funcionar. Neste caso, temos como cortes minimos

o (= {13 2};
e Cy ={3,5};
L4 03 = {455}7

pois, removendo qualquer um destes trés conjuntos de componentes, o sistema deixa de funcionar.
O sistema funciona se pelo menos um dos caminhos minimos funcionar. Assim, seja o, com
j€{1,2,3,4} tal que

1, se o o caminho P; funcionar
O[j = , .
0, caso contrario

logo
Q5 = H X1
ieP;

pois, desta forma, a; = 1 se e s6 se todas as componentes do caminho P; funcionarem. Neste
caso,

o a1 = X1 X3Xy;
o oy = X1 X5;
o a3 = XoX3Xy;
o oy = X0 X5.

Isto permite reescrever a fungao estrutura do sistema como

5(X) = 1, sea; =1, para algum j € .{1,‘2,3,4} ~ maxa;
0, sea; =0, qualquer que seja j € {1,2,3,4} J

0 que, neste caso, leva a...

(,Z5(X) — max {X1X3X4,X1X5, X2X3X47X2X5} — max {Xl max {X3X4,X5} 7)(2 max {X3X4,X5}} =
= max{Xl,Xg}max{X3X4,X5}
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ou seja, ao produto da probabilidade da primeira parte do sistema funcionar e da segunda
parte do mesmo funcionar.
Temos também que se X; € {0,1}, com ¢ € {1,2,...,n}, entdo

n

max { X1, Xo,..., Xp} =1— H(1 - Xi)

Por fim,
H(X) = [1— (1= X1)(1 - X)|[1 — (1~ X X)(1 — X)

Exercicio 1.20

Uma estrutura diz-se 2-de-3 se, para funcionar, 2 das suas 3 componentes, X;, com i € {1,2,3}
tiverem de estar a funcionar.
Seja X = (Xl,Xg,Xg). Assim,

1, se a componente i funcionar

X, = L , com i € {1,2,3}
0, caso contrario

Sao caminhos minimos todas as combinagoes possiveis de 3 componentes 2 a 2.

o P ={1,2}

o P,=1{1,3}
o P3={2,3}
= I Xi, je{1,2,3}
i€P;
o oy = X1 X5
e ay = X1 X3
o a3 = X2 X3

Como cada X;, com i € {1,2,3} é uma Bernoulli, X? também o é.

3
9(X) = maxa -] =1- (1 - X1 X0)(1 - X1X3)(1 - X X3) =
j=1
=1 - (1-X1Xo — X1 X3+ X7XoX3)(1 - XoX3) =1— (1 - X1 X5 — X1 X3 + X1 X0 X3)(1 — XoX3) =
=1-[(1-X1Xo — X1 X5+ X1 X0X3) — XoX3(1 — X1 Xo — X1 X5+ X1 X0 X3)] =
=1—[(1-X1Xo — X1 X3+ X1 X2X3) — (XoX3 — X1 X3X3 — X1 Xo X3 + X1 X5X3)] =
=1—[(1-X1Xo — X1 X35+ X1 X0 X3) — (XoX3 — X1 X0 X5 — X1 X0 X3+ X1 X0X3)] =
=X1Xo + X1 X3 — X1 Xo X3 + XoX3 — X1 Xo X3 — X1 Xo X3+ X1 X0 X3 =
=X1 X0+ X1 X5+ XoX3 —2X1 X0 X3 =
Seja p = (p1,p2,p3), tal que p; é a fiabilidade de X;, com i € {1,2,3}. A fiabilidade do sistema
é dada por
r(p) = P[p(X) = 1] = E[¢(X)], pois ¢ é uma Bernoulli e P(X; = 1) = E(X;) = p;
r(p) = BE(X1 X2 + X1 X3 + X2 X3 — 2X1 X0 X3) =

indep.

= B(X1)E(X2) + E(X1)E(X3) + E(X2)E(X3) — 2B(X,)E(X2)E(X;)

indep.
=p1p2 + p1p3 + p2p3 — 2p1p2p2p3
Q.E.D.
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CPE

Exercicio 1.21

{1,2,3,4} tiverem de estar a funcionar.
Scja X = (Xl’X27X37X4). ASSiHl,

se a componente ¢ funcionar

Xi:{ o ,com i € {1,2,3,4}
0, caso contrario

Sao caminhos minimos todas as combinagdes possiveis de 4 componentes 3 a 3.

P, =1{1,2,3}
P, ={1,2,4}
Py =1{1,3,4}
P, ={2,3,4}
a;j =[] Xi, 5 €{1,2,3,4}
ieP;
a; = X1 X0 X3
as = X1 X9 Xy
ag = X1 X3Xy
ay = XoX3Xy

Como cada X;, com i € {1,2,3,4} é uma Bernoulli, X? também o é.

4
P(X) = max o o[-y =

J=1

=1—(1— X1 X5 X3)(1 — X1 X5 X4)(1 — X1 X35X4)(1 — X5 X3X4) =

Uma estrutura diz-se 3-de-4 se, para funcionar, 3 das suas 4 componentes, X;, com i €

=1—(1 - X1XoX5 — X1 Xo X4+ X1 XoX3X4)(1 — X1 X3X4 — XoX3X4 + X1 X2 X3X,) =

(

=1—(1- X1 XoX3 — X1 Xo Xy + XZXZX3X,)(1 — X1 X3X4 — XoX3X4 + X1 X0 X2X7) =
(
[

=1-[1- X1 Xo(X34+ Xy — X3X)][1 — XsX4(X1 + X0 — X1 Xo)] =

=1—[1 - X3X4(X1 4+ Xo — X1 Xo) — X1 Xo( X3+ Xy — X3Xy)+

+ X1 Xo(X3 + Xy — X3Xy) X3 Xy (X1 + Xo — X1 Xp)] =

=1—[1- X1 X3X4 — XoX3X4 + X1 X0 X3X, — X1 X0 X3 — X1 X0 Xy + X1 Xo X3 X4+
+ X1 X0 X3 Xa (X1 + Xo — X1 Xo) (X3 + X4 — X3Xy)] =

=1—[1- X1 X3Xy — XoX3X4 + X1 XoX3X, — X1 X0 X3 — X1 X0 Xy + X1 Xo X3 X4+
+ (XPXo X3 Xy + X1 X3 X3Xy — XPXIX3X4)( X34+ Xy — X3X4)] =

=1—[1—- X1 X3Xy — XoX3Xy + X1 XoX3X, — X1 X0 X3 — X1 X0 Xy + X1 Xo X3 X4+
+ (X1 Xo X3 Xy + X1 X0 X3 Xy — X1 X0 X3X4) (X3 + Xy — X3X4)] =

=1-[1- X1 X3Xy — XoX3X4 + X1 XoX3X, — X1 X0 X3 — X1 X0 Xy + X1 Xo X3 X4+
+ X1 Xo X3 Xy (X3 + Xy — X3Xy)] =

=1—(1-X1X3Xy — XoX3Xy+ X1 XoX3X, — X1 X0 X3 — X1 X0 Xy + X1 Xo X3 X4+
+ X1 X0 X2X, + X1 X0 X3 X7 — X1 X0 X2X32) =

=1—(1—- X1 X3Xy — XoX3X4 + X1 XoX3X, — X1 X0 X3 — X1 X0 Xy + X1 X0 X3 X4+
+ X1 Xo X3 Xy + X1 Xo X3 Xy — X1 XoX3Xy) =

=1—(1-X1XoX3 - X1 Xo Xy — X1 X3X4 — XoX3X4 +3X1 X0 X3X,y) =

= X1 Xo X3 + X1 Xo Xy + X1 X3X4 + XoX3Xy — 3X1 X2 X3X,

Pagina 21 de



CPE CAPITULO 1. FIABILIDADE E ANALISE DE SOBREVIVENCIA

Seja p = (p1, P2, Ps, pa), tal que p; é a fiabilidade de X;, com i € {1,2,3,4}. A fiabilidade do
sistema é dada por

r(p) = P[p(X) = 1] = E[¢p(X)], pois ¢ é uma Bernoulli e P(X; = 1) = E(X;) = p;
T(p) = E(X1X2X3 —|— X1X2X4 + X1X3X4 + X2X3X4 — 3X1X2X3X4) =

indep.

= E(X1)E(X2)E(X3) + E(X1)E(X2)E(X4) + E(X1)E(X3)E(X4)+

indep.
+E(X2)E(X3)E(X4) — 3E(X1)E(X2)E(X3)E(Xy) =
=p1p2p3 + P1P2p4 + D1P3P4 + P2pP3Pa — 3P1P2P3P4

Exercicio 1.22
Seja X = (X1, Xo, X3) tal que

1, se a componente ¢ funcionar

X, =< o , com ¢ € {1,2,3}
0, caso contrario

e a fungao estrutura é dada por

1, se o sistema funcionar

o]

0, caso contrario

O sistema dado pode ser encarado como duas partes, independentes por hipétese, instaladas
em série, logo o sistema funciona se e s6 se ambas as partes funcionarem. Assim, a primeira parte
é constituida apenas pela componente 1 e a segunda parte é constituida pelas componentes 2, 3 e
4.

Seja S7 a variavel aleatéria tal que

1, se a componente 1 funcionar X
=X

0, caso contrario 0, caso contrario

{1, se a parte 1 funcionar {
Sl = =

Seja So a variavel aleatoria tal que

g 1, se a parte 2 funcionar
2 = L.
0, caso contrério

A segunda parte do sistema pode ser vista como um sistema 1-de-3, pois funciona se e s6
se pelo menos uma das trés componentes funcionar. Assim, os caminhos minimos sdo apenas
compostos por uma componente cada e, como consequéncia, cada «; é igual ao respectivo Xj,
com j € {2,3,4}.

a; =X;, j€{2,3,4}
e PL={2}= a2 =X>
o P, ={3}=a3=X;
e Bs={4} = as=X,

8> = max o[- = =1-(1-X2)(1 - X3)(1 - Xu)

Jj=

P(X) = 5152 = Xu[l — (1 = Xp)(1 — X5)(1 — Xy)]

[N~}
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CAPITULO 1. FIABILIDADE E ANALISE DE SOBREVIVENCIA CPE

Seja p = (p1, P2, Ps, pa), tal que p; é a fiabilidade de X;, com i € {1,2,3,4}. A fiabilidade do
sistema é dada por

r(p) = P[p(X) = 1] = E[¢(X)], pois ¢ é uma Bernoulli e P(X; = 1) = E(X;) = p;
r(p) = E{Xi[1 - (1—X3)(1— X3)(1 - X4)]} o7 E(X1)E[l - (1-X2)(1-X3)(1 - Xy)] =

dep. indep.*
= BOOIE) = B(1 = X2) B(L = Xa)E(L = Xa)] = pa[L = (L= pa)(1 = ps) (1 = pa)
No passo assinalado com *, foi assumido que se X; e X5 forem varidveis aleatérias indepen-
dentes com distribuicao Bernoulli de parametros p; e ps, respectivamente, entao Y1 =1 — X; e
Y =1 — X5 também sao independentes. Isto é, se

P(X1 = xl,Xg = .1?2) = P(X1 = .’171)P<X2 = LUQ)

entao
PYi=y1,Ya=1y2) = P(Y1 =1y1)P(Yo = y2)

PYi=y,Yo=y)=Pl-X1=y1,1-Xo=y2) =P(X1=1-y1, Xo=1—1y2) =

indep.

Md:epP(Xl=1—y1)P(X2=1—Z/2)=P(1—X1Zyl)P(l—X2=y2)=P(Y1=Z/1)P(Y2=y2)

Como queriamos demonstrar.
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Capitulo 2

Simulacao Estocastica

Exercicio 2.1

1
U~Unif(0,1) , A>0= X = —Xlog(U) ~ Exp(\)

fU(u){l,seue]O,l[ ,FU(u)/uoofU(x)dx = [/OuldeOU

0, caso contrario u€]0,1

A fungao de distribuicao de probabilidades caracteriza univocamente a distribuicdo de uma
variavel aleatdria, isto é, se duas variaveis aleatérias tiverem a mesma funcao de distribuicao,
entao sao iguais.

O mesmo ocorre com a fungao densidade de probabilidade.

Fx(z)=P(X <z)=P <—il\logU < x> = P(logU > —)x) =
—P(Uze™)=1-P(U<e™) =1-Fy (™)

N dF;(x(x) d [1- fztlfx(e”)}
& fx(z) = fu (e*)‘w) Ae ™ o fx(z) =

< fx(®) = fEapn) (T)

54

Fx(z)=1— Fy (e*”)

1
T 0/\64‘”” & fx(z) =™ &

Logo, X = (—5 logU) ~ Exzp()).

Exercicio 2.2
T ~ Exp(1)
Temos que V=5 se a componente falhar antes do instante t=3, isto é,
T<3=V=5
Ja se a componente falhar a partir do instante t=3, V=2T.
T>3=V=2T

Assim, V' apenas toma o valor 5 ou valores a partir de 6 (se T = 3, entdao V = 6). Logo, o
suporte da varigvel aleatéria V é Ry = {5} U [6, +o0].
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CAPITULO 2. SIMULACAO ESTOCASTICA CPE

Para v < 5, temos que Fy (v) = P(V <wv) =0, pois V nao pode tomar valores inferiores a 5.
Assim,

Fy(5)=P(V <5)=P(T <3) = Frypny(3) =1—¢?

Para 5 < v < 6, temos Fy (v) = P(V <v) = Fy(5) =1 — e 3, pois |5,6[¢ Ry.
Para v > 6, temos

Fy(v)=P(V <v)=PQ2T <v) =P (T < g) — Frap() (;’) —1-¢%
A funcao distribuicao de V' é dada por

0,sev <5b
Fy(v) = l—e3 seb<v<6
l—e %, sev>6

Exercicio 2.3

X ~ Unif(—a,a) eseja Y = X?

Comecemos por considerar a funcdo g que a cada z faz corresponder x2, que néo é bijectiva no
intervalo [—a,a] (o suporte de X), para um dado a € RT. Porém, podemos decompé-lo em dois
intervalos disjuntos, R; = [—a,0[ e Ry = [0, a], nos quais a restri¢ado da fungao g é bijectiva. Seja
g1 a restricao de g a R; e g2 a correspondente para Rs.

y=x2<:>x:j:\/§

Ry : fa§x<0:>0<1:2§a2<:>0<y§a2
Ry : 0§m§a:0§x2§a2©0§y§a2
g7 (y) = —/y, para 0 < y < a?

92 ' (y) = \/y, para 0 < y < @

d _, 1
591 \Y) =
RPN
d _, 1
92 \Y) = —5~
RN

Aplicando agora o Teorema da Transformagao:

fr(y) = fxlor ()] ddygll(y)‘ + fxlgz ' (v)] (Z/gzl(y)‘ =

= 15 (Vg |+ x| gz | =
11 11
VAR

ﬁ, se y €]0, a?]

0, caso contrario
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Exercicio 2.4

2
Y:(X—;) , X ~ Exp(0)

A funcdo densidade de probabilidade de X é dada por

fe % sex >0
fx(x)= { € ser . logo o suporte de X é Rx =|0, 4o00[
0, caso contrario

A funcdo de expressao geral y = g(z) = (z — %)2 ndo ¢é bijectiva em Ry, pois é uma funcao
quadratica, cujo gréfico é uma pardbola de minimo y = 0 no ponto de abcissa z = 1/6.

Tomemos Sx = Ry U Ry, com Ry =]0,1/0[ e Ry = [1/0,400[ dois intervalos disjuntos, nos
quais a funcao g é bijectiva, decompondo-a em g; e g2 para os respectivos intervalos.

1\° 1 1
Y= x—g @x—azj:\/gj@gngi\/zj

1 1 1 1\ 1 1

R 'x>l<:>x—1>0:> x—l 2>O<:> >0
2 =7 9= g) =" TY=

_ 1 1
gll(y)za—\/@,para0<y<0—2

- 1
g2l(y)=§+\/§, para y > 0
d - 1

pma (y) NG

d - 1

o (v) NG

Entao, pelo Teorema da Transformacao:

fr @) = fxlor ' ()] ddgll(y)‘ﬁfo[gz ()] di/ 1(9)‘ =

= fx (; \/17) 2\7 O<y§9%+fx< +\f) I>o =
:7[ Vi) 4 gem (+ﬁ))}:
:7{—(1 9f)+e—1+9f}

0,sey <0

% [64170@) i 641%@)} se0<y< &

ﬁ€7(1+0ﬂ), y> g

I
——— D

Exercicio 2.5

X ~ N(0,1)
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CAPITULO 2. SIMULACAO ESTOCASTICA

CPE

(a)
Y =X
Fy(y)=PY <y)=P (ex < y) = P(X <logy) = Fx(logy)
Ix(logy
Fy(y) = Fx(logy) & fr(y) = X<y)
1 _ (log )2
_ Inoy(ogy) 7€ 2 1 _ ogw?

= = e 2z ,sey>0

Y Yy V2my

Portanto, a funcao densidade de probabilidade de Y é:

Iy ()

_ (logy)?

2 ,sey>0

fy(y) = \/21796

0, caso contrério
(b)
Y =2X%2+1
FY(Z/)ZP(YSy):P<2X2+1§y) :p(X2§y2_1>
Comecemos por mostrar que Z = X ~ x7,,.

Fz(z)zp(zgz):P(X2gz):P(—ﬁgxgﬁ):

= Fx(Vz) = Fx(=V2) = ®(Vz) = ®(-V2) = 2(Vz) = 1+ &(Vz) = 2®(V2) — 1

Fa(s) = 20(v3) ~ 1 frl2) = - 272
Lefﬁ 1
FZ(Z)__Jg\/E =V =
1 1 =z
“arramt T @)

Retomemos a deducdo da distribuicdo de Y = X2 + 1.

2 2
Lt
Vo ()
1 y— —
= e_i1 , se y >0
2y/m(y—1)

Portanto, a funcao densidade de probabilidade de Y é:

1
foly) = | VD

0 , caso contrario

y—1
e T ,sey>1
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Exercicio 2.6

XY~ Unif(0,1)
1,se0<ax<1l,0<y<]1
f(X,Y)(xay) - Ix(@)fy(y) = { ..
indep. 0, caso contrario
O suporte da distribui¢ao conjunta é R x yy =|0, 1[x]0, 1[.

e Distribuicao de X +Y

Li=X+Y _|X=Zi-2, G Z21,Zs) =21 — 2y ,0< 21 —2p < 1
Zy=Y Y =2, 95 (Z21,Z5) = Zy ,0< 25 < 1

pois0 <z <1=0<21—29<lel<y<l=0<2<1

891 '(z1,22)  9gi '(21,22) 1 1
_ _ e 821 822 e o —= 1
Tor o (1:22) = |00 1) 007 Gz ‘0 1 ‘
0z1 0za

Entao, pelo Teorema da Transformacao, a funcao densidade de probabilidade conjunta de
Z1 e Zy é dada por:

f(Zl,Zg)(Zla 2) = f(Xy) {91_1(21, 22)792_1(21, Zz)} ‘J(gfl,ggl)

= fiz1,2,) (21 — 22, 22)|1] =

CJ1l,se0<z1<2e21<22<21—1
0, caso contrario

Entao, a fungao densidade marginal da varidvel aleatéria Z; = X 4+ Y, para 0 < z; < 1,
onde 0 < z5 < 21, tem a expressao geral

21
fz,(z1) = / 1dze = 24
0
eparal < z; <2,onde z; — 1 < z5 < 1, tem a forma

1
fZ1(Z1)=/ ldzo=2—2
Zlfl

logo,
21 ,se <z <1
fz,(21)=<2—2z ,sel1<2z <2
0 , caso contrario

e Distribuicao de XY

Z -1 Z
71 =XY N iji N g£1(21’Z2):7270<Z1_22<1
Zoy=Y Y =75 Go (Z1,22)2Z2,0<22<1

pois0<z,y<1=20<2y<1=0<21<1lel<y<l=0<2<1

dg; '(z1,22)  9gy '(21,22)

1 _z 1
2
J,o 1 (21, ) =, 92 _P2 =|* %2 | =
(91 92 )( 1, 22) 895 '(21,22)  9g5 '(21,22) 0 1 29
0z1 Oza

Pagina 28 de



CAPITULO 2. SIMULACAO ESTOCASTICA CPE

Entao, pelo Teorema da Transformacao, a funcao densidade de probabilidade conjunta de

— 21
= [(21,2) (22 , 22)

_{;2 ;56 0< 2 <lel<n<laedcny<n<l]

Z1 e Zs é dada por:
1

Z2

f(z1,22)(21,22) = fxv) [gfl(ZhZz),g;l(ZhZz)} ‘J(gl—gg;l)

0 , caso contrario

Entao, a fungao densidade marginal da variavel aleatéria Z; = XY, para 0 < z; < 1 tem a
expressao geral

| _ 1
fru(en) = [ = fog ()27, = —log (=) = log ()
2 R2 21

logo,

log(i> ,se 0 <z <1
fz,(z1) = - -
0 , caso contrario

Exercicio 2.7

(a)

1,15 . Exp(a)

Seja Y1 o tempo de vida do sistema.
for ) (t1, t2) oo fr (t1) fr, (t2)

ae” % set; >0 :
fTi(ti):{ e . Vi€ {1,2}
0, caso contrario

ae~Mae= = g2e(t1tt2) ge ty ty >0

t,ty) =
UCEBICHL i.d.d. {0 , caso contrario

Logo, o suporte da distribui¢do conjunta é Rz, 7,y = RT x R*.

Pelo Teorema da Transformacao, necessitamos de uma outra variavel aleatoria Y3, que podemos
tomar igual a T7.

Yi=Ti1+1T5 =Y —-Th Th =Y,
~ ~ ~
Yo =Ty Ty =Y, Ih=Y-Y

91 (V1,Ya) =Yz, 42 >0
9 ' (Y1,Y2) =Y1 = Yo, y1 > 42 >0
poist; >0=y2>0et2>0=y1 —y2>0=y; > ¥

997 "(y1,y2) 99y (y1,y2) 0 1
_ Y1 Oy2 _ - _
J(gflagz_l)(yl’yQ) T893 ") 093 (yiye) | ‘1 —1‘ =1
Y1 0y2
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Entao, pelo Teorema da Transformagao, a fungao densidade de probabilidade conjunta de Y;
e Y, é dada por:

o ve) (W1, 92) = for 1) [gfl(yhyz%g{l(th)] ‘J(g;gg;l)‘ = for ) (W, 1 — y2)| 1| =

— olev2tyi—y2) _ \2,—an ,para gy > yo > 0

a?e” W [ sey; >yp >0

f(Yl,Yz)(ylva) = {

0, caso contrario

Entao, a funcao densidade marginal da varidvel aleatéria Y7 = T + Th, para y; > 0 tem a
expressao geral

+oo +oo Y1
vilyn) = / fonve) (W1, y2) dya = / e dyy = / eV dy, =
0

—00 — 00

Y1
= a?e” M / 1dys = a’y e %
0

feriemy)(t) =

a’te™ [set>0
0, caso contrario

Logo, Ty + T» ~ Gama(2, a).

t
P(T1 +T2 > t) =1- P(Tl +T2 < t) =1 —F(T1+T2)(t) =1 —/ f(T1+T2)(£U)d{E =
0

t t
:1—/ oz%e“”dx:1+a<[xe_”‘ﬂi;g—/ e_(””dx> =
0 0

=t

=0 =

t
=1l+ate —|—/ —ae *Tdr=1+ate *"+ [e7*7]
0

=l+ate " +e " —1=(at+1)e *" set>0

Ea probabilidade pedida.

(b)

Repetindo o procedimento da alinea anterior, obtemos

fory )y (T, t2) indon. fri (t1) fr, (t2)

e set; >0 .
fTi(ti)Z{ Ve {12}
0, caso contrario
Zemoltith2) [se ty,ty > 0
Fotymy (b1 t2) = a‘e ,/s? 1,%2
’ 0, caso contrario
R(T11T2) = R+ X R+

Pelo Teorema da Transformacao, necessitamos de uma outra variavel aleatoria Y3, que podemos
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tomar igual a T5.
Yi=T1-T T'=Y1+1Tp T'=Y1+Y;
<~ <~
Yo =15 T, =Y, T, =Y,

g (Y, Ya) =Y +Ya ,y1 + 42 >0
9 ' (V1,Y2)=Yo , 42 >0

poiste >0=y2>0et1 >0=9y1 +y2 >0 y2 > —1

997 "(y1,y2) 99y (w1,y2) 1 1
— Y1 Oy2 _ _
Tiartar W0 ¥2) = o g 06 () _‘o 1‘_1
oy1 0y2

Entao, pelo Teorema da Transformacao, a fungao densidade de probabilidade conjunta de Y;
e Y5 é dada por:

fonve) W1, 92) = for.m) [gfl(ylaZJQ)vgz_l(ylaZJQ)] ’J(gfl = fir. ) (W1 + Y2, 2)|1] =

2g—a(y1t+y2+ty2)

= ,para yi +y2 > 0= a%e W22y 4yn >0

Entao, como para y; > 0, yo pode variar entre 0 e +00, mas para y; < () Y2 apenas pode
variar entre —y; e +00, a fun(;ao densidade marginal da variavel aleatoria Y7 = T — Ts tem como
expressao geral:

+o0 +oo
vi(y) = / fon,va) W1, y2) dy2 = / alem W t2u2) gy, =

— 00 — 00

B —a(y1+2y2)
f_laeo‘yl v2) dyy , se y1 <0

—Se v [ +°o —2ae72Y2 dy, |, se y; > 0

B —Se v [ " * _2ae 2% dy, sey; <0
_a —ay —2ay Yy2=-+00

B Ze 1 2]y2 3_ , se y1 > 0 .

) _a,—ay —2ay Y2=7100 -
5 e 1 2]y2 o ,sey1 <0

_ —5e M (0—-1),sey; >0 _
% e*ayl 2ay1) ,seyr <0

_ e~ seyr >0

= a Ofyl , se Y1 < O =

«
= 2 042/1' , se Y1 c R

o _
f(Tlsz)(t) = 2 e alt| ,set e R

Logo, T7 — T» segue uma distribuicao de Laplace ou Dupla Exponencial de parametro «.

P(T1>T2):P(T1—T2>0):1—P(T1—T2SO):l—F(Tl_TQ)(O):

0 0 0
:1—/ f(n—n)(t)dt:l—/ %e*”“'dt:l—/ %eatdtz

1 0 at 1 at]t=0 ]' 1

—00

E a probabilidade pedida.
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Exercicio 2.8
Xl, X2 _fde UTLZf(O, 1)
Logo, o suporte da distribui¢ao conjunta é R(x, x,) =]0,1[x]0, 1[.

Jixi,x0) (1, 72) mdzw fxy(@1) fx, (22)

0, caso contrario

1 0 i <1 .
le(xl):{ yse < &i < ,v2€{1,2}

Consideremos as seguintes transformacoes para aplicarmos o Teorema da Transformagao:

Y1=X;+X Xi=Y1—-X Xi=Y -X,+Y
{1 1+ Xo @{1 1 2 @{1 1 1+ Yo

Yo = X7 — X Xo=X1-Y, Xo=X1—-Y,

X, = YaitYe X, = YatYs -1 Y1,Ys) = Y1+Ys L0 < witys 1

= ' : = ' YEY 9171( ' 2) yEY 3
Xo=Xi =1 Xo =S5 g2 (Y1,Y2) = B, 0 < g <1
pois0<:c1<1:>0<w<1e0<x2<1:>0<¥<1
997 "(yiy2) 99y (w1,y2) 1 1 1
_ Jy Oy — |2 2 _
J(gfl’ggl)(yl’yQ)i agz_l(yll,yz) 692_1(;1,?42) B % —% 2
Oy1 Oya

Entao, pelo Teorema da Transformacao, a fungao densidade de probabilidade conjunta de Y;

e Y5 é dada por:

Joviva) W1 v2) = fix,,x2) [gl_l(ylva)agQ_l(ylvyZ)] ‘J(gfl’g;)

2 2
1 1 —
:1x1x§:§,para0<yl+y2 <1, 0<y1 Y2 <1
1 o Y1ty Yi—y2
5,5e 0 < 42 <1, 0< A2 <11
f(Yl,Y2)(y17yz) = {2 2, . 2
0, caso contrario
Exercicio 2.9
Y=Y X;, X;Al X;,Vi#j
i=1
(a)
X; ~ Exzp(})
Comecemos por calcular a fungao geradora de momentos de X;, Vi € {1,2,...,n}.

+oo

My.(t) = E (etX’i) - /

— 00

A ° A =00
= — — =Nz — (t=X)zx _
=), e o= [e Lzo

A A A
- _ (t—N)oo _ - 0 _ - _
tf)\(e 1)t</\tf)\(0 D=3—

(o) o0
e fx,(x) dx = / e Xe N dg = )\/ =N gy =
0 0

Y1 +yY2 Y1 — Yo
= f(x1,%2) ;

)

1

2
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Calculemos agora a fungao geradora de momentos de Y.

0= () = (50.) = (5.0) -
- E ﬁetXi mdppHE(tX) ﬁ)\ < )\t)n

i=1 i=1

(b)

X; ~ Gama(a;, \)

Da alinea a), dado que a soma de n varidveis aleatérias de distribuigdo exponencial de parametro
A é uma Gama(n, \), supondo que «; sdo inteiros (ou recorrendo ao formulério), tiramos que

Mx,(t) = (}\/\t)“

0 que nos permite calcular a funcao geradora de momentos de Y.

MY(t) = E (etY) = E (et Z?:l X’) = E (e :lzl tXi) =
n n n A o A i i
= F tX; — E( tXi> — —
= € indep. H ¢ 1_‘[ )\ —t A —t

=1 i=1 =

(c)

X; ~ N (i, 0?)

Seja Z; = 17’“ ~ N(0,1). Entao, X; = u; +0;Z;. Comecemos por calcular a funcao geradora
de momentos de ZZ, Vie{l,2,...,n}.

tZ L e 1 22
MZ.(t):E<e ):/ e fz,(2)dz = ef——=e T dz=
! —o0 —o0 V2T
oo z 1 t2 Too g 10,2
= e dz=e? ez 24 g
[oo \V4 2 —c0 V 2

t2 oo 1 ¢2 oo
— e / e 30 g, o / e (2)dz =

Calculemos agora a fungao geradora de momentos de Xj.

Mx,(t)=F (etX"') =F {et(“ﬁ‘”z")} =F <et“"et"lzi> ) (et“"zl) =
2

_ (o) D)
="My (to;) = etie 2 = ettt

Por fim, podemos obter a fungao geradora de momentos de Y.

My (t) = E (ety) =F (et ZLlX”’) =F (e i=1 tXi) =

n n n 5
=) g, T () = T =

- indep. - -

=1 =1 =1

)2
?:’ 1 |:tiu‘i s 2L> j|
= e
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(d)

Comecemos por calcular a fungao geradora de momentos de X;, Vi € {1,2,...,n}.
My, (1) = B (%) = Z e P(X. Zet‘”e ii -
=0

=€

Calculemos agora a fungao geradora de momentos de Y.

My(t)=E (ety) 5 (etz?zlxi> - E (ez;;ltx,) _

— i ef— (e"=1) X1y N
- E Eetx mdepHE(tX) He 1) 1) A

(e)

X; ~ Geom(p)

Comecemos por calcular a fungao geradora de momentos de X;, Vi € {1,2,...,n}.

My, (t) = E (etX*) =Y P(X =) =) e (1-p)ip = 1’%}9 3 [t~
z=1 z=1 1

-
_p  el-p pe'

o 1—-pl1—(1-p)et o 1—(1—p)et’

1
ep#1
-PD

seet(lfp)<1at>t<log1

Calculemos agora a fungao geradora de momentos de Y.

My(t) = B () = B (/T %) = B (X% =

n n

tX; - pe' _ pe' "
:E Z_Zl_IleX 'LndepH ( ) Hl—(l—p)eti [1—(1—p)et‘|

i=1 i=1

Exercicio 2.10

U Uy ~ Unif(0,1
Xy = /—2log Uy sen (21Us) com L nif(0,1)

Para podermos aplicar o Teorema da Transformagao, temos de encontrar funcoes g, e go
bijectivas tais que:

x1 = g1(u1,u2) = v/—2log u; cos (2muz)
To = ga(u1,uz) = v/—2loguy sen (2mus)

{Xl = /—2log U; cos (2wUs)

=

-1

U1 = r1,T

et gl,l( 1,@2) & g Ny, 22) = (ur,us)
U2 = go ($17$2)
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Para tal, comecemos por calcular £2 para explicitar us a custa de z1 e zo apenas.
) 1

o go(ur,uz)  /—2loguysen (2mug)  sen (2mup)
1 gi(ur,uz)  /—2loguy cos (2mug)  cos(2mug)
arctg i—?)

2T

= tg (2mug) = 27uy = arctg <x2> S uy =
T

Calculemos agora x? + x3 para obter u; em funcio de x1 e x.

2 2 2 2 2 2
z1 + x5 = g1 (u1,u2) + g3 (ur, u2) = —2log (u1) {Sen (27uz) + cos (27ru2)} =
2 2 2, 2
x] +x _zyte)
:—210gu1:10gu1:—%®u1:e 2
Assim,
Z2
. 22443 arctg (m )
g (w1,x2) = [e” T2, o
991 '(m1,m2) gy ' (z1,32)
J -1 T 20) = | . 789:1 ] 78:1:2 —
(97 ".95 1)( 1,22) dgy '(z1,m2)  Dgy '(w1,72)
oz Oxa
2 2 2 2
7.7:1-*—.7:2 7.7:1-*—.7:2
—r1e " 2 —T9e T 2 - z?;rﬁ - z??%
= —(z2/x3) 1/2y = 1 o 2 zq =
P 2 P 2 —
2w[1+(;—f) ] 2w[1+(:—f) ] 2n(2f+23) 2m(af+23)
2 2 2 2 2 2
_zites _zites _rite)
—zle 2 r3e” "2 —(23 +23)e 2
= 2 2y 2 2\ 2 2 =
2m(a] +x3)  2m(x] + 23) 2m(ay + 3)
e 2
N 2w

Entao, pelo Teorema da Transformacao, a funcao densidade de probabilidade conjunta de X;

e X, é dada por:

Jxa,x) (21, 22) = fu,,um) 9;1(551,%2),951(561,%2)] 'Jg(:cl,:cz)

2 2
T2 z{+x
= Ju,,u € -
(U1,U2) ’ o o

Como U e Us; sao varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas, a sua fungao
densidade de probabilidade conjunta é dada por:

1,se0<wup,u <1
0, caso contrario

fwr o) (ua,uz) . foi(w1) fu, (uz) = {

inde

2 2
_zl+22 t . .
Comoe —2 e % tomam valores no intervalo ]0, 1], temos que:
e_zlzzg o zl;rzz
fix1.x0) (21, 02) = 1. =
(X1,x5) (21, %2) 5 5
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Assim, as fungoes densidade marginais de X; e Xo sdo dadas por:

23 +a3

prten = [ = [T i n [ g (a
Tr1) = X9 = To = €T To =
X, (Z1 . o 2 5 ) o 2 5 ) N(0,1)(T2)ax2
I2 @x
C - (@)
= . = = X
o o N(0,1)\+1
400 ,”%*m% ,ﬁ 4oo 1 ,ﬁ +o00
€ 2 e 2 e 2 e 2
o) = [ min = G [t = G [ awontenin =
e_l;22 e_%Z

\/ﬂl \/% = fN(o,1)(CC2)

Logo, X1, X2 ~ N(0,1).
Sabemos que duas varidveis aleatérias sao independentes se e s6 se o produto das fungoes
densidade de probabilidade marginais for igual & funcao densidade de probabilidade conjunta.

2?2 a3 23423
e 2 e 2 e 2
fX1 (xl)fxz(xQ) = \/ﬂ m = o = f(X1,X2)(x1ax2)

Logo, X; e Xo sdo varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas a N(0,1).
E assim definida a transformacao de Box-Miiller, importante na geracao de nuimeros pseudo-

aleatdrios da distribuigdo exacta N(0,1) a partir de ndmeros pseudo-aleatérios da distribuigao
Unif(0,1).

Exercicio 2.11

X; ~ Bap(\), i€{l,....n}, Y = ;X
(a)

Pretendemos determinar a distribuicao de Y, bem como o seu valor esperado e a sua variancia.
Comecemos por determinar a funcao geradora de momentos de cada X;.

o0 (o)
Mx,(t)=F (etxi) = / et Tine i d; = /\/ e gy =
0 0

—zi(A—-t) ] T \
e
S A st

IiIO

Tendo ja obtido a fungao geradora de momentos de cada X;, podemos agora obter a mesma
deY.

My(t)=E (etY) B (etZLlXi) —E (eZ:f:ltXi) _

p(fles) 5, o) 2 [p9)] = ()

i=1 1
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Obtivemos a fungao geradora de uma distribuigao Gama(n, ), logo, como a funcao geradora
de momentos caracteriza univocamente a distribuigdo de uma varidvel aleatéria, Y ~ Gama(n, \).

7n)\n71iin
N A A2 A

é o valor esperado de Y.

E(YQ) M (0) = [nA"(n—kl)(A—t)"]t 0 _ [n)\"(n—kl)]t 0 _

(\ — ¢)2n+2 (h — )2
_ nA*"(n+1) n(n+1)

)\n+2 )\2

9 9 n(n+1) n\’

Var(v) =B (¥?) = B3(Y) = T (A> -
n?+mn—n? n

A2 A2
¢ a variancia de Y.
Alternativa mais rapida usando ¢(t) = In My (t)
é(t) =In My (t) = nln X — nln(X — t) tem-se ¢'(t) = =5
que avaliadas em t = 0 conduzem a, ¢'(0) =2 = E(Y) e

(b)

¢"(0) = % = Var(Y).

Tomemos X ~ Exp(\) independente e identicamente distribuida as restantes X;.
Apliquemos o Método da Transformagao Inversa.
X = F5'(U), com U ~ Unif(0,1)

r=Fl(u)su=Fx@@)cu=1-eMoeM=1-us
log (1 — u)
A
mas como U ~ Unif(0,1), entdo (1 —U) ~ Unif(0,1) logo
1
Tr=— 08 () com u pseudo-aleatorio.

A

1. Gerar um numero pseudo-aleatério de U: u
2. Obter um nimero de uma distribuigdo Exp()), aplicando a transformacao

S—-dx=log(l—u)ez=—

(c)

Sejam wu; n ntmeros pseudo-aleatérios da distribuigao uniforme no intervalo (0,1).

n

. _ log (u;) N Xn:x _ zn:_log(ui) _ —llog Hu
l A i=1 z i=1 A A z

i=1

1. Gerar n numeros pseudo-aleatérios de U: wu;, com ¢ € {1,...,n}
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2. Obter um nimero de uma distribuicdo Gama(n, \), por cada n nimeros u;, aplicando a
transformagcao

1 n
y=—log | [[w
e\l

Exercicio 2.12

X 'Nd N(Ov 1)

(a)

Comecemos por obter a fungao geradora de momentos de X ~ N(0,1).

Mx(t) = ( )* J:oem\/%ew;dx

E
. —+oo
/ otr= dm:/ L 4 2eeset)e s gy

||
w“"
\

||
w“"
=
C
&
S
|
(g
m“*.g
X
—
I

Como a fungao geradora de momentos caracteriza univocamente a distribuigao de uma variavel
aleatodria, podemos utiliza-la para encontrar a distribuicao de Y.

My (t)=FE (ety) =F (et -1 Xi) _

Obtivemos a funcdo geradora de momentos de Y ~ N (0, n).

M) =nte™ = E(Y) = My (0) =0
i

nt2

ML) =ne™ + (nt)?e™s = Var(Y) = B(Y?) + E*(Y) = My (0) — 0 = n.
Alternativa com ¢(t) = In My (t) = %, @'(t) =nt,d"(t) =n
E(Y)=¢'(0)=0, Var(Y) = ¢"(0) =n
(b)
Consideremos as varidveis aleatérias U; -~ U,comie{l,....,n} elU ~Unif(0,1). Logo,

E(U)=1%eVar(U)=1.
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Tomemos Z = >, U;.
n n n
E(Z)=E (Y U | =Y EU) =nBU) =
i=1 i=1 o

nVar(U) = a

12

Var(Z)=Var Z U; ind:ep. ZVaT’(Ui) z:d
=1 =1

Como Z = >, U;, com U; -~ U, E(Z) < 400 e Var(Z) < 400, o Teorema do Limite
Central garante que, para n suficientemente grande,
Z—-EZ) Z-% .

= == ~ N(0,1), vélido para n > 12.
\/VCLT’(Z) vV 12

Desta forma, tomando n = 12, um algoritmo para simular valores aproximados de X é o
seguinte:

1. Gerar 12 valores de U ~ Unif(0,1), u;,i =1,...,12,

2. Aplicar a transformagao para obter um valor x:

Z'Llil Ui 122 =
T = \/% = ; u; — 6
origindrio de uma distribuigdo aproximada & N (0, 1).
(c)

W=eXoX=logW

Consideremos a transformagao bijectiva g : R — R™ dada por g(z) = e*. Entao, a respectiva
inversa tem expressao geral g~ !(z) = logz. Podemos aplicar o Teorema da Transformacdo.

for ) = fx [ (w)] d‘fug*(w)\ _ fxaogw‘;’ _

1 _egw?2 1 >0 1 _ (logw)?
2 — 2

= ———e¢ —_— = (&
V2T |w] 2mw

= fLN(o,l)(w)

Logo, W ~ LN(0,1). Podemos simular valores desta varidvel aleatéria recorrendo ao seguinte
algoritmo:

1. Simular 1 valor de X ~ N(0,1): z1:

1.1. Gerar 2 valores de U; o Unif(0,1): uy, us;

1.2. Aplicar a transformagid de Box-Miiller:

x =/ —2loguy cos (2mug) ou & = y/—2log uy sen (2musz)
2. Obter um valor de W ~ LN(0,1), calculando:

w=¢e"

Exercicio 2.13

1 1 [(w;u1)272p'r;u1 vz (y;uz)z}
f T,Yy) = —————%¢€ 2(1—p%) 1 1 2 2
() (@) 2wo1094/1 — p?
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X ~ N(:ulao-%) ey ~ N(/’L27U§)

/*m L St () e ()]

/m ot | () e () o) dy =
o 27TO’10'2\/W

o 2
67%(%> +oo 1 1 [(y*uz)m*wz(m*m)r
— e 201-p?%) 0102 Y =
V2moq — o0 \/27‘(0’2\/@
1 (z—pg )2 y—po—p T2 (z—p) 2
1 - + _1 L I
D) ey e

V2ror Joee V2m02y/1—p?
1(z—pn1)?
675( o1 ) /+00

N \/%01 PN fN(uz-&-p%(m—m),ag(l_ﬂ)) (y)dy =
6_%(1;51)2 1 ,l(ﬂ)r‘)
- = e 2\ 1 =

.1
V2moy V2moq
= fN(;Ll,of) (‘T)

+oo
n@:/ Foxw) (@ y)dz =

— 00

+oo 1 | (z=ma\? g mopy y—pa (M)z
:/ ; 2(1—,72)[( 71 ) R dr —

e
—oo 2mo1094/1 — p?
+ . _ 2 _ 2
:/ w;e‘ﬁ[( i _pe )y (12 ) (1—p2)]d$_
—0 27T0102m
— 2
eié(yggz) +oo 1 _ 1 {(17/1/1)0‘279(71(?4*}!2)}2
= e 201-p2) o102 =
\/%02 —o0 \/ﬁalm
SH(52)" e 1 ]rww%wwr
e = 1 v e
= e 1 P dx —
\/EOQ —00 \/ﬂd’lm
6_%(y;:2)2 “+o00
T Varow /m TN (o2 sy o1y (0 =
_1(y=n2)?
:e 2( D) ) 1= 1 6_%(%)2:

V2mwog V2mwog
= fN(Mz,O’%) (y)

Como a funcgao densidade de probabilidade caracteriza univocamente a distribuicao de uma
varigvel aleatéria, X ~ N(u1,03) e Y ~ N(pa,03).

(b)

XUY<&p=0
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(<) Suponhamos que p = 0.

f(X,Y)(fE,y) = ro109

Lo s(mm) L 0) 2 p e

\
[\
3
v 9
Q
[\v]

Como a fungao densidade de probabilidade conjunta do par aleatdrio (X,Y) é igual ao produto
das funcgoes densidade de probabilidade marginais de X e Y, temos que X e Y sao varidveis

aleatorias independentes se p = 0.

(=) Suponhamos que X 1 Y.

cov(X,Y)

P VVar(X)Var(Y)

cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) =

indep.

EX)EY)-EX)E(Y)=0=p=0paraocy,o2 #0

Logo, quando X e Y sao varidveis aleatérias independentes, o coeficiente de correlagao é nulo.

A primeira implicagdo demonstrada é valida apenas para a distribuicdo normal, enquanto que
a segunda é geral e valida quaisquer que sejam as variaveis aleatérias X e Y independentes.

Exercicio 2.14

[ () (5 (5]

1 T2, |\Tox

T,y) =
f(X,Y)( Y) DY —— ﬁ—pQ

_ 5 _ 1 g12
h= [10] » 2= [021 25]

cov(X,Y) 012 012

P VVar(X)Var(Y) V25 5

Comecemos por identificar a distribuigao de (Y|X = ). Sabemos do exercicio anterior que
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X ~ N(px,0%) equeY ~ N(uy,c%).

_Jan@y) _
W)= Trey ~
[ e () (20
—p2
_ 2noxoy/1—p 1<w7“X)2 _
1 AT
\/ﬂo'xe ’ X
— ;8_2(1;’2) [(w;;X)2_2p(w;:X)(y;$Y>+<y;iy) —(1—p )<JL ux)ﬂ _
V2roy /1 - p?
_ L e[ ) () ()]
Veroy/1-p?
2
1\/762(110)“?,0?)‘)(,0?)] —
V21oy+/1 — P>
1 _ 1 {yiuyip%(I*“X)}z
oy _
Toy —p
1 7/—(/4ry+p::§(m—ux)>:|2
1 2 oy V102
LT -
- fN(uy+pd;/( I(,;X 02 (1—p2)) )

Logo, (V[X =) ~ N (y + p 25 a% (1- p2))-

Neste caso, (Y|X =5)~ N (10 + 2z, /2525 95 (1 - ‘7;52))7 ou seja,

(Y|X =5) NN(IO 25 — 012)
P4<Y <16|X =5)=0954 < P(Y <16/X =5) — P(Y <4|X =5) =0.954 &
Y -1 16 — 10 Y -1 4-1
0 0~ | X =5 0 0 | X =5]=094«<
\/25*012 \/25*012 \/25*‘7%2 \/25*012

= R T (R =0.954 =
\/25 — 0%2 25 — 0%2

> =0.954 &

PRy . R Y ——
/25 — o2, 25 — o3,

20 0 1=0954< @ 0 =0.977 &
/25 — 02, ' V25 — 02, '

6 6
G = 10.977) & /25— oY = — =
25 — 07, (0.977) 127 $-1(0.977)

6 2 6 2
-0 =— —tlos (2
=25~ 00 <<1>—1(0.977)> < o1 g (@—1(0.977)> ] <

6 2

S0 >+
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Logo, p = £39998 ~ 40,799,

Exercicio 2.15
Xi ~ N(0,1),i=1,2

Consideremos as seguintes transformacgoes para aplicarmos o Teorema da Transformagao:

=
Yo=X1 — X5 Y: —2Y; =3X,
g (Y1, Yo) =t R

<93 -1 Vi Y,) — Yi-2Ys R
92 ( 1 2)_ 3 9 S

Y, —2Y:
Xy = 13 2

_ _ _ Yi4Y:
{Y12X1+X2 <:>{Y1JrY23X1 @{Xllgi’

g7 (y1y2) 99y (wi,y2) 11 1

J 1 = _On _Oy2 — |z 3| = _=

(97 %95 ") gy (y1,y2) 995 (y1,y2) % —% 3
oY1 Oy2

Entao, pelo Teorema da Transformacao, a fungao densidade de probabilidade conjunta de Y;
e Y5 é dada por:

f(Yl,Yz)(ylayQ) = f(Xl,Xz) {91_1(2/1792)’92_1@1#2)} ‘J(gfl,ggl)

_ Y1+ Y2 Y1 —2y2\| 1
(57 ()

3 7 3 3

1 e,%{(m;yz )2+(y1—32yz )2]

_ Y1 +Y2 y1— 2y 1
= fxi.x2) -3

T2 x3
1 1,297 —2y1yo+593 1 1 A2
- - () _ —34
f(Y17Y2)(y17y2) 277)(36 B 27T><36
2 _1
Com E(Y7) = E(Yz) = 0 tem-se A? = y'S7ly = w = %' =1]9 2. e
9 9
portanto 3 = ﬁ ﬂ cujo determinante é 9. Assim, Y = (Y7,Y2) ~ N2(0,X) com X = ﬁ ﬂ .

Exercicio 2.16

X ~ N3(0,0%T), logo E(X;) =0e Var(X;) =02%i=1,2, e cov(X;,X2) =0 = X; e X5 sdo
independentes.

2 2 2
A? = XT27IX = (%) + (&> , onde XT ~ N(0,1) e (X) ~ X%1)7i =1,2. Assim, A2 ¢

o o

a soma de dois qui-quadrados independentes, portanto A% ~ Xé).
X0.95(A2) . P(AQ S X0_95) =095 — X0_95(A2) = 5.991.
Exercicio 2.17
X~U(0,1)eY=1-X, com Rx =[0,1] = Ry.
Funcao de distribuicao de Y :
Fy(y) =P(Y <y =P1l-X<y)=P-X=<y-1)=
=PX>1-y)=1-PX<1l—-y) =1-Fx(1-y).

Como Fx(z) =z para0 <z < 1, tem-se Fy(y) =1— (1 —y) =y e portanto Y ~ U(0, 1).
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cov(X,Y)=cov(X,1-X)=E[X(1-X)|] -E(X)E(1-X) =
=BX-X?)-EX)+E}X)=E(X)-E(X? - E(X)+E*X) =
1

=—Var(X) = 13

Exercicio 2.18

(a)
X ~ Bin(n,p), neN, 0<p<1
Recordemos que o suporte de X ~ Bin(n,p) é {0,1,...,n} e o binémio de Newton:
(x+y)" = i (n) akyn =k
k
k=0
X — T - AL T n—x - n T n—x
Px(s) = B(s*) =Y s P(x =2) = Y s (M )pra=p) =3 (") o) (0 —p) =
=0 x=0 =0

=(ps+1-p)"=(1-p+ps)"

B(X) = PL(1) = £ [(1—p+ps)"

=np(l—p+p)" =np

= [np(l -p +p5)”*1}

s=1

2

B(X? ~ X) = B(X?) = B(X) = P{(1) = S [(1—p+ps)"]

= % [np(l —p+p8)"*1} .
2

=nn—1)p*(L—p+ps)" 2 =n(n—1)p
Var(X) = EBE(X?) - E*(X)=E(X?>) - E(X)+ E(X) - E*(X)=n(n—-1)p*+np— (np)* =
=np[(n—Vp+1—np|=npnp—-p+1-np]=np(l-p)
(b)

X ~ Poi(A\), A>0

oo

Px(s) = E(SX) :IZ:OsxP(X =) :ajz_()sxe—k):: = ;)swe_A/II =

= (S/\')I B SN O ) S V¢ B
=0

X

B(X) = PL(1) = dis[efA(lfs)} _ [/\e*A(lfS)} _ =\
B(X* - X) = E(X?) - B(X) = P{(1) = ji ) -

Var(X) = E(X?) - E*(X)=E(X?*) - E(X)+BE(X) - E*(X) = M+ XA - A2 =)
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(c)
X ~ Geom(p), 0<p<1
Px(s) = B (s¥) = Y s"P(X =) = Y s"p(1 - p)* ' =

pll — (1 —p)s]+ps(l —p)
s=1 [1—(1—p)s]?

s=1

d2
B(X* = X) = BX) - BCO) = P = 55 (1=

>s>
_d ( P ) _ —2pfl - (1 —p)sl(p — _
ds \[1 = (1-p)s|* /|, [1—(1-p)s]* s=1
_ =2 -(0-plp—1) _ —2p(p-1) _ 2p(1-p)
[1-(1-p) 1-0-pP P

Var(X) = E(X?) - E*(X)=E(X?) - E(X)+ E(X) - E*(X) =

p(1-p)+p*—p 2p-20°+p*—p _p-p* 1-p
p? P’ P’ p?

Exercicio 2.19

A fungado geradora de probabilidades caracteriza univocamente a distribuigdo de uma varidvel
aleatoria, logo se duas varidveis aleatdrias tiverem a mesma funcao geradora de probabilidades é
porque sao a mesma.

Px(s)=E (sX)

X, ~ Bm(np) neN, 0<p<1

i.4.d

Px(s)=F (SX) =(1—-p+ps)"

o) =B () = [B()] = [0-ptpor) == pepe”
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Obtivemos a funcgao geradora de probabilidades de uma variavel aleatéria com distribuigao
binomial de parametros n? e p, logo

Y ~ Bin <n2,p)

(b)

X; ~ Poi(A), A>0

i.3.d.

Px(s)=F (SX) = ¢ M1-9)

Py(s)=E (SY) = [E (SX)} "t {e—/\(l—S)r — ¢—nA(1-9)

Obtivemos a funcgao geradora de probabilidades de uma variavel aleatéria com distribuigao
Poisson de parametro n, logo
Y ~ Poi(n))

(c)

X; ~ Geom(p), 0<p<1

i.4.d.

Px(s)=E (sX) - ﬁ

Pr(s) = B (") = [E (Sx)r = {1—£s—p)s]

Obtivemos a fungao geradora de probabilidades de uma variavel aleatéria com distribuigao
binomial negativa de parametros n e p, logo

Y ~ BinNeg(n,p)

Exercicio 2.20

Considere-se X — ‘v.a. nimero de frutos produzidos por uma drvore’ X ~ Poi())
Y —‘v.a. nimero de frutos atacados por a lavra’, onde p = P(‘ser atacado’)

(a)

(Y|X =n) é a v.a. que conta o numero de sucessos em n provas de Bernoulli independentes com
probabilidade de sucesso contante e igual a p, logo (Y |X = n) ~ Bin(n,p).

(b)
Funcao de probabilidade marginal de Y :
i) Sem usar fungoes geradoras

“+o0

PY=y)=) PX=aY=2)=) PY=yX=2)P(X=21)=

- =

= x! y y _A/\m py -2 (1—p)~ y)‘z
= —_— 1 —_ =

;y!(w—y)!p (1-2) Z (z—y

(1- AZ*” pY (1= p)A)?
_ —>\ _ —A Y _
= — Z = E@ )\J ZO Z' ==
_ (P)\') oAl _ (P>\') e,
y! y!

que coincide com a fungao de probabilidade de uma variavel aleatoria Poisson com parametro
Ap. Assim, Y ~ Poi(Ap).
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ii) Usando fungoes geradoras de probabilidades
Seja W;—‘v.a. i—ésimo fruto é atacado’, onde W; ~ Ber(p) com W; I W}, para i # j.
Y = szzl W; que é uma soma aleatoria de Bernoulli’s independentes, cuja funcao geradora
de probabilidades (f.g.p.) é dada por:
Py (s) = Px(Pw(s))

Aplicado as expressoes das f.g.p.’s das distribui¢bes Bernoulli e Poisson, onde Py (s) =
(1 —p) + sp e Px(s) = 571 obtem-se Py (s) = e~ A(1=P+sp=1) — Ar(s—1) que coincide
com a f.g.p. de uma varidvel a aleatdéria Poisson com pardmetro Ap. Assim, Y ~ Poi(Ap).

(c)
Para mostrar que Y II (X — Y') vamos comegar por construir a fungéo de probabilidade conjunta
do par (Y, X —Y).

PIX-Y =LY =k)=P(X =1+kY =k =P(X =1+kPY =k|X =1+Fk) =
e*)\)\l*f’k l+k i Ik e*)\)\lJrk L .
- (z+k)!( k )p (1=p) = P mp =
_ A = p)t e TP = p)) e P (Ap)*

k! ) k! ’

onde eﬂpk#p)k = P(Y = k), porque como se demonstrou na alinea anterior Y ~ Poi(\p). Tem-se
assim que o primeiro termo deste produto tem que ser igual & P(X —Y =1).
Como P(X =Y =0Y=k)=PX-Y=0)PY=k)entao YII (X -Y).

(d)
Seja Z ~ Poi(a) e W ~ Poi(f3), com ZIIW. Note-se que a varidvel aleatéria Z+W ~ Poi(a+(5)
uma vez que é a soma de duas variaveis aleatdrias Poisson’s independentes. A distribuigao de
Z ~ Poi(a) condicional a Z + W = n pode facilmente ser obtida com base nos resultados das
alineas anteriores onde se verificou-se que:

Se X ~ Poi(\) e Y ~ Poi(\p) entdo (Y|X = n) ~ Bin(n, 22 = p).

by
Resulta assim que Z|(Z + W = n) ~ Bin(n, ;%3).

Exercicio 2.21

1
X ~ BinNeg (5, 4)

Seja W uma varidvel aleatdria com distribuicao BinNeg(r,p). Entdo, W conta o nimero de
provas (de Bernoulli independentes com probabilidade de sucesso constante) realizadas até se obter
7 SUCESSOoS.

Fw(n) = P(W <n) = P(“n° de tentativas para obter r sucessos ser no mdzimo n”) =
= P( “em n tentativas haver pelo menos r sucessos”) =
P

Y>r)=1-PY <r—-1)=1-Fy(r—1)

com Y ~ Bin(n,p).
Logo,
FBinNeg(r,p) (TL) =1- FBin(n,p) (T - 1)

P(X =12) = P(X £12) = P(X £ 11) = Fgiuv0(5.1)(12) = Frinnag(s,1)(11)
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Sejam Y; ~ Bin (12,1) e Yo ~ Bin (11, 1)

1

BinNeg
P(X < 11) = FBinNeg(57%)(1l)

P(X<12)=F (5.1)(12) Fpin(12,3)(4) = 108424

L= Fpin(11,1)(4) =1 - 08854

P(X=12)=P(X <12)— P(X <11)=1-10.8424 — 1 4 0.8854 = 0.043
é a probabilidade pedida.
Alternativa mais rapida:

P(X =12) = P(Y, = 4) 1 = (Fy(4) — Fy(3))% = (0.8854 — 0.7133)% = 0.043025, com
Yy ~ Bin(11,1).

Exercicio 2.22

Seja X a varidvel aleatdria que conta o nimero de pessoas observadas até serem encontradas 30
com a doenca. Como cada pessoa observada é uma prova de Bernoulli independente das restantes,
com probabilidade de sucesso (ter a doenga) constante p = 0.005, temos que

X ~ BinNeg(30,0.005)

Portanto, a funcao de probabilidade do nimero de pessoas que € necessario observar até se
encontrar 30 doentes para realizar o ensaio é

r—1
29

x—1

fala) = PO* =)= (37

>0.oo530(1 —0.005)*73% = ( >0.0053°0.995x30

e o valor esperado é

30

Exercicio 2.23

Seja X a varidvel aleatéria que conta o nimero de pacotes cheios até surgir o 3°com defeito.
Como cada saco é uma prova de Bernoulli independente dos restantes com probabilidade de sucesso
(ter defeito) constante p = 0.2, temos que

X ~ BinNeg(3,0.2)
e, recorrendo ao resultado do exercicio 2.15., obtemos
P(X < 7) - P(X S 6) = FBinNeg(37042) (6) =1- FBin(6,0.2)(3 - 1) =1- 09011 == 00989

que é a probabilidade pedida.
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Exercicio 2.24

A ~ Gama(n,a), n € N
(X|A) ~ Poi(X)
Queremos mostrar que X tem uma distribuigdo binomial negativa*.

Uma variavel aleatéria que conta o nimero de insucessos até obter r sucessos diz-se ter distri-
buigdo BinNeg * (r,p), onde p é a probabilidade de sucesso.

k+r—1)
r—1

fBinNeg*(r,p)(k) = ( )pT(l _p)k

Procuramos a funcao de probabilidade marginal da varidvel aleatéria X.

POX=2)= [ POE =2l = NN = [ frcn (@) a0 =

oo —A\ T n—1
:/ ¢ A 04670»‘7(0[)\) dx =

o o0
e — Ar+n*1 7)\(a+1)dA _
zl(n —1)! /0 €
a”F(x—i—n) [’} )\m+7z—1(a+ 1)x+7ze—)\(1+a)
- T TeT T )

d\ =

a"T'(z +n)

N rl(n — Dl (a+1)7+" /o faama(atn,at1)(A)dA =

B <x2711><a11>" <a-1u>£: (szll) (aj—l)n<l_ail>z:

= fBinNeg*(n,%ﬂ) ($>

Logo, X ~ BinNeg* (n, ﬁ)

Exercicio 2.25

(a)

A experiéncia é repetida n vezes de forma independente, existem r possibilidades de resul-
tados em cada realizagao e cada varidvel aleatéria X; conta o niimero de vezes que se obtém a
possibilidade ¢ nas n realizagdes da experiéncia, 0 < p; < le Y . ;p; =1, comi € {1,...,7},
entao

X = (Xy,...,X,) ~ Multinomial(n, p1, . ..,p:)

Assim, definindo n; como o nimero de possibilidades ¢ obtidas, temos que >_;_, n; = n. Logo, a

funcao massa de probabilidade de X é dada por

PIX = (npens ] = [Tt s € 01}, Sy =
0, caso contrario
(b)
Como X = (X1,...,Xr-1,X,) ~ Multinomial(n,p1,...,pr—1,Dr), entéo p, = 1 — Z::_llpl
Entao, para r = 2, temos

(X1, X2) ~ Multinomial(n,p1,1 — p1)
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onde p; é a probabilidade de obter a possibilidade 1 numa realizagao da experiéncia.

fMultinomial(n,pl,lfpl)(nhn - nl) = P[(XlaXQ) = (nlyn - nl)] =

n!
nil(n—

{0 , caso contrario

P (L=p)" T se g €{0,1,2}

(m)pi* (L =p1)"~™ , se ny € {0,1,2}

{O , caso contrario

= fBin(n,pl) (nl)

(c)

Comecemos por determinar a distribuigao de cada X;. Sem perda de generalidade, suponhamos

que ¢ = 1.
fx,(n1) =P(Xy =n1) =
n—min—nmji—ngy N——Ngp_3N—r"—Ng_2
=2 X > )R G0 1 (N R (.
no=0 mnz=0 ng_o=0 ng—1=0 n1 n2 k-1
n—mjn—nji—ng N—-—NE_3
_ n n—ny n—mnyp—- " —Nk-3\ ny _no
=2 X > (U, ) n Py Py
na=0 n3=0 ng_9=0 1 2 k-2
n—min—mi—ng MN—:—MNg_4g
WS n—ni n—N1— - —Ng_4\ ny
= () 2 2 > P}
n1 no=0 mn3z3=0 ng_3=0 2 k-3

(" )pir 1= pyr =
n1

= fB'Ln(n,pl)(nl)
Assim, temos que:
X; ~ Bin(n,p;) , Vi € {1,2,...,k}

E(X;)=np; e Var(X;) =np;(1 —p;) , Vi € {1,

(d)

k)

2 N — n—mjp—-"—"Nk_
)p?lpgz"'pkillpk ! P =
Th—2 1 _ _ _ n—ni——ng_o _
P (1 —p1 — - — pr—2) =
k-3 1— o o n—my—-—Np_3 _
Pt (1 =p1— - — pr_3) =

Pela alinea anterior, temos que X; ~ Bin(n,p;) e X; ~ Bin(n,p;), Vi,j € {1,...,k}. Consi-

deremos as varidveis aleatérias seguintes:

1, se na a-ésima realizacao da experiéncia sair o resultado ¢

Zia = ..
0, caso contrario

1, se na ($-ésima realizagao da experiéncia sair o resultado j

Zjp = .
0, caso contrario

Assim, Z;, e Z;3 tém distribuicdo Bernoulli de parametros p; e pj, respectivamente. Logo,

Xi=Y 01 Zia e X;=35.1Zjs.

cov(X;, X;) = cov i&mizjﬁ =

Como as realizagoes das experiéncias sdo independentes, COV(Z,q, Z;3) = 0 para o # (3.
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Para a = 3,

COV(Zia, ng) = COV(Zia, Zja) =
= E(ZiaZja) — E(Zia)E(Zja) = 0 — pip; = —pip;
pois se se obtiver o resultado 7, nao se pode obter o resultado j na mesma realizacao da experiéncia,

logo Z;aZjo = 0.
Logo,

COV X’L7X Z —PiPj = —NP;P;

(e)

X; e X; nao sao varidveis aleatérias independentes para i # j pois Cov(X;, X;) # 0.

Exercicio 2.26

(a)

Como a experiéncia tem 3 resultados possiveis e cada resultado ocorre com probabilidades
que, somadas, ddo 1 e sdo feitas 20 repetigoes independentes, temos que X = (X7, X5, X3) ~
Multinomial(20,0.01,0.04,0.95).

Assim, pelo exercicio 2.25, temos que:

X1 ~ Bin(20,0.01) = E(X;) =20 x 0.01 = 0.2 e Var(X;) = 20 x 0.01 x (1 —0.01) = 0.198
Xy ~ Bin(20,0.04) = E(X3) =20 x 0.04 = 0.8 e Var(Xy) = 20 x 0.04 x (1 —0.04) = 0.768
X1 ~ Bin(20,0.95) = E(X5) = 20 x 0.95 = 19 e Var(X3) = 20 x 0.95 x (1 — 0.95) = 0.95
CcoV(X1, Xa) = cov(Xa, X1) = —20 x 0.01 x 0.04 = —0.008

cov(Xy, X3) = cov(Xs, X1) = —20 x 0.01 x 0.95 = —0.19

cov(Xs, X3) = cov(X3, X2) = —20 x 0.04 x 0.95 = —0.76

Entao, o valor esperado e a matriz de co-varidncias do vector aleatério X = (X1, Xo, X3) sdo,
respectivamente

0.2 0.198 -0.008 -0.19
E(X)= [08] ¢X = [-0.008 0.768 -0.76
19 019 -0.76  0.95

(b)

Para um vector aleatério X = (X;, X, X;), temos que
. P
(Xi|X; =n;) ~ Bin|n—n;, ——
1—p;

Assim, para X = (X1, X2, X3) ~ Multinomial(20,0.01,0.04,0.95) temos

0.95
X3 Xy = 0) ~ Bin (20 — 0, —
(Xs|Xz = 0) m(O O’1—0.04)

P(X1 =2) = fBin(20,0.01)(2) ~ 0.0159

20!
P(X1=0,X2=1,X3=19) = P[(X1, X2, X3) = (0,1,19)] = 0|1'19'0 .01°0.04'0.95' = 0.3019
P(X3 =18 X3 = 0) = fp, (20,005 (18) = 0.0171
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(c)

Como (X7, X5, X3) ~ Multinomial(20,0.01,0.04,0.95), X; ~ Bin(20,0.01), (X2|X; =nq1) ~
Bin (20 —nq, %) e Z?:1 n; =n.

1. Simular 1 valor de X; ~ Bin(20,0.01): z;:

1.1. Gerar 20 valores de U; o Unif(0,1): uq,...,u20;

1.2. Para cada i € {1,...,20}, atribuir

~_J0,seu; >0.01
i = 1,sewu; <0.01

1.3. Calcular
20
xr1 = Zyz
i=1

2. Simular 1 valor de (X3|X1 = 21) ~ Bin (20 — z1, 55): @2
2.1. Gerar 20 — z; valores de U; -~ Unif(0,1): v1,...,020—2;

2.2, Para cada j € {1,...,20 — x1 }, atribuir

{O,sevj>4
Zj =

|~ 8

1,seu; <

2.3. Calcular
20—m1

To = E Zj
J=1

3. Calcular 3 =20 — 21 — 2o
4. Construir o vector x = (x1, 2, x3).

Exercicio 2.27

Matéria 2°TESTE
Apliquemos o método de aceitacao-rejeicao. Consideremos a varidvel aleatéria Y ~ Unif {1,2,3,4}.

1.sey€{1,2,3,4}
0, caso contrario

P(Y—y)—{

1,seO§u<i 1,se0<4u<1
2,se 1 <u<i 2,sel<du<?2
= - sy = - & = [4u| +1
i P e I
4,se%<u<1 4,se3<4u<4
P = P(X =
¢ = max ( y):maXM:4xO.35:l.4

e,
—
I
<
S~—
—
\
e

. Gerar um nimero pseudo-aleatério de U ~ Unif(0,1): ;.
. Atribuir y = |4u] + 1.

. Gerar outro nimero pseudo-aleatério de U ~ Unif(0,1): ua.

. Seuy < %, entao atribuir x = y, valor de X. Caso contrario, voltar ao passo 1.

=W N =
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Exercicio 2.28

(a)

Comecemos por mostrar que X = >_._, Y; ~ BinNeg(r,p) com Y; ~ Geom(p).

i.4.d.
Pa(o) = B (+%) = (s507) -

r

~e(IT) 2, T () 5 [2()] -

1

Obtivemos a expressao a funcao geradora de probabilidades de uma varidvel aleatéria com

distribuicao Binomial Negativa com parametros r e p.

Procuremos agora simular valores de Y ~ Geom(p).

PY =k)=p(1l-p)* ', ke{1,2,...}

k
Fy(k)=P(Y <k)=> P(Y=i)=) p(l—-p) ' =
i=1 i=1
_ i1 pll=QQ—-p*
_p;(l_p) 1_ 1_(1_]7) 1_(1_p)k

Assim, tomando U ~ Unif(0,1),

Y=kseFy(k—1)<U<Fy(k)el-(1-pl<Uu<i-(1-prse
sl-pr<1-U<(@-pF!

Mas (1 —U) ~ Unif(0,1),logo Y =k se (1 —p)* <U < (1 —p)k—L.
Y:min{i: U> (l—p)i} =min {i: logU >ilog(l1—p)} =

min{i'lOgU <i} { log U
" log(1—p)

—| +1
log (1 — p)J
Podemos entao construir o seguinte algoritmo para gerar nimeros pseudo-aleatorios de X ~
BinNeg(r,p).

1. Gerar r valores de U; -~ Unif(0,1): uy,. .. up;

2. Para cada i € {1,...,r}, gerar valores de Y; ~ Geom(p), atribuindo

i.i.d.

log u; J
yi= [ [ +1
Log(l—p)

3. Calcular

s
T = Zyz
i=1
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(b)
P =)= (12 ) a-pi e )
(71)' r j—r _ (71)' r j—r
PX=i) = gy - T = e
. . ]' r jHl—r _ j(l_p) (J_]-)' T j—r _—
PX =i+ =i O T = T S e T =

Jd—p :

=fL—lHX=ﬁ
j+1l—r

Entao, com U ~ Unif(0,1),

T, OSU<FX(’I“)
r+1, Fx(r)<U<Fx(r+1)=Fx(r)+P(X =r+1)
r 42, FX(?"+1)SU<FX(7‘—|—2):FX(T+1)+P(XZT+2)

Podemos entao construir o seguinte algoritmo para gerar recursivamente nimeros pseudo-

aleatérios de X ~ BinNeg(r,p).
1. Gerar um valor de U ~ Unif(0,1): u;
2. Inicializar as variaveis:

147

q<p

F+q
3. Seu < F,

3.1 entao x = 1.
3.2 Caso contrario, atribuir

L -p)

t+1—7r
F+—F+gq
14 1+1

e regressar ao passo 3.
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