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Introdugao

A hereditariedade conforma o conjunto de processos biolégicos que assegura a
transmissao das caracteristicas dos progenitores para os descendentes. Cada individuo
possui um par de genes (alelos) que expressam uma determinada caracteristica. Cada
um desses alelos provém aleatériamente de cada um dos progenitores. Por norma uma
caracteristica possui sempre um alelo dominante (que designaremos por A) e um alelo
recessivo (que designaremos por a). Posto isto, face a um gendtipo homozigético (AA ou
aa), o individuo expressara sempre a caracteristica codificada pelos Unicos alelos que
possui (A ou a). Face a um gendtipo heterozigdtico (Aa), o individuo expressard a
carateristica determinada pelo alelo dominante (A). Isto é aquilo a que se chama

hereditariedade autossomica.

Por outro lado temos também a hereditariedade ligada ao sexo. No caso da
hereditariedade ligada ao cromossoma X, o homem possui apenas um gene (A ou a) e
expressara sempre essa caracteristica, ao passo que a mulher possui os dois genes (AA,

Aa ou aa) e neste caso funcionard como a hereditarideade autossdmica.

Num primeiro exemplo iremos explorar a distribuicdo de gendtipos numa populagdo de
plantas ao serem cruzadas com plantas sempre do mesmo gendtipo e num segundo um
exemplo mais concreto, relativo a hereditariedade ligada ao sexo. Para isso iremos
recorrer aos conceitos de matriz diagonalizdvel, valores e vetores préprios
disponibilizados pela disciplina de Algebra Linear, que serdo muito Uteis nesta area,

como poderemos posteriormente analisar.



Caso 1: Distribui¢cdao de gendtipos numa populagao de plantas

Para comecar, vamos analisar as probabilidades que cada um dos possiveis gendtipos

da descendéncia tem de ocorrer com base nos genétipos dos progenitores:

Tabela 1
Posto isto, em termos de probabilidade, é possivel organizar os dados da seguinte

maneira:

Tabela 2

Seja:
e an— proporc¢do de plantas de gendtipo AA na n-ésima geracao
e b, —proporgao de plantas de genétipo Aa na n-ésima geracao

e c,— proporcdo de plantas de gendtipo aa na n-ésima geracao
Note-se que para qualquer caso an+ bn+cn=1

Caso 1.1: Cruzamento sempre com individuos de gendtipo AA

Com base nos dados da tabela 2, é facil chegar a conclusao que:

e ap=lani+ 1/2 bn-1+ 0 cCn1
e bn=0an1+ 1/2 bn1+1cna

e cn=0an1+0bn1+0cn1

E podemos escrever este sistema linear sob a forma de uma equag¢ao matricial:



an 1 1/2 Olfan—-1
[bn]— 0 1/2 1 bn—-1

cn 0 0 0 cn—1

- /
N

Xm = A . X1

Note-se que: XMW =A . XMD=A (A XM2)=A2 X2 = =A" XO

Portanto se conseguirmos arranjar uma expessao para A" conseguimos facilmente
encontar uma expessao para X" e assim seremos capazes de retirar conclusdes acerca

dos genétipos da populacdo com o passar do tempo.

Comecemos por encontar uma matiz D diagonal e uma matriz P invertivel tal que:

A = PDP

1-2 14, o
det(A-N)=| o 1/ 2y q[=-A ) =- AN/
0 20 —-A /2_)\

Valores préprios de A:A1=0,A=1, A3 = 1/,
Vetores préprios associados a cada valor préprio:

e Eni=N(A-01)={(z,-2z,2z) e R3,ze R}

1 1 0 z é livre

1/2 1/2y+z=09y=-22
0 /2 x+1/2y=06x=z
O 0 O

(1, -2, 1) é um dos vetores associado ao espaco proprio de A1 =0



e En=NA-1)={(x0,0eR3,zeR}

0 1/2 0 0 1/2 0 z élivre
- » —> =0
-1/, 1 1 1|
o 0 -1 - 01 x=0

(1, 0, 0) ¢ um dos vetores associado ao espago propriode A\, =1

o En=NA-1,)={(yy0eR? zeR}
1/2 1/2 0 1/2 ]_/ y é livre
0 0 — x=-y
0 0 1/2

(-1, 1, 0) é um dos vetores associado ao espaco proprio de Az = 1/2

z=0

Assim sendo:

0 0 O 1 1 -1
p=|0 1 O p=[—2 0 1]
o o 1/ 1 0 0
Falta-nos apenas calcular P1. Utilizando o método de elimina¢3o de Gauss-Jordan:
[ 1 1 —-1(1 0 1 0 O
—201010] ’[02—1210]
(1 0 0 [0 O -1 0 1
11 -1/1 0 —1/1 0 0 1 0[1 1 2
0 2 =112 1 —1 2 1 0}*[ 2 0]2 2 2‘
0o o 110 1/, 1 01 2 0 1/0 1 2
1 0 00 0 1
01 1 1
110 1 2
0
1
0

0 1
[ 1 4
1 2



X = A", X = pp7PT. X =

1 1 -17[0 0 0 0 0 1] [aO0
I—z 0 1].0 1 0 .I1 1 1Hb0]=
0

1 0 0o 0o (1) lo 1 2llco

0o 1 -(%) 10 0 177(a0
oo [ 1ol

0 0

1 1-(1)" 1-(14)"] a0
o (" (R '[’;3]=
0 0

0

a0 + b0 +c0 — (1/5) b0 — (1/,)"c0

b0 — (1/2)n tc0- (1/2)n_1
0

Relembrando que ap + bo + co=1:

an= 1—(1/2)”bo - (1/2)"co — 1

bn=(1/5)"bo +(1/5)"co —> 0

cn=0

Isto significa ao longo do tempo, do cruzamento de uma popula¢ao com individuos de
gendtipo homozigdtico dominante resultard uma populacdo com esse mesmo genétipo

(AA).

Serd facil de perceber que do cruzamento de uma populacdo com individuos de
genodtipo homozigdtico recessivo resultara também uma populagcdo com esse mesmo

genoétipo (aa), ja que:

e an=0an1+0bn1+0cCn1
e bpn=1lan1+ 1/2 bn1+0cn1

L anoan—l+1/2 bn-1+ 1 cn1

E portanto os cdlculos serdao muito semelhantes.



Caso 1.2: Cruzamento sempre com individuos de genodtipo Aa

Tendo por base as probabilidades da tabela 2 conclui-se que:

® ap= 1/2 dn-1 + 1/4 bn1+0 cn1
e b,= 1/2 an-1 + 1/2 bn1 + 1/2 Cn-1

° Cn=oan-1+ 1/4 bn-1+ 1/2 Cn-1
E podemos escrever este sistema linear sob a forma de uma equagao matricial:
1 1
an I[/Z /4 0]|an—1
AR
cn—
Lo 1, 1/2J

N /
hd

Xm =B . X1

Vamos de novo arranjar uma matriz D diagonal e P invertivel tal que B=PDP*:

-2 1y, 0
det(8-An)=| 1/, -2 1/
0 e -2
1,2 Yy—2 1 RY Y
’ Yy Yol "o 1y

=Yy =01y =12-Yg) - Y A/ (Y= D) =2 (13— Da-1)
Valores préprios de B: A1 =0, A2=1/,, As=1

e Ea=N(B-0l)={(z,-2z,z) e R3,ze R}
1/2 1/4 0 1/2 1/4 0 1/2 1/4 o | 2¢tive

[1/2 Yy Yol 0 Y 1/21

Lo Ay 150 Lo 1/, 15 0 0 0] Yerlaymooxs:

(1, -2, 1) é um dos vetores associado ao espco prépriode A1 =0

1/ +1/ 7=06y=-2z
— 0 1/4 1/2 4Y*7/2 y



e En=N(B-1,1)={-20,z)eR?,zeR}

[ 0 1/4 0 0 1/4 0 z élivre
2 0 Ty, 0 1y, oo
l 0 1/4 0 J 0 0 0 1/2x+1/zz=06x=-z

(-1, 0, 1) é um dos vetores associado ao espaco proprio de A; = 1/2

o [Li3=N(B-11)={(z,2z,z) e R3,ze R }

DA I AT o
1 1 1 1 1
| 2 = T 0 T 2 0
| o 1, —1/2J | o Y, —1/2J 0
z é livre
-1/4y +1/22=O@y=22
—1/2x+1/4y=06x=z
(1, 2, 1) € um dos vetores associado ao espaco propriode Az =1
0 0 O 1 -1 1
p=[0 1/, 0 p=[—2 0 2]
0O 0 1 1 1 1
1 -1 1{1 0 O 1 -1 1,1 0 O
[—2 0 20 1 OIH[O -2 412 1 0]4'
1 1 10 0 1 0O 2 0|—-1 0 1
1 -1 1|1 0 0 1 -1 0|3, -1, -1,
0 =2 412 1 07—/ ™>fp -2 0] 1 0 -1 |
O 0 4|1 1 1 0 0 4| 1 1 1
1 0 0 1/ _1/ / 1 0 O 1/ —1/
4 Y 4 4
0 -2 01 0 -1 o1 0|=-1/, 0
0O 0 4|1 1 1 0 0 4 1 1



X = g". X = pDp"p1. XO =

—1 11 [0 0 1/4 10 Yl 1a0
=[ H (1/2) 2 0 1/2-[b0]=

0 1 cO

o -(Y)" 1| [Yy -4
=0 0 . 2. _1/2 [
[
|
|
|

) 1|1

()" + Yy My ~(f)" 4 Y]
1/2 1/2 1/2 | [ ]
~UR)" "+ Yy Yy (R Y,
[1/, (@0 + b0 + c0) + (1/,)"" a0 - (1/,,)
= 1/, (a0 + b0 + co)

1/, (a0 + b0 + c0) — (1/2) "0 + (1/,)

Tl+1

n+1

Posto isto conclui-se que:

an=1/,. 1+ (/a0 - (/)" co—> 1/,

bn=1/2 . 1=1/2

cn=1/,.1- (/)™ a0 + (Y co —> 1/,

O que significa que ao longo do tempo, do cruzamento de uma populagdo com

individuos de gendtipo heterozigdtico resultard uma populacdo metade heterozigética

(Aa), um quarto homozigética dominante (AA) e um quarto homozigdtica recessiva (aa).
Caso 2: Hereditariedade ligada ao sexo

O daltonismo é uma caracteristica hereditaria recessiva determinada por um gene no
cromossoma X. As mulheres possuem dois destes cromossomas e os homens apenas
um, pelo que cada filho do sexo masculino de um casal recebe apenas um cromossoma
X da mae, enquanto cada filha do sexo feminino de um casal recebe um cromossoma X

da mde e um do pai. Assim, numa populacdo masculina (M), a propor¢ao de genes



recessivos na n-ésima geragao serd igual a propor¢ao de genes recessivos na populagdo
feminina (F) da geragdo anterior, enquanto a propor¢ao de genes recessivos na
populacdo feminina na n-ésima geracao serd dada pela média da proporcdao de genes
recessivos da populagdao masculina e feminina na gerac¢do anterior. Com isto podemos

escrever um sistema linear:

M) =0 MY 4 1 F-D)
Fln) = 1/2 M1 4 1/2 F(n-1)

Que na forma matricial corresponde a:
M@ 0 1 M@=1
<n>]= 1, Y [ <n—1>]
F 2 2|LF
\_ %
Y
X0 = C . X1

Iremos de novo encontar D diagonal e P invertivel tal que C=PDP!:

—-A 1
det(C—)\I)=‘1 1, _ ‘:-7\(1 —n-1=a-1)(1/, +2)
/2 /o= /2 /2 /2
Valores préprios de C: A1 =1, A=— 1/,
o En=N(C-1)={lyy)eR?,zeR}

y € livre

-1 1 -1 1
—>
[1/2 _1/2] [0 0] -x+y=0&>x=y
(1, 1) é um dos vetores associado ao espago propriode A1 =1

e En=N(C+14)={(-2y,y)eR?,zeR}

1/2 1 [1/ 1] y é livre
N s
1/2 1 0 0 1/2x+y=06x=-2y

(-2, 1) € um dos vetores associado ao espaco proprio de A; = 1/2

o=l _1,] e=[} 7]



H R I B

[1_2 1 Ol 10
-1 1 o 1 [-1/3 1/ 0 1

i 1/3 2/3
_1/3 1/3

X" = C". X© = pprpt, X =

ALl [ D)

1 1 (Y, )H ]M@) 1, 1= 2+ /) [M©
31 (1 FOI Bli+0/ 2+ 1) | [ FO

4 _M(O) + ZF(O) _ (1/2)n71M(0) + (1/2)1111;'(0)]
_M(O) + ZF(O) _ (1/2)n—1M(0) + (1/2)n—1F(0)

MO 42O (1) 3011y O 4 1/, 3001 ©) ORI
3 - 3

M) =

M(O) -I-ZF(O) _(1/2)n—1M(0) +(1/2)n—1F(0) M(O) +2F(0)
3 3

F(n) =

Estes limites levam-nos a concluir que com o passar do tempo, a proporcao de genes
para uma caracteristica ligada ao cromossoma X recessiva (como é o caso do

daltonismo) na popluagao masculina e feminina vao tender para o mesmo valor.
Conclusdo

A disciplina de Algebra Linear permite-nos invertigar a propagacdo de uma dada
carateristica hereditaria ao longo de varias geracdes permitindo-nos tirar conclusdes
acerca disso. Essas conclusdes podem ter varias aplica¢des praticas como por exemplo,

sobre técnicas de controlo de doencas e pragas em populacdes de animais e plantas.

Esta é uma das muitas areas onde Algebra Linear é uma ferramenta muito Util na

resolucao de problemas.

1/3 2/3

_1/3 1/3
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