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Grupo I 10 valores

1. A varidvel aleatdria X representa o tempo de reparacdo de um regulador de tensdo eléctrica de um
automovel e possui funcao de densidade de probabilidade dada por

0.50 ,-0vx
fX(JC):{ 0\/;3 =0,

R x<0,

onde 0 (6 > 0) é um parametro desconhecido. Seja (Xj, ..., X;;) uma amostra aleatéria de X.
(a) Deduza o estimador de maxima verosimilhanca de 6, com base na amostra aleatéria acima. (3.0)

* V.a. de interesse
X = tempo de reparacdo de um regulador de tensao eléctrica de um automovel

* Ed.p.de X

0.50 ,—60/x
—=e , x=0
Y(x)={ V¥
L { 0, x<0
¢ Parametro desconhecido
0, 6>0
e Amostra

x = (x1,...,Xx,) amostra de dimensao n proveniente da populacdo X.

e Obtencio do estimador de MV de 6

Passo 1 — Funcdo de verosimilhanca

L©O1x) = fx®

Xiiidep Hin(Xi)
i=1

e HfX(xz)
i=1
n (0560 _, ﬁ)

= —ce

iee

" -0.5 "
= 0,5”x9”x(nx,~) xexp(—@Z\/x_i), 6>0

i=1

Passo 2 — Funcao de log-verosimilhanca

n n
InL(0|x) = nIn(0.5) + nIn@) -0.5 ) In(x;) -0 ) Vx;
i=1 i=1

Passo 3 — Maximizacao
A estimativa de MV de 6 é doravante representada por 6 e

dInL(0]x) . . .

A P 0 (ponto de estacionaridade)
d?InL(8]x) ‘o
AT g = 0 (ponto de maximo)
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, . [ 3EhivE=o
. <0

Rl=

0

n
Y VX
n -\ 2
3 (Zizln\/XT) <0 (proposicao verdadeira).

Passo 4 — Estimador de MV de 0

EMV(6) = —

i=1 VXi

(b) Tendo-se recolhido uma concretizacao (xy,...,x19) para a qual Z%gl VvXi = 9.615, obtenha a (2.0)
estimativa de maxima verosimilhanca da probabilidade de tal tempo de reparacao exceder 4.

Nota: A funcio de distribuicdo de X é dada por Fx(x)=1—-e? vx para x = 0.

¢ Estimativa de MV de 0
A n
0 = n =
ZiZl v Xi
10

9.615
1.040042

I

e Outro parametro desconhecido
h(©) P(X >4)
= 1-Fx4)
= 1-(1-¢V4)
e 0V4

» Estimativa de MV de £ (60)
Invocando a propriedade de invariancia dos estimadores de mdaxima verosimilhanca,
concluimos que a estimativa de MV de h(0) é
RO = h@)
AL

—1.040042x /4

I

e
0.124920.

I

2. Considere que a varidvel aleatéria X; (respetivamente X)) representa a concentracdo de PCB
(policloretos de bifenilo, em partes por milhdo) em peixes provenientes do rio que recebe descargas da
fabrica 1 (respetivamente da fabrica 2). Ao selecionarem-se casualmente 40 peixes de cada um dos rios,
obtiveram-se os seguintes resultados: *; = 6.450, sf =1.451795, X, = 7.515, sg =1.641308. Admitindo
que X; e X, sdo varidveis aleatérias independentes:

(a) determine um intervalo de confianca aproximado a 90% para E(X;) — E(X»2) = p1 — t2; (2.0)

¢ V.a. de interesse
X; = concentracdo de PCB em peixes prov. do rio que recebe descargas da fabrica i, i = 1,2

* Situacao
X; v.a. com dist. arbitrdria, valor esperado p; e variancia 0‘12., i=1,2
Xy X5
(1 — 42) DESCONHECIDO
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o4 e 05 desconhecidas [ndo necessariamente iguais]

ny = np =40 > 30 [i.e., ambas as amostras sdo suficientemente grandes].
* Obtencio do IC para y; — u»

Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para y; — y»

X - Xo) - (u1 —
Z=( 1 2)— 'UZ)ﬁnormal(O,l)

2 2
S
ny ny

[dado que pretendemos determinar um IC para a diferenca de valores esperados de duas
populagdes com distribui¢bes arbitrarias independentes e com varidncias desconhecidas,
dispondo de duas amostras suficientemente grandes.]

Passo 2 — Obtencio dos quantis de probabilidade
Ao ter-se em conta que (1 — &) x 100% = 90%, faremos uso dos quantis

ag = O (@/2) = ©1(0.05) = —®~1(1—0.05) “*Pe'¥ Al 1 6449
by = 11— a/2) = d-1(0.95) "“PHY I 6449,

[que enquadram a v.a. fulcral Z com probabilidade aproximadamente igual a 90%.]
Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plag<Z<by)=1-«a

P ag < (5(1—)_(2)—(#1—#2) < ba ~1l-qa

- 2 2
8.5
np

Xy= o) = b %\ S S <y =y = (R — Ko - S S P
(X1 =Xo) = b x\[ 7+ 5 S —p2 = (X1 = Xp) —da x\[ 50 + 5 a

Passo 4 — Concretizacdao
Tendo em conta que

p

2 2

S S
ICH-_ayx100% (1 — o) = | (R1 = %) 2@ A —a/2) x || =+ =],

ni no

e aos valores dos quantis acima e de n;, X;, sf (i=1,2), temos

1.451795 N 1.641308
40 40

ICo0% (11 — p2) = (6.450—7.515)J_r1.6449><\/

=~ [-1.065+1.6449 x 0.278078]
~ [-1.522411, —0.607589].

(b) confronte as hipéteses Hy: 1y = pp € Hi : py < u2, calculando para o efeito o valor-p aproximado.

* V.a. de interesse e situacao
Ver alinea (a).

* Hipéteses
Ho:pn—p2=po=0
Hy:tpy —p2 < Ho

¢ Estatistica de teste

X1 - Xo) -
T= M ’ZHO normal(0, 1)

2 2
L
ny ny

Péagina3de?

(3.0)



[uma vez que se pretende efectuar um teste de igualdade dos valores esperados de duas
populacdes com distribui¢bes arbitrarias independentes e com varidncias desconhecidas,
dispondo de duas amostras suficientemente grandes.]

* Regido de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)
Estamos a lidar com um teste unilateral inferior (H; : u; — 2 < o), logo a regido de rejeicao
de H, (para valores da estatistica de teste) é do tipo W = (-0, ¢).

* Decisao (com base no valor-p aproximado)
O valor observado da estatistica de teste é igual a
(X1 —X2) — Mo

2 2
S, 5%
ny na

(6.450-7.515)-0
\/1.451795 4 1.641308

40 40
=~ —3.829856.
Dado que a regiao de rejeicdo deste teste é um intervalo a esquerda, temos:

valor —p = P(T < t| Hyp)
= (1)
= ®(-3.83)
= 1-®(3.83)

calc/éabela 1-0.999936

= 0.000064.

Logo é suposto:
— nao rejeitar Hy a qualquer n.s. @y < 0.0064%;

— rejeitar Hy a qualquer n.s. ap > 0.0064%, nomeadamente a qualquer dos n.u.s.
(1%, 5%,10%).

Grupo II 10 valores

. Uma engenheira defende a hipétese Hy de que o primeiro algarismo (X) da massa atémica de elementos
quimicos com que habitualmente lida possui funcdo de probabilidade

1
P(X=1) :log10(1+;), para i=1,2,...,9.

Uma amostra casual de 100 desses elementos quimicos conduziu ao seguinte quadro de frequéncias:

Primeiro algarismo da massa atémica | 1 2 3 4 5 {6,...9
Frequéncia absoluta observada 47 19 6 4 7 17
Frequéncia absoluta esperadasob Hy | 30.1 E; 125 9.7 7.9 Eg

(a) Calcule os valores das frequéncias absolutas esperadas E, e Eg (aproximando-os as décimas). (1.0)

* V.a. deinteresse
X = primeiro algarismo da massa atémica de elementos quimicos com que a engenheira lida

e Ep. conjecturada
logyo(1+1%),i=12,..,9

* Frequéncias absolutas esperadas omissas
Atendendo a dimensao da amostra n = 100 e a f.p. conjecturada, segue-se:

1
100 x log,, (1 + 5)
17.6;

E;

I
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5
Es = n-) E;

~ 100-(30.1+17.6+12.5+9.7+7.9)
= 222

(b) Teste a hip6tese conjeturada pela engenheira, ao nivel de significancia de 5%. (3.0)

* Hipoéteses
Hy:P(X =i)=log,y(1+3), para i=12,..,9
H1 . _lHo

* Nivel de significincia
g = 5%

¢ Estatistica de Teste

(= E)2
T = Z - Ho X(k B-1)

onde:
k = No. de classes = 6
O; = Frequéncia absoluta observavel da classe i
E; = Frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i

B = No. de parametros a estimar = 0 [dado que a distribuicdo conjecturada em Hj esta
completamente especificada, i.e., Hy é uma hipétese simples.]

» Frequéncias absolutas esperadas sob H
De acordo com a tabela facultada e a alinea (a), os valores das frequéncias absolutas
esperadas sob Hj aproximados as décimas sdo: E; = 30.1; E» = 17.6; E3 = 12.5; E; = 9.7;
E5=7.9; Eg =22.2;
[De notar que nio é necessdrio fazer qualquer agrupamento de classes uma vez que em pelo
menos 80% das classes se verifica E; =5 e que E; = 1 para todo o i. Caso fosse preciso efectuar
agrupamento de classes, os valores de k e c teriam que ser recalculados...]

* Regido de rejeicao de Hy (para valores de T)
Tratando-se de um teste de ajustamento, a regido de rejeicao de Hy escrita para valores de T
é o intervalo a direita W = (¢, +00), onde

c=F; (-apQ=F; (1-0.05= Fl -1(0.95) "4belaleale 11 o7,

(k—p-1) (6-0-1)

* Decisao
No célculo do valor obs. da estatistica de teste convém recorrer a seguinte tabela auxiliar:

Classe i Freq. abs. obs. Freq. abs. esper.sob Hy Parcelas valor obs. estat. teste

i 0; E; 0 Efz)
1 ) 47 30.1 U707 ~ 9,489
2 2} 19 17.6 0.111
3 {3} 6 12.5 3.380
4 {4} 4 9.7 3.349
5 {5} 7 7.9 0.103
6  16,...,9 17 22.2 1.218
¥k 0;=n=100 ¥k Ei=n=100 = u ~17.650

Umavezque ¢t =17.65€ W = (11.07, +00), devemos rejeitar Hy ao n.s. de ay = 5% [ou qualquer
outro n.s. superior a ag].
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2. Um conjunto de 18 medicoes independentes conduziu aos seguintes resultados referentes ao indice
refrativo (x) e a densidade (Y) de pedacos de vidro encontrados em locais onde ocorreram crimes:

18 18 18
X=1517889, ) x7=41.471946, y=2.491111, Y y?=111.704964, ) x;y;=68.062907,
i=1 i=1 i=1

onde [min;=;, 1 X;, max;=1, 1s X;| = [1.514, 1.525].
(a) Obtenha a estimativa de minimos quadrados do valor esperado da densidade do vidro com indice (2.0)
refrativo igual a 1.52.

* [Hipoéteses de trabalho
E(€)=0,V()=0%i=1,...,n
cov(e€ej)=0,i#j,i,j=1,...,n]

» Estimativade MQde E(Y | x) = o+ 1 x com x =1.52

Dado que
n=18
X =1.517889

" X7 =41.471946

" X5 —n(%)? =41.471946 — 18 x 1.517889% = 0.000180
j=2.491111
Y,y =111.704964

Y yi—n(7)?=111.704964 — 18 x 2.491111% = 0.003552

Y xiyi = 68.062907
Y Xiyi—nXy=68.062907 — 18 x 1.517889 x 2.491111 =~ 0.000767,
as estimativas de MQ de 31, o e E(Y | x) = Bo + B1 x sdo, para este modelo de RLS, iguais a:
b = Y Xiyi—nxy
Y, % - n(®)?
0.000767
0.000180
~ 4261111

Bo = 7-Pixx
~ 2.491111-4.261111 x1.517889
~ —-3976783

EYlx) = Bo+pix
—3.976783 +4.261111 x 1.52
2.500106.

I

I

(b) Admitindo a validade das hip6teses de trabalho habituais para o modelo de regressdo linear simples  (3.0)
de Y em x, teste a significadncia do modelo de regressao linear simples ajustado, ao nivel de 1%.

* [Hipéteses de trabalho

€; iid. normal(0,02),i=1,...,n]

o Hipdéteses
Hy:f1=p10=0
Hy: f1# Pro

* Nivel de significincia
ao = 1%
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¢ Estatistica de teste

_ _Bi-Pip
T=——~H, tn-2
6—2
n o x2—nx?

i=1"i
* Regido de rejeicao de Hy (para valores de T)
Estamos a lidar com um teste bilateral (H; : B, # 0), logo a regido de rejeicdao de Hy é do tipo
W = (—o00,—c) U (¢, +00), onde c: P(Rejeitar Hy | Hp) = ay, i.e.,
c = F' 1-ay/2)

lin-2)
= Fy\ ,(1-0.01/2)

tabelalcalc.

2.921.

¢ Decisao
Atendendo aos valores obtidos em (a), assim como o de

(£ v2-n7)-6° (£ -]

= ﬁ (0.003552 — 4.261111% x 0.000180)
0.000018,
o valor observado da estatistica de teste é igual a
pr-Pro
52

n D_ o2
1 X —nx

1
&2
n-2

I

r =

4.261111-0

0.000018
0.000180

4.261111
v0.1
13.474816.

Como t =13.474816 € W = (—00,—2.921) U (2.921, +00) devemos rejeitar Hy ao n.s. de ag = 1%
[bem como a qualquer n.s. superior a a].

I

(c) Calcule e interprete o valor do coeficiente de determinacao do modelo ajustado. (1.0)

* Calculo do coeficiente de determinacao
- (2, xiJ’i—nJ_C)_’)z
(B k- < (S, v] - n i)
0.0007672

0.000180 x 0.003552
0.920122.

r

I

* Interpretacao coeficiente de determinacao
Cerca de 92.0% da variacdo total da varidvel resposta Y é explicada pela varidvel x, através do
modelo de regressao linear simples ajustado, donde possamos afirmar que a recta estimada
parece ajustar-se muito bem ao conjunto de dados.
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