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DE MATEMATICA TODOS OS CURSOS 30/01/2018 - 15:00
TECNICO LISBOA

Duracgdo: 90 minutos 22Teste C

Justifique convenientemente todas as respostas

Grupo I 10 valores

1. A variavel aleatéria X representa o ntimero de acessos a um pequeno servidor e possui funcao de
probabilidade

PX=x)=x+DA-p)*p? x=012,...,

onde p é uma probabilidade desconhecida. Sejam (Xj,...,X,) uma amostra aleatéria de X e X =
1
n Z?:1 Xi.
(a) Mostre que o estimador de médxima verosimilhanc¢a do parametro p, com base na amostra aleatéria (2.5)
acima, é dado por 2/(X +2).

¢ V.a. de interesse
X =numero de acessos a um pequeno servidor

e Ep.de X
PX=x)=(x+1)(1A-p)*p?> x=0,1,2,...

e Parametro desconhecido
p, 0=p=1l

¢ Amostra

x = (x1,...,Xx,) amostra de dimensdo n proveniente da populacao X

e Obtencdo do estimador de MV de 6
Passo 1 — Funcao de verosimilhanca
Lip|x) = PX=x

X;ind n
P TP =x)
i=1

n
X TP =x)
i=1

= [llw+na-p*p’]
i=1

Q-pZiatip? 0<p=<1

[Txi+D
i=1

Passo 2 — Funcao de log-verosimilhanca

n

InL(plx)=) In(x;+1D+In(l-p) ) x;+2nln(p)
i=1 i=1

Passo 3 — Maximizacao
A estimativa de MV de p passa a ser representada por p e

dinL . .
dinLiply) =0 (ponto de estacionaridade)
. ap p=p
p d*InL(p|x) a0
—Z <0 (ponto de maximo)
P p=p
_LiLX%i 20 _
=5 t 0
_LLi N 2n
a-pr g <0
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—pni+2n-2np=0 < p=:5

A - -
[ 2")2 [: _n@2y’| o (prop. verdadeira porque 7 > 0, caso X > 0).

_ _
(1-%) (& 2%

Passo 4 — Estimador de MV de 1

2
EMV(p)= ——.
(p) X+2

(b) Obtenha a estimativa de mdaxima verosimilhanca de P(X = 4) baseada na concretizacdao (1.5)
(X1, X2, X3, X4, X5) = (3,9, 8,18, 8).

» Estimativa de MV de p
2

X+2

A

2

3+9+85+18+8 +2

10

3+9+8+18+8+10
5

28

0.178571

I

e Outro parametro desconhecido
h(p) = P(X=4)
» Estimativa de MV de h(p)

Ao invocar a propriedade de invaridncia dos estimadores de méxima verosimilhanca,
obtemos a estimativa de MV de h(p):

hp) = hp)
- 5(1-p)tp?
~ 5x(1 —0.178571)4 x 0.1785712
=~ 0.072589.

(c) Sabendo que E(X) = % — 2, determine o enviesamento do estimador X na estimacdo de I_Tp e (1.5

., = . 1-
averigie se X é um estimador centrado 7’0 .

¢ Estimador de I_TP

T=X
¢ Enviesamento do estimador
- 1-p 1-p
EX)—-—— = EX)———
p p
2 1-
- (-2
p p
_ Llop
p

¢ Conclusao
Uma vez que

1-p

o T se diz um estimador centrado de =2 caso E(T)- =L =y, Vp,

p p
o E(X)-SL#0,Ype(O,D),

q % 2 . = . . =
podemos concluir que X é um estimador nédo centrado (i.e., enviesado) de TP‘
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2. O custo de produgdo de um certo artigo (X) possui distribuicio normal com valor esperado
desconhecido e desvio padrao igual a 5 euro. Ao observarem-se os custos de producdo de 10 unidades
desse artigo, obteve-se a seguinte estatistica: Z}gl x; =429.

(a) Teste a hipotese nula de o valor esperado do custo de producdo ser igual a 42 euro contra a
alternativa de ser superior a esse valor, ao nivel de significancia de 5%.

¢ V.a. de interesse
X = custo de produc¢do de um certo artigo

* Situacao
X ~ Normal(y,o?)
L DESCONHECIDO
o =5 conhecido

e Hipoéteses
Ho': pu= g = 42
Hy:p> o

* N.s.
ao=5%

o Estatistica de teste

X — o

a

Vi

T = ~ i, hormal(0, 1)

[pois pretendemos efectuar teste sobre o valor esperado de populacdo normal, com variancia

conhecida.]

* Regido de rejeicao de Hy (para valores da estatistica de teste)

Tratando-se de um teste unilateral superior (H; : u > o), a regido de rejeicdo de Hy (para
valores da estatistica de teste) é do tipo W = (¢, +00), onde c: P(Rejeitar Hy | Hp) = ay, i.e.,

c : P(T>c|Hy=ap
c=®1(1-0.05)

tabelalcalc.
C =

1.6449
* Decisao
O valor observado da estatistica de teste é igual a
X = Ho
t = ra
Vvn
429
o4
B S
V10
=~ 0.569210.

Como 7 =0.56921 ¢ W = (1.6449, +o0), ndo devemos rejeitar Hy ao n.s. ap = 5% [ou a qualquer

n.s. inferior a ag = 5%].

(b) Determine a probabilidade de o procedimento aplicado na alinea (a) conduzir a rejeicao de Hj,
caso o valor esperado do custo de producao seja igual a 43 euro.

e Prob. pedida

Importa notar que th ~normal(0, 1). Assim,
Vvn
P(Rejeitar Hy | u=43) = P(T>c|lu=43)
X —
= P U'u0>c|u=43)
Vn
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P(Rejeitar Hy | u =43)

X — _
= P( #0# u0>c|u=43)
vn
X — _
_ P( L ”U”°|u_43)
NG NG
= 1-® C_H—U,U )
vn
3-42
= 1-®|1.6449 — 5
Vio
= 1-®(1.01)
mbelg/calc. 1-0.8438
= 0.1562.

Grupo II

10 valores

1. A contagem do ntimero de fogos florestais de determinada dimensao, numa certa regido e num periodo

de 10 semanas, conduziu aos seguintes dados:

Dia da semana

segunda

terca quarta quinta

sexta

sabado

domingo

Numero de fogos florestais 130

150 160

170

180

190

140

Teste a hipotese de os fogos se distribuirem uniformemente pelos 7 dias da semana. Decida com base

no valor-p.

¢ V.a. de interesse

X = dia da semana em que ocorre fogo

(1 =segunda, ..

e Hipdéteses

., 7=domingo)

Hy : X ~ uniforme discreta({l,...,7})
H; : X # uniforme discreta({l,...,7})

¢ Estatistica de Teste

5 (0i-Ei)’

T=

onde:

1

1

E;

a 2
~Hy X(k-p-1)’

k = No. de classes =7

O; = Frequéncia absoluta observavel da classe i

E; = Frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i

B = No. de parametros a estimar = 0 [dado que em Hj se conjectura uma distribuicao

especifica.]

* Frequéncias absolutas esperadas sob H

Atendendo a dimensdo da amostra n = 1120 e ao facto de a f.p. conjecturada ser dada por P(X =

x| Hy) = %, x=1,...,7, as frequéncias absolutas esperadas sob Hj sao, parai =1,...,7, iguais a:

E;

nx p?
1
1120 x =
7
160.
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[N3o é necessario fazer qualquer agrupamento de classes uma vez que em pelo menos 80% das
classes se verifica E; = 5 e que E; = 1 para todo o i. Caso fosse preciso efectuar agrupamento de

classes, os valores de k e ¢ = F);zl (1 - ayp) teriam que ser recalculados...]
(k—p-1)

* Regido de rejeicao de Hy (para valores de T)

Tratando-se de um teste de ajustamento, a regido de rejeicdo de Hy escrita para valores de T é o
intervalo a direita W = (c, +00).

¢ Decisao (com base no valor-p)
No célculo do valor obs. da estat. de teste convém recorrer a seguinte tabela auxiliar:

Classe i Freq. abs. obs.  Freq. abs. esp. sob Hy Parcelas valor obs. estat. teste

i o; E; (oi_eiEi)Z
1 segunda 130 160 (130160 _ 5 695
2 terca 150 160 0.625
3 quarta 160 160 0
4 quinta 170 160 0.625
5 sexta 180 160 2.5
6 sdbado 190 160 5.625
7 domingo 140 160 25
Tk o;=n Tk ei=n r=xk, Cal
=1120 =1120 = 17.5

Dado que a regiao de rejeicdo deste teste é um intervalo a direita, temos:

valor—p = P(T>t|Hy)
~ 1- Fl?k—ﬁ—l) (1)

= = FX%G) (17.5)

calc

=" 0.007611.

Logo, é suposto:
- nao rejeitar Hy a qualquer n.s. ag < 0.7611%;
- rejeitar Hy a qualquer n.s. ap > 0.7611%, nomeadamente a qualquer dos n.u.s. (1%,5%, 10%).

[Em alternativa, poderiamos recorrer as tabelas de quantis da distribuicao do qui-quadrado com
6 graus de liberdade e adiantar um intervalo para o p-value:

2(099)—1681 < t=175<18.55= F2(0995)
Xe) Yo
0.99 FX%G) (17.5) <0.995
1-0.995 1- FX(ZG) (17.5) <1-0.99

0.005 < wvalor—p<0.01.

A

A

Assim, é suposto:
— nado rejeitar Hy a qualquer n.s. ag < 0.5%;

- rejeitar Hy a qualquer n.s. ag = 1%, nomeadamente a qualquer dos n.u.s. (1%, 5%, 10%).

2. Um conjunto de dados relativos a 161 paises forneceu os seguintes valores relativos ao niimero de
mortes anuais nas estradas por 100000 habitantes (Y) e ao logaritmo (de base e) do nimero de veiculos
motorizados por 1000 habitantes (x):

Y xi=7379, Y% x?=3792.96, Y% y;=26814, Y% y?=56983.64, X% x;jy;=10787.66

(a) Considere o modelo de regressdo linear simples de Y em x e calcule a estimativa de minimos (2.0)
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quadrados de B+ pi x.

Estimativas de MQ de Sy, 1 e Bo + 1 X
Dado que
n=161
" Xi=737.9
=, Al . 1379
X=X x; =55 =4.583230
Y, xf=3792.96
" XF—n(X)?=3792.96 - 161 x 4.583230% = 410.994720

1
Y, yi=26814
=_ 1 . _ 26814 _
j=1¥n y;=25814 - 16.654658
Y, y?=56983.64
Y2, ¥2—n(j)?=56983.64— 161 x 16.654658? = 12325.839006

Y x;yi =10787.66
Y xiyi—nxj=10787.66 - 161 x 4.583230 x 16.654658 = —1501.812422,

as estimativas de MQ de Sy, 1 e Bo + B1 x sdo, para este modelo de RLS, iguais a:

s X XiYi—niy
hr = iy X~ n(%)?
_ —1501.812422
T 410.994720
~ -3.654092

Bo = 7-Pixx
~ 16.654658 — (—3.654092) x 4.583230
~ 33.402202

fo+pfix = 33.402202—3.654092 x x.

(b) Ap6s ter enunciado as hipoéteses de trabalho que entender convenientes, teste a significancia do
modelo de regressao ao nivel de 5%. Nota: Pode vir a necessitar do quantil F; 1159) (0.975) =1.975.

Hipéteses de trabalho
€; iid. Normal(0,02),i=1,...,n

Hipoteses
Ho:p1=p10=0
Hi:p1#0

Nivel de significancia
[ 5%

Estatistica de teste

Br—Bio
T'= ———~H, tn-2
6—2

n 2o
o1 X =NX

Regido de rejeicao de H (para valores da estatistica de teste)

Estamos a lidar com um teste bilateral (H; : §; # 0), pelo que aregido de rejeicao de Hy é uma
reunido de intervalos do tipo W = (oo, —¢) U (¢, +00), onde c : P(Rejeitar Hy | Hp) = ay, i.e.,
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c = (1-ag/2)

t(n 2)

= (1-0.05/2)

t(161 -2)

= (0.975)

t(159)

=" 1.975

¢ Decisao
Tendo em conta os valores obtidos em (a), bem como o de

L[ 278 (£ -7

i=1

(ATZ

I

512 (12325.839006 — (—3.654092) x 410.994720)

=~ 43.006779,
o valor observado da estatistica de teste é igual a
p1—P1o
02

2
zlxz

r =

-nix?

—3.654092 -0
\/m
410.994720
—11.296116.
Como t = —-11.296116 € W = (—o0,—1.975) U (1.975, +00) devemos rejeitar Hy ao n.s. de 5%
[bem como a qualquer n.s. superior que 5%. Com efeito, concluimos que devemos rejeitar
a hipétese de o niimero de mortes anuais nas estradas por 100000 habitantes (Y) nao ser

influenciado linearmente pelo logaritmo (de base 10) do ntimero de veiculos motorizados
por 1000 habitantes (x).]

(c) Calcule e interprete o valor do coeficiente de determinacao do modelo ajustado. (1.0)

* Calculo do coeficiente de determinacao
2 (Z:’lxiyi—nfcjl)z
(L) x (2L, v - nd)
(—1501.812422)?

410.994720 x 12325.839006
0.445224.

r

I

* Interpretacao coeficiente de determinacao
Cerca de 44.5% da variacdo total da varidvel resposta Y é explicada pela varidvel x, através do
modelo de regressao linear simples ajustado. Donde possamos afirmar que a recta estimada
ndo parece ajustar-se bem ao conjunto de dados.
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