DM Probabilidades e Estatistica

2% semestre — 2016/2017
DEPARTAMENTO
DE MATEMATICA LEE, LEGI, LEMat, LERC/LETI, LMAC, MEAer, 16/06/2017 — 11h:00
TECNICO LISBOA MEAmb, MEBiol, MEBiom, MEEC, MEFT, MEQ
Duracao: 90 minutos 2% teste

Justifique convenientemente todas as respostas

Grupo I 10 valores

1. Amostras de solo de certa regido tém acidez descrita por uma varidvel aleatéria X cuja funcdo de
densidade de probabilidade é dada por

%xexp(—%z), x=0
0, x<0,

fx(x) = {

onde 6 é um parametro positivo desconhecido.

(a) Deduza o estimador de méxima verosimilhanca de 8 com base numa amostra aleatéria (Xj,..., X;) (3.0)
proveniente da populagdo X.

* V.a. de interesse
X = acidez do solo em certa regido

e Ed.p.de X

2x D
=exp|l—-%|, x=0
fxx)=4 ¢ p( ¢ )
0, x<0
¢ Parametro desconhecido
6, 6>0
e Amostra

x = (xy,...,Xx,) amostra de dimensdo n proveniente da populacao X [com x; >0,i=1,...,n].

* Obtencdo do estimador de MV de 0

Passo 1 — Funcao de verosimilhanca

L©O|x) = Jx@
X; igdep 1—[ in @
i=1
e H Jx(x:)

|~

n
= Z"XH_”X(Hxi)xexp(—

i=1

n
;xf), 0>0

1

Passo 2 — Funcao de log-verosimilhanca

n n
InL@O|x) =nln@)-nln@) + »_In(x;) - % Y X
i=1

i=1

Passo 3 — Maximizacao
A estimativa de MV de 6 é doravante representada por 0 e

dInL(0]|x) _ . .
A a |gop 0 (ponto de estacionaridade)

d*InL(0]x) .

A% |gep <0 (ponto de méximo)

Péagina1de8



T AT i 27 Y ox?= —”—32 <0 (proposicao verdadeira).

i=17"i (l x2)
n

=17

n ~i=1"i

Passo 4 — Estimador de MV de 0

n
EMV(©) = - Y x?
=

(b) Tendo-se recolhido a amostra (xi,...,x5) = (2.9,8.3,3.6,8.9,3.9) para a qual Z?zlx? = 184.68, (2.0
obtenha a estimativa de maxima verosimilhanca da probabilidade de a acidez de uma amostra de

solo da regido pertencer ao intervalo [5.5,6.5].
2

Nota: A func¢do de distribuicdo de X é dada por Fx(x) =1 —exp (—%), para x = 0.

¢ Estimativa de MV de 0
A | 2
9 = —_ x?
n l:zi !
184.68

5
= 36.936

e Outro parametro desconhecido
h(@0) P(5.,5= X <6.5)
Fx(6.5) — Fx(5.5)

ool 52 [-onf 58]
(5ol %)

¢ Estimativade MV de /1 (0)

Invocando a propriedade de invariancia dos estimadores de maxima verosimilhanca, pode
concluir-se que a estimativa de MV de h(0) é

hO) = hO)

ox (_5.52)_eX (_6.52)
p B p 7

ox ( 5.5% ) ox ( 6.52 )
P17 36.936 P| 736936
0.122296.

I

%

5
|

I

2. Um inquérito a 1000 lisboetas revelou que, entre eles, 285 sdo favordveis a aplicacdo de uma taxa a
circulacao automével no centro histérico da cidade.

(a) Com base nestes dados, construa um intervalo de confianca a aproximadamente 95% para a (2.5)
proporcio de lisboetas que sdo favoraveis a proposta.

* V.a.de interesse

X =resposta de um lisboeta (escolhido ao acaso) ao inquérito
* Situacao

X ~ Bernoulli(p)

p = P(resposta favordvel a proposta) DESCONHECIDA
n =1000 >> 30 (suficientemente grande).
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* Obtencao de IC aproximado para p
Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para p
[Uma vez que nos foi solicitada a determinacdo de um IC aproximado para uma
probabilidade e a dimensdo da amostra € suficientemente grande para justificar o recurso
a seguinte v.a. fulcral para p com distribui¢do aproximada:]

7 =

X -

P s normal(0, 1)

X(1-X)

n

Passo 2 — Obtencéo dos quantis de probabilidade
Os quantis a utilizar sao

|

g =P N (a/2)=-D7 11 -a/2)=-D1(0.975)

tabela

—1.9600

be =® (1 - a/2) = D 1(0.975) = 1.9600.

[Estes enquadram a v.a. fulcral para p com probabilidade aproximadamente iguala (1 - a) =

0.95.]

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plag<Z<by)=1-«a

p

p

p

Passo 4 — Concretizacao

o n=1000

X-0 ' 0-a2)x XX < p< X 1o (1-a/2) x /2D |~ g,
Ao ter-se em consideracdo que
e % =0.285 [=proporcao observada de respostas favoraveis]

-~ _1lyn L
° x_nzizlx

o ®1(1-a/2)=1.9600,
conclui-se que o intervalo de confianca aproximadamente igual a 95% para p é dado por

(b) Uma engenheira afirmou que “um quarto dos lisboetas é favoravel a proposta”. Avalie se os dados

-0 l1-a/2)x 22D g+l -a/2) x /2D
0.285x (1-0.285) 0.285x (1-0.285)
0.285 — 1.9600 x |/ ©285x(120285) = 585 1 1.9600 x /T]

=[0.257021, 0.312979].

recolhidos contrariam esta afirmacdo. Decida com base no valor-p.

* Hipoéteses
Hy:p=po=0.25
Hi:p# po

¢ Estatistica de teste

[Sabe-se que o estimador de MV de p é
EX) =EX)=pe V(X =1vop =21

X-EX) _ _X-p

VV(X)

/ p(-p)
n

=1y" X;, onde X; ~; ;4 X. Para além disso,
-p)
n

< +oco. Entdo pelo TLC pode afirmar-se que

£ normal(0, 1), pelo que a estatistica de teste é]
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X —
= ﬂHO normal(0, 1).
/ po(1—po)
n

* Regido de rejeicao de Hy (para valores de T)
Tratando-se de um teste bilateral (H; : p # po), a regido de rejeicao de Hy, escrita para valores
da estatistica de teste, é do tipo W = (—o0, —¢) U (¢, +00).

T=

* Decisdo (com base no valor-p)
O valor observado da estatistica de teste é

PO Vind
Po(1—po)
n
_0.285-0.25
~ [025(-025)
1000
=~ 2.56.
Dado que a regiao de rejeicdo deste teste é a reunido de dois intervalos simétricos, temos:
valor —p = 2x P(T > |t|| Hp)
= 2x[1-(z]]
= 2x[1-®(2.56)]
calc/éabela 2% (1—0.9948)
= 0.0104.

Consequentemente, é suposto:

— nao rejeitar Hy a qualquer n.s. ap < 1.04%, pelo que Hp : p = ppo = 0.25 ndo é contrariada
pelos dados ao n.u.s. de 1%;

- rejeitar Hy a qualquer n.s. ag > 1.04%, nomeadamente aos n.u.s. de 5% e 10%.

Grupo II 10 valores

. Um arquitecto conjectura que o primeiro algarismo (X) da altura de uma estrutura artificial, escolhida
ao acaso entre estruturas com pelo menos 100 metros, possui funcao de probabilidade

P(X=i)=log,,(1+1), para i=1.2,...,9.

Uma amostra relativa a 50 estruturas artificiais nas condicoes referidas, conduziu aos seguintes dados:

Primeiro algarismo da altura 1 2 3 4 {5,...,9}
Frequéncia absoluta observada | 26 4 11 6 3
Frequéncia absoluta esperada | E; 8.8 6.2 4.8 Es

(a) Calcule os valores das frequéncias absolutas esperadas E; e E5 (aproximando-os as décimas). (0.5)

e V.a. de interesse
X = primeiro algarismo da altura de uma estrutura artificial com pelo menos 100 metros

* Ep. conjecturada
log,o(1+1),i=1,2,...,9

* Frequéncias absolutas esperadas omissas
Atendendo a dimensdo da amostra n = 50 e a f.p. conjecturada, segue-se:

1
50 x log;, (1 + I)
15.1;

E;

1
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4
Es = n-) E;

50—-(15.1+8.8+6.2+4.8)
15.1.

I

(b) Teste a hip6tese conjeturada pelo arquiteto, ao nivel de significancia de 1%. (3.0)

» Hipéteses
Hy:P(X =i)=logpy(1+ %), para i=1,2,...,9
H1 . _lH()

* Nivel de significancia
g = 1%

¢ Estatistica de Teste
(Oz
Tr= Z “Ho X p-1y

onde:
k = No. de classes =5
O; = Frequéncia absoluta observavel da classe i
E; = Frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i

B = No. de parametros a estimar = 0 [dado que a distribui¢do conjecturada em Hj esta
completamente especificada, i.e., Hy é uma hipétese simples.]

* Frequéncias absolutas esperadas sob H
De acordo com a tabela facultada e a alinea (a), os valores das frequéncias absolutas
esperadas sob Hj aproximados as décimas sao: E; = 15.1; E» = 8.8; E3 = 6.2; E; = 4.8;
Es ~15.1.
[De notar que nao é necessdrio fazer qualquer agrupamento de classes uma vez que em pelo
menos 80% das classes se verifica E; = 5 e que E; = 1 para todo o i. Caso fosse preciso efectuar
agrupamento de classes, os valores de k e c teriam que ser recalculados...]

* Regido de rejeicao de Hy (para valores de T)
Tratando-se de um teste de ajustamento, a regido de rejeicdo de Hy escrita para valores de T
é o intervalo a direita W = (¢, +o0), onde

c = F;'  (1-ap)
X(k B-1)

= F7}' (@-0.01)

(5-0-1)

= F'(0.99
1(24)( )
tabelg/calc 13.28.
* Decisdo
No célculo do valor observado da estatistica de teste convém recorrer a seguinte tabela
auxiliar:
Classei Freq.abs.obs. Freq.abs.esper.sob Hy Parcelas valor obs. estat. teste
i 0; E; (/i 0 —E E;)”
1 ) 26 15.1 26-15.1° - 7 868
2 {2} 4 8.8 2.618
3 {3} 11 6.2 3.716
4 {4} 6 4.8 0.300
5 {5,...,9} 3 15.1 9.696
¥k 0;=n=50 ¥k Ei=n=50 t=xk ("l—i~24.198
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Como t = 24.199 € W = (13.28, +00), devemos rejeitar Hy ao n.s. de ag = 1% [ou qualquer
outro n.s. superior a ag].

2. A perda percentual de massa (Y) de uma certa substancia metdlica (quando exposta a oxigénio seco a
500°C) depende do periodo de exposicdo (x, em hora). Cinco medi¢oes conduziram a:

Yo xi=12, X2 x¥=325 Y2 ,yi=0177, X3 y?=0.006789,  Y_ x;y;=0.4685,

onde [min;=;, 5 x;, max;=1, 5 X;] = [1.0, 3.5].

(a) Calcule as estimativas de minimos quadrados dos parametros da reta de regressao linear simples (1.5)

de Y em x.
 Estimativas de MQ de ) e 8;
Dado que

n=>5
;’zlxl-:lz

x=1y" xi=¥=24

2 _

" x?=325
N XF—n(X)?=325-5x24*=37

Zl 1J’i:0177

y= IZ? Ly =27 = 0.0354
R 0.006789
Y,y —n(j)?*=0.006789 - 5 x 0.0354* = 0.000523
Z;lzl Xx;yi =0.4685
Y xiyi—nxj=0.4685—5 x 2.4 x 0.0354 = 0.0437,

as estimativas de MQ de ; e B sdo, para este modelo de RLS, iguais a:

b = Z:llxi.}’i—nx)_’
! XF—n(%)?
. 0.0437
- 37
~ (.011811

Bo = 7-Pixx
~ (0.0354—-0.011811x2.4
= 0.007054

(b) Obtenha a estimativa de minimos quadrados do valor esperado da perda percentual de massa (1.0)
quando a substancia metalica é exposta por um periodo de 3 horas.
» Estimativa de MQ para E(Y | xp) = Bo + B1X0
E(Y | x0) Bo + Brxo
0.007054 +0.011811 x 3
0.042487.

[Nao estamos a cometer qualquer erro de extrapolacdo ao estimar pontualmente
E(Y | x=3) = o+ B1 x3 dado que 3 € [min;=;,_5X;, max;=1,5xX;] =[1.0,3.5].]

I

1

(c) Testeasignificancia do modelo de regressao linear simples, ao nivel de significAncia de 5%. Enuncie (3.0)
as hipoteses de trabalho que assumir.
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» Hipéteses de trabalho
No modelo de RLS, Y; = By + B1x; + €;, consideraremos ¢; iid. Normal(0,02),i=1,...,n.

* [Obs.
Pretende confrontar-se
— Hy: B1 = P1,o = 0 (regressao linear nao é significativa, i.e., o valor esperado da varidvel
resposta Y, E(Y) = By + 1 x, ndo depende linearmente da varidvel explicativa x)

— Hj : B1 # B1,0 (regressdo linear é significativa).]

* Hipéteses
Hy:p1=p10=0
Hy: 1 # Pro

* Nivel de significincia
ag = 5%

o Estatistica de teste

Br—Bio
T'= ———~H, tn-2
6—2

n 2o
o1 X =NX

* Regido de rejeicao de Hj (para valores de T)
Estamos a lidar com um teste bilateral (H; : 81 # B1,0), pelo que a regido de rejeicao de Hy é
W = (—00,—c) U (¢, +00), onde
¢ : P(Rejeitar Hy|Hp) = ap
- (1)}
€= thl-zJ (1 h ?)
c=F, (0.975)
. tabelglcalc

3.182
e Decisao
Tendo em conta que

1
&2
n—-2

(iéylg - ”372) - (B’ (ix? - n)'cz)

1
= = (0.000523 - 0.0118117 x 3.7)

~ 2.28368x107°,
o valor observado da estatistica de teste é dado por

Br—Bio

62
n D_ o2
o1 X;—nXx

r =

0.011811-0

/2.28368x10-5
3.7

15.033848.

Como ¢ = 15.033848 € W = (—00,—3.182) U (3.182, +00), devemos rejeitar Hy [hipdtese de
inexisténcia de relacdo de tipo linear entre o valor esperado da varidvel resposta Y e a varidvel
explicativa x], ao nivel de significancia ay = 5% [ou a qualquer outro n.s. superior 5%].

I

(d) Calcule e interprete o valor do coeficiente de determinacdo do modelo ajustado. (1.0)
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e Calculo do coeficiente de determinacdo

- \2
I"Z _ (Z;—leiJ’i_”xJ’)
(Zi, %2 - ni2) x (T, v —ny?)
_ 0.04372
~ 3.7x0.000523
=~ 0.987.

* Interpretacao coeficiente de determinacao
Cerca de 98.7% da variacdo total da perda percentual de massa é explicada pelo tempo de
exposicdo, através do modelo de regressao linear simples considerado. Assim, podemos
adiantar que a recta estimada parece ajustar-se muito bem ao conjunto de dados.
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