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DEPARTAMENTO
DE MATEMATICA

TECNICO LISBOA

Probabilidades e Estatistica
TODOS 0S CURSOS

Duracgdo: 120 minutos

¢ As questdes de escolha multipla tém uma e apenas uma resposta correta. Caso assinale uma resposta

errada, serao descontados 0.5 valores.

e Se assinalar mais do que uma resposta numa questdo de escolha miltipla, o resultado serd

classificado como errado e serdo descontados 0.5 valores.

* As respostas as questdes de escolha multiplas tém de ser assinaladas na folha de instrugées

previamente distribuida.

 Para as restantes questdes, terd de justificar convenientemente as suas respostas.

Pergunta 1

Um sistema electrénico com trés componentes funciona sempre que todas as componentes estdo
operacionais; funciona com probabilidade 0.7 quando exactamente duas componentes estao operacionais;

e nunca funciona quando menos de duas componentes estao operacionais.

Sabendo que cada uma das componentes estd operacional com probabilidade 0.9, independentemente das

restantes, calcule a probabilidade de o sistema estar em funcionamento.

¢ V.a. auxiliar

X =ntimero de componentes que estao operacionais, em trés existentes

X ~ binomial(n = 3,p = 0.9), em virtude de cada uma das componentes estar operacional com

probabilidade 0.9, independentemente das restantes.

Px=x=(309"1-09°%% x=0,1,23

¢ Acontecimentos e probabilidades

Acontecimento Probabilidade

Ap=1{X=0} P(Ap) =(1-0.9)3=0.001

A ={X=1} P(A))=3x09x(1- 0.9)2 =0.027
Ay ={X=2} P(Ay) =3 x 0.92 x (1-0.9)=0.243
A3 ={X =3} P(A3) =0.9%3 =0.729

F = “o sistema esta em funcionamento” P(F)=2

P(F|Ap)=P(F|A)=0
P(F| Ay)=0.7
P(F|A3)=1

¢ Calculo da probabilidade pedida

Ao aplicar-se a lei da probabilidade total, temos

PF) =

3
Y P(F|A)xP(A)

i=0

P(F | A2) x P(A2) + P(F | A3) x P(As)

0.7%x0.243+1 x0.729
0.1701 +0.729
0.8991.
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Pergunta 2 2 valores

Seja X uma varidvel aleatéria discreta que se distribui uniformemente no conjunto {1/8,1/4,3/8}.

Determine o valor esperado e a mediana de X.

e V.a.ef.p.
X ~ uniforme discreta({1/8,1/4,3/8})

P(X=x)=3, x=1/8,1/4,3/8

¢ Valor esperado e mediana de X

1 1
E(XX) = Y xxP(X=x)=(1/8+1/4+3/8)x = =~
x€{1/8,1/4,3/8} 3 4
1 1 1
me=me(X)€{1/8,1/4,3/8} Est(me)sz+P(X:me) &  Fx(me )SESFX(me)

Uma vez que a f.d. de X, Fx(x) =Y ,,<x P(X = x;) toma os valores 1/3, 2/3 e 1, para x = 1/8,1/4,3/8
(respectivamente), segue-se

1/3=Fx(1/47)=Fx(1/8) = - < Fx(1/4) =2/3,

N =

pelo que me = me(X) =1/4.

Pergunta 3 2 valores

Seja X a variavel aleatéria relativa ao tempo de espera de um passageiro (arbitrario) pelo comboio. Admita
que X possui distribuicdo exponencial com valor esperado igual a 1 minuto.

Calcule a probabilidade do passageiro, que estd a espera ha 2 minutos pelo comboio, ainda ter de esperar 4
minutos adicionais pela chegada do mesmao. A:0.9817 B:0.1353 C:0.8647 D:0.0183

e V.a. de interesse, f.d.p. e f.d.

X = tempo de espera (em minutos) de um passageiro pelo comboio
X ~ exponencial(A)

form. /le_“, x=0
fxx)" = {0, x<0

— _ X _ 0, x<0
FX(x)‘P(sz)‘f—oofxmdt‘{ fFreMdr=1-eA%, x20

A>0:EX)=let=1eA=1
¢ Probabilidade pedida

Ao invocarmos a propriedade da falta de memoria da distribui¢ao exponencial, obtemos

P(X>2+4|X>2) = P(X>4)=1-Fx(4) =e *~0.0183.
[Em alternativa, P(X >2+4| X >2) = 2OCZHIA _ POCZ _ e 0 - o4 = ] - Fy(4) ~0.018316.]
Pergunta 4 2 valores

Admita que os ntimeros didrios de defeitos em pecas produzidas por uma pequena unidade fabril sdo
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varidveis aleatérias independentes com distribuicdo comum de Poisson com valor esperado igual a 1.8.

Obtenha um valor aproximado da probabilidade de o nimero total de defeitos em pecas produzidas em 50
dias exceder 100 defeitos.

* V.a.; valor esperado e varidncia comuns
X; = nimero de defeitos detetados em pecas produzidasnodiai, i=1,...,n
n=>50>30
X; "L% X ~ Poisson(A=1.8), i=1,...,n
EX;))=E(X)=p=21=1.8
VX)) =V(X)=0?2=1=1.8

¢ V.a. de interesse
ST Z?Zl X; = nimero total de defeitos detetados em pecas produzidas em n dias
¢ Valor esperado e varidncia de S,
Xi~X
ES))=E(X , X))=Y! EX) =" nEX)=npu

X;indep. i~
VS =V (I, X)) =TI vix) YN n v = no?

* Distribuicao aproximadade S,
Segundo o teorema do limite central (TLC),
S, —E(Sy) B S, —nEX) B Sp—nu a
VV(Sn) vnV(X) Vnao?

normal(0, 1).

¢ Probabilidade pedida (valor aproximado)

Sp—nu 100—nu) TLC (IOO—nu)
P(S,>1000 = 1-P(S 5100)=1—P( < = 1-Q| —
! ! Vno? vVno? no?
100-50x%x1.8
-1 —cp(—x) ~1—®(1.05) "“Pe'e/eale 8531 = 0.1469.
v50x%x1.8
‘ Pergunta 5 2 valores

Se X e Y forem duas varidveis aleatérias independentes e com funcao de probabilidade comum dada por
P(X=x)=P(Y =x)=0-p)*p, para x =0,1,2,..., entdo a varidvel aleatéria X + Y possui fungdo de
probabilidade dada por P(X+ Y =2)=(1+2) (1 - p)* pz, paraz=0,1,2,....

Deduza a funcao de probabilidade de X condicional a X+ Y = z, onde z estd fixo e € um inteiro ndo negativo.

¢ Par aleat6rio; f.p. marginais; f.p. conjunta
(X,Y)
PX=x)=P(Y=x)=0-p)*p, x=0,1,2,...
Uma vez que X e Y sdo v.a. independentes, temos
PX=xY=y) = PX=x)xPY=p)=1-p)*pxA-pYp=0-p)*Vp? x,yeN,.
¢ E.p. condicional pedida

PX=x,X+Y =2) _P(X:x}Y:Z_x) B (l_p)x+z—xp2

PX=x|X+Y=2) = = =
P(X+Y =2) P(X+Y =2) (1+2)(1-p)*p?
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1
PX=x|X+Y=2) = ——, x=0,1,...,2 (z€Np).
z+1

[Le., (X | X+ Y = 2z) ~ uniforme discreta({0, 1,..., z), para z fixo em Nj.]

Pergunta 6 2 valores

Admita que a variavel aleatéria X possui funcao de probabilidade

(" ha-p*p’, x=01,2,...

P(X=x)= x o
0, caso contrério,
onde r é um inteiro positivo conhecido e p é um parametro desconhecido no intervalo (0, 1).

Deduza o estimador de maxima verosimilhanca de p, baseado numa amostra aleatéria de dimensdo n
proveniente de X.

V.a. de interesse; f.p.
X

(*Iha-pTp, x=0,12,...
0, caso contrério,

P(sz)Z{

¢ Parametro desconhecido

p (pel0,1])

Amostra; amostra aleatéria

X = (x1,...,X,), amostra de dimensao n proveniente de X.

= (Xj,..., Xy), amostra aleatéria de dimensdo n proveniente de X.

Deducao do estimador de MV de p

Passo 1 — Funcao de verosimilhanca

iind i~ L
PX =0 P [T p(x; = x) "X [T PX = x1)
i=1 i=1

Xi+r—1
! 1=p)%ip"
(e
Xi+r—1
Xi

Passo 2 — Funcao de log-verosimilhanca
xi+r—1
Xi

A estimativa de MV de p é representada por p e

Lip|x)

n
= 11
i=1
n
= 11
i=1

xp 1-pE=ti, pelo,1]

n
+rnln(p)+In(l-p)x Y x;, pelo,1]

InL(plx) = Z
i i=1

Passo 3 — Maximizacao

dinL . .
dinL(ply =0 (ponto de estacionaridade)
R ap Ip=p
d*InL L.
w <0 (pontode maximo)
dp =p
rn_ X% _ A n ) — A rn
5 =S5 =0 pro1 | TR p(rn+Zl.:1xl)_0©p_—rn+z?:1xi

—;5—" (Zl’ ;7)2’ <0 (prop. verdadeira) -
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Passo 4 — Estimador de MV de p

rn
EMV(p) = = —
p rn+Z;’:1X,- r+X

Pergunta 7 2 valores

A massa (em kg) dos aparelhos de ondas de choque radiais portateis é uma varidvel aleatéria X com
distribuicio normal com valor esperado desconhecido p e variancia igual a 0% = 2.1.

Determine a dimensdo minima da amostra que garante que o intervalo de confianca a 96% para p possua
amplitude inferior ou igual a 0.7. A:93 B:10 C:73 D:9

¢ V.a. de interesse

X = massa (em kg) de aparelho de ondas de choque radiais portatil
e Situacao

X ~normal(y,o?)

¢ = E(X) desconhecido

o?=V(X)=21
* Obtencao do IC para yu; dimensao minima pedida

Passo 1 — Variavel aleatéria fulcral para u

H_ normal(0, 1)

Passo 2 — Quantis de probabilidade
Dado que (1 — a) x 100% = 96%, usaremos 0s quantis

tabelalcalc

g =P N (a/2) =®71(0.02) = -~ 1(1-0.02) " —2.0537

tabelalcalc.

(aq, ba)
b =0 1(1-a/2)=d"1(0.98) 2.0537.
Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

X_
P[aasa\/’lﬁsba =l-a
P[X—bax\/iﬁSpSX—aaX\/iﬁ =l-a

Passo 4 — Concretizacao

Atendendo a expressao geral do IC para u, ICq—g)x100% (1) = [X + @~ '(1-a/2) xo/y/n], temos

V21 V21
ICo69% () = |X—2.0537x ——, X +2.0537 x .
Vn Vn

¢ Dimensao minima pedida

Este intervalo de confianca possuird amplitude nado superior a 0.7 desde que

V2.1 V2.1 V2.1
n X +2.0537 x — | x—2.0537 x <07 © 2x2.0537x <0.7
n n Vn
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< n=2"x2.0537"x ~72.3031.

n : n=2x2.0537 x ~
i 0.7 0.72

Assim sendo, a dimensdo minima da amostra que garante que a amplitude do ICogg (1) seja inferior
ou igual a 0.7 é npi, = 73.

Pergunta 8 2 valores

Suponha que o comprimento (em mm) de uma peca é uma variavel aleatéria com distribuicdo normal com
valor esperado p e desvio padrdo o desconhecidos.

Teste a hipétese Hy : 02 = 4 contra H; : 0> > 4, num dia em que foram recolhidas casualmente 21 pecas e a
média e a variancia corrigida amostrais foram de X = 99.89 e s> = 6.7374. Decida com base no valor-p.

¢ V.a. de interesse

X = comprimento de uma peca metélica

* Situacao
X ~ normal(u,az)
¢ desconhecido

0 DESCONHECIDO

* Hipoéteses
HO:UZ:agzél VS. H1:02>a(2)

* Estatistica de teste

(n=1)$? 2
o2 “Ho X1

* Regido de rejeicao de Hj (para valores da estatistica de teste)

O teste € unilateral superior (Hj : o%> 0(2)), logo a regido de rejeicdo de Hy é do tipo W = (¢, +o0).

¢ Decisao (com base no valor-p)
Atendendo a que o valor observado da estatistica de teste e o valor-p sao iguais a

(n—-1)s* (21-1)x6.7374

> =33.687
(o 4

valor —p P(T>t|H)=1-Fp (1)=1-F,z (33.687) cale- g 0283,

é suposto:
- nao rejeitar Hy a qualquer n.s. &g < valor — p = 2.83%, designadamente ao nivel usual de
significancia de 1%;

- rejeitar Hy a qualquer n.s. ap > valor — p = 2.83%, nomeadamente aos niveis usuais de
significancia de 5% e 10%.

[Alternativamente, poderiamos recorrer as tabelas de quantis da distribuicao do qui-quadrado e
adiantar um intervalo para o valor-p:

F3' (095)=31.41 < ¢=33.687<34.17=F (0.975)
X20) X20)
095 < Fp (33.687)<0.975
1-0975 < 1-Fp (33.687)<1-0.95

0.025 < wvalor—p<0.05.

Pégina 6 de 8



Assim, é suposto:
- nao rejeitarmos Hy a qualquer n.s. ag < 2.5%, designadamente ao n.u.s. de 1%;

- rejeitarmos Hy a qualquer n.s. @ = 5%, por exemplo, aos n.u.s. de 5% e 10%.]

Pergunta 9 2 valores

Conjectura-se que o peso (em kg) de uma saca de laranjas segue uma distribui¢cdo normal de valor esperado
6 e desvio padrao unitério (Hp).

Por forma a testar esta hip6tese de ajustamento, recolheu-se uma amostra casual de dimensao 50, tendo-se
obtido a seguinte tabela de frequéncias:

Massa da saca <58 15.8,6.2] >6.2
Frequéncia absoluta observada 20 26 4
Frequéncia absoluta esperada sob Hy | 21.04 7.92 21.04

Teste Hp ao nivel de significancia de 5%.
¢ V.a. de interesse
X = massa da saca

* Hipéteses

Hy : X ~normal(6, 1) VS. H; : X #normal(6,1)

¢ Nivel de significancia

a0=5%

* Estatistica de teste

i (Oi - Ei)2 a
_ 2
T=%, —— ~Hy X{k-1
i=1 E;
k = no.declasses = 3; O; = frequéncia absoluta observavel da classe i; E; =

frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i.

¢ Regiao de rejeicao de Hy (para valores de T)

Tratando-se de um teste de ajustamento, a regido de rejeicdo de Hy é o intervalo a direita W =
(¢, +00), onde

c = F} (-a)=F3} 1-005) """ 599
Xik-p-1) -1
e Decisao
Classei  Freq.abs.obs. Freq. abs. esp. sob Hy Parcelas valor obs.
estat. teste

. ._EN2

1 0; E; %

1 <5.8 20 21.04 20-2LO042 - 0511
15.8,6.2] 26 7.92 41.274

3 >6.2 4 21.04 13.800
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Uma vez que t = 55.125 € W = (5.991, +o0), devemos rejeitar Hy ao n.s. de @g = 5% [bem como a
qualquer outro n.s. superior a ag].

Pergunta 10 2 valores

Pretende-se estudar a relacdo entre a percentagem de hidrocarbonetos presentes no condensador principal
de uma unidade de destilacdo (x) e a pureza do oxigénio produzido (Y,em percentagem). Para o efeito

recolhidas 20 observagdes que conduziram aos seguintes resultados:
20 20 20 20 20
Y xi=23.92, Y x5=29.2892, ) y;=1843.21, ) y7=170044.5321, ) x;y;=2214.6566,

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
onde [min;=; 20 X;, max;=1,. 20 X;] = [0.87, 1.55].

Admita que as varidveis x e Y estdo relacionadas de acordo com o modelo de regressdo linear simples,
Y = ﬁo + ,51.)6 +€.

Estime E(Y | x = 1.20). Calcule o coeficiente de determinacao e interprete o valor obtido.

¢ [Modelo de RLS e hipéteses de trabalho
Y = pureza do oxigénio produzido (em percentagem) (v.a. resposta)
x = percentagem de hidrocarbonetos... (varidvel explicativa)
Yi=Bo+Prxi+e;, i=1,...,n
E(€)=0,V(e)=0% i=1,..,n
cov(e;,€j)=0,i#j,i,j=1,...,n]
¢ Estimativas de MQ dos parametros desconhecidos S e 3;
Temos
o n=20
o ¥, x;=2392 x=1196 Y! x¥=292892 Y, x’-nix*=0.68088
o ¥ yi=184321 7=92.1605 Y y*=170044.5321 Y yi—ny*=173.376895
o ¥ xiy;=2214.6566 Y x;yi—nxj=10.17744.
Logo, as estimativas de MQ dos parametros desconhecidos f; e By sdo dadas por:

Y Xiyi—nxy 10.17744

b = T x2-ni2  0.68088 el
Bo = j-P1xx=7-P1%=92.1605—14.947480 x 1.196 = 74.283314;
¢ Estimativa pedida
E(Y|x=120) = fo+p1x1.20=74.283314 + 14.947480 x 1.20 = 92.220290.
¢ Calculo do coeficiente de determinacéo
 _ (X0, xiyi—nxy)’ (10.17744)?2

~(0.877436

T — — =
(Xr, x2-n#)x (X1, ¥y -ny?) 0.68088 x 173.376895
¢ Interpretacao coeficiente de determinacao

Cerca de 88% da variacao total da variavel resposta Y é explicada pela variavel x, através do modelo
de regressao linear simples ajustado, donde possamos afirmar que a reta estimada parece ajustar-se
bem ao conjunto de dados.
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