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fasćıculos 4-5

Copyright c© 2008 Mario J. Pinheiro
All rights reserved

March 15, 2010

Contents
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’If people do not revere the Law of Nature, It will ...adversely af-
fect them. If they accept it with knowledge and reverence, It will
accommodate them with balance and harmony.’

- Tao Te Ching, “O Livro do Caminho e sua Virtude”, escrito pelo grande sábio
chinês Lao Tzu (circa 600 A.C.)

All religions, arts and sciences are branches of the same tree. All
these aspirations are directed toward ennobling man’s life, lifting it
from the sphere of mere physical existence and leading the individual
towards freedom.

- Albert Einstein

6 Cinemática em 3 dimensões

No Fasc. 3 fizemos a exposição das bases do cálculo vectorial fundamentais
para a resolução dos problemas de Mecânica. Em seguida generalizamos a 3
dimensões o movimento unidimensional desenvolvido nos caṕıtulos anteriores.

Em 3-dim o vector posição da part́ıcula ideal num referencial cartesiano é dado
pela expressão:

−→r (t) = x(t)
−→
i + y(t)

−→
j + z(t)

−→
k . (6.1)

6.1 Velocidade média

Considere uma part́ıcula ideal em movimento num plano dirigindo-se de P para
Q. O vector posição em P é −→r (t) e o vector deslocamento é dado por ∆−→r :

∆−→r = ∆x
−→
i + ∆y

−→
j . (6.2)

A razão entre o vector deslocamento e o intervalo de tempo ∆t = t2 − t1 que
decorre entre as duas posições P e Q é o vector velocidade média:

−→
v =

∆−→r
∆t

=
∆x

∆t

−→
i +

∆y

∆t

−→
j +

∆z

∆t

−→
k , (6.3)

O vector velocidade média tem a direcção e o sentido de ∆−→r , e tem módulo
∆r/∆t (cf. Fig. 1).

Podemos igualmente escrever:

−→
v = vx

−→
i + vy

−→
j + vz

−→
k . (6.4)
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Figure 1: (a) - Vector posição no espaço cartesiano a três dimensões; (b) - Vector
deslocamento.
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A velocidade instantânea, v(t), no ponto P é definida em módulo, direcção e
sentido como o limite da velocidade média ∆−→r /∆t quando ∆t → 0, ou seja:

−→v = lim∆t→0
∆−→r
∆t

=
d−→r
dt

. (6.5)

A sua direcção e sentido é o da tangente à trajectória no ponto P. É igual à taxa
de variação temporal do vector deslocamento:

−→v =
d

dt
[x
−→
i + y

−→
j + z

−→
k ] (6.6)

−→v =
dx

dt

−→
i +

dy

dt

−→
j +

dz

dt

−→
k , (6.7)

−→v = vx
−→
i + vy

−→
j + vz

−→
k . (6.8)

O módulo do vector velocidade é dado pela expressão:

| −→v |=
√

v2
x + v2

y + v2
z (6.9)

sendo a direcção definida pela equação:

tan θ =
vy

vx
. (6.10)

6.2 Rapidez

A rapidez é dada pela expressão:

s =| d−→r
dt

|=
√

v2
x + v2

y + v2
z . (6.11)

Repare que a rapidez instantânea tem o módulo do vector velocidade (enquanto
que a velocidade instantânea tem, além desta propriedade, direcção e sentido).

rapidez −media =
distancia− percorrida

tempo
. (6.12)

6.3 Aceleração

A aceleração média e a aceleração instantânea são ambas obtidas por uma gen-
eralização imediata do movimento unidimensional.
−→v 1 e −→v 2 são os vectores velocidade instantânea nos pontos P e Q da trajectória
curva. Têm módulo e direcção diferentes. A aceleração média da part́ıcula
quando ela move-se de P para Q é,

−→
a , e é definida pela razão entre a variação

do vector velocidade instantânea ∆−→v e o intervalo de tempo ∆t:
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QuadroNegro 1 - Aceleração média.

Portanto, temos sempre
−→
a 6= 0 se a velocidade muda de direcção, ou se a

velocidade muda em módulo.

A aceleração instantânea, −→a , no ponto P define-se em módulo, direcção e
sentido como o limite para o qual tende a aceleração média quando o ponto Q
aproxima-se do ponto P e ∆v e ∆t ambos aproximam-se de zero.

Portanto, tem-se aqui:

−→a = lim∆t→0
∆−→v
∆t = d−→v

dt = d2−→r
dt2

= ax
−→
i + ay

−→
j + az

−→
k

ax = dvx

dt = d2x
dt2

ay = dvy

dt = d2y
dt2

az = dvz

dt = d2z
dt2

(6.13)

Pode-se verificar o seguinte:

• é igual à taxa de variação temporal da velocidade;

• −→a 6= 0 se o módulo da velocidade varia, ou se a direcção muda;

• Não tem necessariamente a mesma direcção que o vector veloci-
dade;

• O vector aceleração fica no lado côncavo da trajectória curva.

Exemplo 1: As coordenadas de um ponto material movendo-se no plano XY
são dadas por:

x = 1 + 2t2(m)
y = 2t + t3(m). (6.14)
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Figure 2: Aceleração instantânea e suas componentes a duas dimensões.
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Determine a posição da part́ıcula, e a sua velocidade e aceleração no instante
t = 2 s.

QuadroNegro 2 - Problema.
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6.4 Aceleração: componentes a⊥ e a‖

A representação da aceleração de uma part́ıcula movendo-se ao longo de uma
curva em termos das componentes a⊥ e a‖ é muito útil porque essas componentes
representam um sistema de coordenadas rectangulares.

• −→a ⊥ é normal à trajectória e está associada à mudança de direcção do
movimento;

• a‖ é paralela à trajectória e está associada à variação do módulo de −→v .

Existem 2 casos a considerar:

- −→a paralelo a −→v : Uma variação no vector velocidade −→v 1 durante o intervalo
de tempo ∆t é um vector ∆−→v com a mesma direcção e sentido que −→a e −→v 1. A
velocidade −→v 2 atingida pelo móvel no final do intervalo de tempo ∆t é dada por−→v 2 = −→v 1 + ∆−→v , e tem a mesma direcção que −→v 1, mas módulo ligeiramente
superior.

- −→a perpendicular a −→v : No intervalo de tempo ∆t a variação ∆−→v é perpendic-
ular a −→v 1. Temos −→v 2 = −→v 1 +∆−→v , mas −→v 1 e −→v 2 diferem na direcção. Quando
∆t → 0, ∆−→v é perpendicular a −→v 1 e −→v 2, mas os módulos de −→v 1 e −→v 2 são
iguais.

QuadroNegro 3

Repare que a partir da aceleração podemos obter o incremento infinitesimal da
velocidade:

−→a =
d−→v
dt

⇒ d−→v = −→a dt. (6.15)

Ou seja, a variação da velocidade tem a mesma direcção (e sentido) que o vector
aceleração.
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Em particular, pode-se verificar (usando −→a ⊥ e −→a ‖) que:

• −→a · −→v > 0 - a velocidade aumenta;

• −→a · −→v < 0 - a velocidade diminui.

• −→a ·−→v = 0 - o módulo da velocidade permanece constante, mas a velocidade
muda de direcção ⇒ movimento circular.

6.5 Movimento com aceleração constante

A aceleração média é dada por:

−→
a =

∆−→v
∆t

. (6.16)

Se a velocidade inicial é −→v 0, então após o intervalo de tempo ∆t = t será:

−→v = −→v 0 +−→a t, (6.17)

quando a aceleração é constante.

As componentes em x, y e z são:

vx = vox + axt
vy = voy + ayt
vz = voz + azt

(6.18)

Se aplicarmos os mesmos argumentos que usámos no caso do movimento unidi-
mansional, pode-se mostrar que o vector posição é dado pela expressão:

−→r = −→r o +−→v ot +
1
2
−→
a t2. (6.19)

As suas componentes são:

x(t) = xo + voxt +
1
2
axt2 (6.20)

y(t) = yo + voyt +
1
2
ayt2 (6.21)

z(t) = zo + vozt +
1
2
azt

2 (6.22)

Repare que nas Eqs. 6.18-Eq. 6.19 e Eqs. 6.20- 6.22 as várias componentes do
movimento são independentes umas das outras. Embora o tempo seja comum
em todas elas, vx é só afectado por ax; x é afectado pela velocidade inicial vox

e ax, e por áı adiante.
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Figure 3: Gráficos de y vs. x.
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6.6 Movimento de projécteis

Começamos aqui o estudo do movimento dos corpos aos quais se comunica uma
velocidade inicial a partir de uma posição inicial e que seguem uma trajectória
determinada pelo efeito do campo gravitacional e pela resistência do ar.

O modelo ideal é o seguinte:

• As trajectórias são de curto alcance de modo que −→g é (praticamente)
constante em módulo e direcção;

• Despreza-se a resistência do ar;

• Despreza-se o efeito da rotação da Terra;

• O movimento é de aceleração constante.

Para descrever este movimento pode assumir que (cf. Fig. 4):

• o movimento realiza-se no plano XZ;

• O eixo OZ é dirigido verticalmente;

• O eixo OX é dirigido no sentido da componente horizontal da velocidade;

Ou seja:

ax = 0
ay = 0

az = −g = −9.80m.s−2(aceleracao− oposta− a + Oz)
voy = 0.

(6.23)

Equações do movimento:

x(t) = xo + voxt vx(t) = vox

y(t) = 0 vy(t) = 0
z(t) = zo + vozt− 1

2gt2 vz(t) = voz − gt
(6.24)

Repare que os movimentos estão desacoplados, o movimento ao longo de um
dado eixo é independente do movimento ao longo dos outros dois. Essa ex-
periência pode ser feita por vós. Basta atirar simultaneamente duas moedas (a
sua massa também é indiferente, pois ambas caem com a mesma aceleração)
do alto de uma mesa, uma delas com velocidade horizontal e a outra em queda
livre na vertical: ambas atingem o solo no mesmo instante.

Portanto, x(t), y(t) e z(t) dão uma descrição completa da trajectória da
part́ıcula em função do tempo.

Qual é curva matemática descrita pela trajectória baĺıstica?
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Figure 4: Trajectória baĺıstica.
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Sabemos que
x(t) = x0 + v0xt

⇒ t = x(t)−x0
v0x

.
(6.25)

Substitua t em z(t):

z = z0 + v0z

(
x(t)− x0

v0x

)
− 1

2
g

(
x− x0

v0x

)2

(6.26)

Esta equação tem a forma geral da “equação da parábola”:

z = A + Bx + Cx2, (6.27)

onde A, B e C são constantes.

6.7 Movimento baĺıstico

O movimento baĺıstico foi estudado por Galileu tendo ele chegado à conclusão
que a curva traçada pelo projéctil 1 é uma parábola, consistindo na combinação
do movimento de queda livre na vertical com o movimento inercial na horizontal
(o desacoplamento das componentes que referimos na Sec. anterior.)

Sejam quais forem as condições iniciais, a trajectória será sempre uma parábola,
desde que seja desprezável o efeito da resistência do ar.

O objectivo é determinar:

• altura máxima;

• tempo de voo 2;

• Alcance 3

Normalmente assume-se:

• z(0) = 0 e x(0) = 0, a part́ıcula é colocada na origem das coordenadas;

• vz(0) = vzo - componente vertical da velocidade inicial;

• vx(0) = vxo - componente horizontal da velocidade inicial.

O movimento efectua-se no plano XZ. Quando o projéctil atinge a altura
máxima, vz(0) = 0 ele está movendo-se efectivamente horizontalmente:

∴ 0 = voz − gtmax, (6.28)

1Bola, bala, missil, bomba.
2Em inglês, “time-of-flight”
3Em inglês, “Range”.
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isto é, o tempo necessário para atingir a altura máxima é:

tmax =
voz

g
. (6.29)

QuadroNegro 4 Altura máxima e alcance do projéctil.

Qual é a velocidade, v do projéctil em qualquer posição da sua trajectória?

A velocidade instantânea é:

−→v (t) = vx(t)
−→
i + vz(t)

−→
k (6.30)

o módulo é:
| −→v |=

√
v2

x + v2
z (6.31)

e a direcção e sentido são dados por

tan θ =
vz(t)
vx(t)

. (6.32)

6.7.1 Velocidade à altura máxima

vx(t) = vox (6.33)
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Figure 5: Trajectória de um missil baĺıstico intercontinental.
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Figure 6: Esquema do foguetão V2 constrúıdo na Alemanha Nazi, na base de
Peenemünde na costa Báltica. Werner Von Braun era o cientista-chefe deste
projecto que aterrorizou os bitânicos durante a Segunda Guerra Mundial. Em
1945, os cientistas mais famosos especialistas em foguetões foram acolhidos pelos
americanos sob a capa da operação secreta “Paperclip”. Wernher von Braun,
cientista ĺıder no desenvolvimento de foguetes na Alemanha foi levado para os
Estados Unidos e tornou-se director do Centro Espacial de Vôo Marshall de
1960 a 1970, onde desenvolveu o Programa Apollo que colocou o homem na
Lua.
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vz(t = tmax) = voz − g(
voz

g
) = 0 (6.34)

No instante em que o projéctil atinge a altura máxima a trajectória é horizontal
e temos então −→v = vox

−→
i . (6.35)

6.7.2 Velocidade atingida à distância máxima alcançada

vx(t) = vox (6.36)

vz(t =
2voz

g
) = voz − g

(
2voz

g

)
= −voz (6.37)

Conclúımos que, em módulo, a velocidade atingida é a mesma com que partiu
na origem, e o ângulo feito com a horizontal é θ = −θo, em lugar do ângulo
descrito na origem θ = +θo quando t = 0.

QuadroNegro 5 - Curvas caracteŕısticas do movimento baĺıstico.

Exemplo 2: Calcule a altura máxima, o tempo de voo e o alcance atingidos
por um projéctil lançado com velocidade inicial −→v o e fazendo um ângulo inicial
θ com a horizontal, com origem em O.
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vox = vo cos θ
voz = vo sin θ

(6.38)

A equação do movimento baĺıstico são as seguintes:

x(t) = (vo cos θ)t + xo

z(t) = zo + (vo sin θ)t− 1
2gt2

(6.39)

donde resultam as componentes da velocidade

vx(t) = dx
dt = vo cos θ

vz(t) = dz
dt = vo sin θ − gt.

(6.40)

Altura máxima:

Zmax =
v2

o sin2 θ

2g
(6.41)

Tempo de voo:

tvoo =
2vo sin θ

g
= 2tmax. (6.42)

Alcance:

xmax =
2v2

o sin θ cos θ

g
=

v2
o sin 2θ

g
(6.43)

Atenção: Os resultados apresentados anteriomente podem ser aplicados de ime-
diato se o ponto de impacto e de lançamento se encontrarem à mesma altura.
De outra forma deverá ter em atenção esses factores.

A expressão do alcance:

R =
v2

o sin 2θ

g
, (6.44)

é função do ângulo θ, de modo que podemos procurar o ângulo θ que corresponde
ao alcance máximo.

De imediato nos apercebemos que o valor máximo do alcance é obtido quando
sin 2θ = 1, ou seja

• 2θ = 90o

• θ = 45o

Podemos chegar à mesma conclusão por meio do cálculo das derivadas. Primeiro
obtemos o valor extremo:

dxmax

dθ
=

v2
o

g
2 cos 2θ = 0 ⇒ θ = 45o, (6.45)

108



e depois verificamos se corresponde ao máximo:

d2xmax

dθ2
< 0. (6.46)

Exemplo 3: Qual é o alcance de uma bala de espingarda calibre 22, supondo
que v0 = 330 m/s? Considere θ = 45o. Despreze a resistência do ar.

xmax =
v2

o sin 2θ

g
=

3302 × 1
9.80

= 11.1km. (6.47)

Exemplo 4: Repita o mesmo tipo de cálculo para uma bola de baseball 4.
Suponha que vo ∼ 145 km/h = 40.3 m/s.

xmax =
v2

o sin 2θ

g
=

40.32 × 1
9.8

= 165.7m. (6.48)

Exemplo 5: Uma bola é arremessada horizontalmente a 18 m/s de uma colina
de 50 m de altura. Calcule o tempo de voo, a velocidade com que atinge o solo,
o ponto do impacto e o ângulo do impacto.

x(t) = vo cos θt = vot (6.49)

porque θ = 0o.

z(t) = zo + vozt− 1
2
gt2. (6.50)

z(t) = H − 1
2
gt2 (6.51)

porque voz = 0 e zo = H.

No ponto de impacto devemos ter z = 0. Resolvendo a Eq. 6.50, obtemos

T =

√
2H

g
=

√
2× 50
9.80

= 3.19s. (6.52)

donde
x(T ) = 18× 3.19 = 57.42 (6.53)

vx(T ) =
dx

dt
= vo = 18m/s (6.54)

vz(T ) =
dz

dt
= −gT = −9.80× 3.19 = −31.26m/s. (6.55)

4Um arremessador (“pitcher”) lança uma bola para o o rebatador (“striker”), que a atinge
com um bastão e tenta em seguida correr em torno de um circuito de bases sem ser atingido
pela bola pelos defesas.
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Figure 7: Carregador de munição de algumas espingardas.
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Figure 8: Como atingir uma maçã em queda livre com uma flecha.

tan β =
vz

vx
=
−31.26
18.0

(6.56)

β = −60.1o (6.57)

| −→v |=
√

v2
x + v2

y =
√

182 + 31.262 = 36.1m/s (6.58)

6.8 Estratégia na resolução de problemas sobre projécteis

As equações gerais do movimento parabólico são:

x(t) = xo + (vo cos θo)t
z(t) = zo + (vo sin θo)t− 1

2gt2
(6.59)

vx(t) = vo cos θo

vz(t) = vo sin θo − gt.
(6.60)

Exemplo 6: Pretende-se atingir uma maçã com uma flecha no mesmo instante
em que ela cai da árvore (Fig. 8)

Para onde deve apontar o atirador de modo a atingir a maçã?

A trajectória da flecha é dada por xf (t), yf (t), donde resulta o vector posição:

−→r f (t) = xf (t)
−→
i + zf (t)

−→
k . (6.61)

A trajectória da maçã é dada por

−→r m(t) = L
−→
i + zm(t)

−→
k . (6.62)

O impacto da flecha com a maçã acontece no instante t = T e para que tal
aconteça é necessário que

zf (t) = zm(t)
xf (t) = xm(t) (6.63)
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As equações do movimento da maçã são:

xm(t) = L
zm(t) = H − 1

2gt2
(6.64)

As equações do movimento da flecha são:

xf (t) = voxt
zf (t) = vozt− 1

2gt2
(6.65)

No instante t = T devemos ter

L = voxt
∴ T = L

vox

(6.66)

A Eq. 6.63 permite-nos escrever

vozT − 1
2
gT 2 = H − 1

2
gT 2. (6.67)

isto é, depois de substituir t por T :

H = voz
L

vox
. (6.68)

Atendendo a que
vox = vo cos θ
voz = vo sin θ

(6.69)

conclui-se que
H

L
=

sin θ

cos θ
= tan θ. (6.70)

Este resultado leva-nos a concluir o seguinte:

• a pontaria é independente de vo, embora vo deva ser suficientemente ele-
vado de modo a atingir o alvo;

• o ângulo θ representa o ângulo com que o alvo é visto antes de este começar
a cair.

6.9 Movimento circular uniforme. Coordenadas carte-
sianas e polares

Considera-se aqui o movimento de uma part́ıcula movendo-se com rapidez con-
stante ao longo do ćırculo de raio R. Já sabemos que

−→a =
d−→v
dt

, (6.71)
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e também vimos na Sec. anterior que, se a velocidade varia em módulo ou em
direcção, a part́ıcula está acelerada.

Por exemplo, se uma part́ıcula move-se num ćırculo a rapidez s =| −→v |=
constante, embora a direcção mude continuamente.

Considere dois instantes de tempo consecutivos muito próximos, ∆t, no movi-
mento de uma part́ıcula ideal. Tem-se:

| −→v 1 |=| −→v 2 |= v = const, (6.72)

e a diferença da velocidade é:

∆−→v = −→v 2 −−→v 1. (6.73)

Quando ∆t é muito pequeno, tem-se

| −→v |≈ v∆θ (6.74)

QuadroNegro 6 -Movimento circular uniforme

Portanto,

a =
| ∆v |
∆t

∼ v(
∆θ

∆t
). (6.75)

O que significa este rácio ∆θ
∆t ?
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Repare que no intervalo de tempo ∆t a part́ıcula tem o deslocamento v∆t. Esta
quantidade deve ser igual a R∆θ (com θ em radianos).

∴ R(∆θ) = v∆t (6.76)

∴
(

∆θ

∆t

)
=

v

R
= ω = const. (6.77)

sendo ω a velocidade angular (em unidades rad/s).

∴ a = v
( v

R

)
(6.78)

Esta aceleração no movimento circular é perpendicular à velocidade e dirigida
no sentido da concavidade, isto é, do centro, de modo que

a⊥ =
v2

R
= ω2R, (6.79)

em unidades m/s2.

Qual é a direcção (e sentido de −→a )?

No limite ∆t → 0 é claro que também ∆θ → 0. Uma figura rápida do movimento
circular é suficiente para nos apercebermo-nos que ∆−→v é perpendicular a −→v ,
∴ −→a ⊥ −→v , em todo os pontos da curva.

Portanto, como o vector velocidade −→v é tangencial à trajectória conclui-se que
o vector aceleração é orientado para o centro do ćırculo. Esta aceleração é
chamada de aceleração centŕıpeta (“orientada para o centro”).

Podemos exprimir esta aceleração em termos do peŕıodo τ do movimento. Se
a part́ıcula percorre uma distância 2πR no intervalo de tempo τ , então a sua
velocidade é:

v =
2πR

τ
, (6.80)

donde se obtém

a⊥ =
4π2R

τ2
. (6.81)

Temos procurado calcular a velocidade e aceleração a partir do procedimento
das coordenadas. Em seguida iremos obter a aceleração de um objecto
movendo-se ao longo de um arco usando a coordenada de arco s. Emprega-
se este método quando se conhece previamente a trajectória da part́ıcula. A
posição do ponto P fica determinada pela coordenada do arco s, isto é, pela
distância à origem de referência eleita O. Fica assim também estabelecido o
sentido positivo da leitura da coordenada s.

QuadroNegro 7 - Procedimento “natural”.
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Figure 9: Um ponto P move-se ao longo de um arco de circunferência de raio ρ.

Exemplo 1: Um ponto P move-se ao longo de um arco de circunferência de
raio ρ (Vd. Fig. 9). A sua velocidade depende da coordenada do arco segundo
a lei v = C

√
s, onde C é uma constante. Achar o ângulo α entre o vector

aceleração e o vector velocidade.

Solução:

Note que
tan α =

an

at

Determinemos as componentes da aceleração:

an = v2

ρ = C2s
ρ at = dvt

dt = dvt

ds
ds
dt = C

2
√

s
C
√

s = C2

2

donde se obtém:
α = arctan

2s

ρ
.

Exemplo 2: Num carrossel os passageiros movem-se num ćırculo horizontal de
raio R = 5.0 m, completando uma volta ao fim de 40 s. Calcule a⊥.

Solução:

v =
2πR

τ
=

2π(5.0)
40

= 0.785m/s (6.82)

a⊥ =
v2

R
=

7.852

5.0
= 0.123m/s2 (6.83)

ou seja, em termos de fracção de “gees”:
(

a⊥
g

)
= 1.25gees. (6.84)

Repare que
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1. Na queda livre, −→a é constante em módulo e direcção e d−→a
dt = 0;

2. No movimento circular uniforme, −→a é constante em módulo mas não em
direcção que está sempre dirigida para o centro e em cont́ınua mudança,
d−→a
dt 6= 0 ⇒ −→a 6= constante.

Exemplo 3: Velocidade de uma pequena esfera ao longo de um raio de uma
roda de bicicleta (Vd. Fig. 10(b))

Solução:

Uma esfera move-se ao longo do raio de uma roda de bicicleta com velocidade
constante v. A velocidade aqngular da roda é θ̇ = ω em rad/s em torno de um
eixo fixo no espaço. No instante inicial t = 0 a esfera está na origem e o raio
ao longo do qual a esfera move-se está orientado ao longo de OX. Determine a
velocidade da esfera num instante genérico t.

a) Em coordenadas polares:

O procedimento de cálculo que apresentamos a seguir tem um carácter geral e
é de grande importância na aplicação das coordenadas polares a problemas de
movimentos curviĺıneos.

Temos previamente as seguintes relações: r = vt, ṙ = v e θ̇ = ω.

O vector velocidade é:
−→v =

d

dt
(r−→u r) (6.85)

onde −→u r denota o vector unitário radial, representado na Fig. 10(a). O vector
unitário radial, como se depreende da Fig. 10(a) é dado pela expressão

−→u r = cos θ
−→
i + sin θ

−→
j . (6.86)

Efectuando a derivada em ordem ao tempo da Eq. 6.85 obtemos

−→v = ṙ−→u r + r
d−→u r

dt
. (6.87)

Encontramos um termo novo, que é o que se encontra no final da Eq. 6.87.
Vamos então calculá-lo:

d

dt
−→u r =

−→
i

d

dt
cos θ +

−→
j

d

dt
sin θ

= −−→i θ̇ sin θ +
−→
j θ̇ cos θ

= θ̇(− sin θ
−→
i + cos θ

−→
j )

(6.88)

Repare agora que se fizermos roda o vector unitário −→u r de 90o obtemos o novo
vector unitário azimutal −→u θ:

−→u θ =
−→
i cos(θ + π

2 ) +
−→
j sin(θ + π

2 ))
= − sin θ

−→
i + cos θ

−→
j

(6.89)
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Isto é, obtemos
d−→u r

dt
= θ̇−→u θ. (6.90)

Finalmente, obtemos o vector velocidade em coordenadas polares:

−→v = ṙ−→u r + rθ̇−→u θ. (6.91)

Voltando ao nosso problema, podemos substituir o que já sabemos:

−→v = v−→u r + vtω−→u θ. (6.92)

b) Em coordenadas cartesianas:

Neste caso convém partir da expressão

−→v =
d

dt
(x
−→
i + y

−→
j ) (6.93)

Ou seja
−→v =

d

dt
(r cos θ

−→
i + r sin θ

−→
j ) (6.94)

Repare que agora os versores
−→
i e

−→
j estão fixos no espaço, não rodam com o

tempo como o fazem −→u r e −→u θ. Temos assim sucessivamente

−→v = ṙ cos θ
−→
i − rθ̇ sin θ

−→
i + ṙ sin θ

−→
j + rθ̇ cos θ

−→v =
−→
i (vr cos θ − vθ sin θ) +

−→
j (vr sin θ + vθ cos θ)

(6.95)

onde pusemos vr = ṙ e vθ = rθ̇ = rω.

Por este exemplo conclúımos ser muito mais fácil a resolução do problema us-
ando coordenadas polares.

Exemplo 4: Calcule a expressão da aceleração em coordenadas polares. Parta
da Eq. 6.85.

Solução:

−→a =
d

dt
−→v

−→a =
d

dt
(ṙ−→u r + rθ̇−→u θ) (6.96)

QuadroNegro 8 - Aceleração em coordenadas polares (complete o cálculo acima
iniciado)
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Chegámos finalmente à expressão da aceleração em coordenadas polares:

−→a = (r̈ − rθ̇2)−→u r + (rθ̈ + 2ṙθ̇)−→u θ. (6.97)

• r̈−→u r - aceleração linear na direcção radial devido à variação do módulo da
velocidade;

• rθ̈−→u θ - aceleração linear na direcção tangencial devido à variação do
módulo da velocidade angular ω (termo de Euler);

• −rθ̇2−→u r - aceleração centŕıpeta;

• 2ṙθ̇−→u θ - aceleração de Coriolis5 (força fict́ıcia que aparece nos referen-
ciais em rotação)

5Gaspard-Gustave de Coriolis ou Gustave Coriolis (1792 1843), foi um matemático, engen-
heiro mecânico e cientista francês, tornado famoso pela descoberta do efeito Coriolis. Coriolis
foi o primeiro a cunhar a palavra “trabalho” para o produto da força pelo deslocamento. Em
1829 Coriolis publicou o livro “Calcul de l’Effet des Machines” onde expôs a mecânica na
forma que a tornava de compreensiva aplicação no contexto da engenharia.
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Figure 10: (a) Movimento circular e em linha recta em coordenadas polares.
(b) Uma esfera move-se radialmente ao longo de um raio de roda de bicicleta
com velocidade v.
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