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Exercicios Resolvidos

Derivada da funcao composta. Conjuntos de nivel.

Exercicio 1 Considere a funcao f(x,y,z) = €*yz e seja g : R? — R3 uma fungdo de
classe C* tal que g(0,0) = (0,1,2) e

1 2
Dg(0,0) = |3 4
0 1

Calcule a derivada D,(f o g)(0,0) segundo o vetor v = (1,2).

Resolugao: Pelo Teorema da Fungao Composta, temos

D(fog)(0,0) = Df(g(0,0)Dg(0,0)
= Df(0,1,2)Dg(0,0)

1 2
5(0,1,2) $5(0,1,2) %(0,1,2)] |3 4
0 1

0 0
Dado que —f =e"yz —f =e’z, — = €%y, entao
Ox Yy

1 2
D(fog)(0,0)=1[2 2 1] |3 4| =[8 13].
0 1

Portanto,

Dy(f09)(0,0) = D(f cg)(0,0)v

= [8 13] H

= 34

Exercicio 2 Considere as fungoes:

f(xaya Z) = (Z7 _:L‘27_y2) € g($ay7z> = ZE+y+Z

Sejam v = (1,2,3) eu = (2,3, 3).

)%



a) Calcule as matrizes Jacobianas de f, g e go f.
b) Calcule as sequintes derivadas sequndo vetores:

of of dg dgof)
3oL LD, 5-(0,0,1),55(0,1,0), =5—(2,0,1).

¢) Determine a dire¢ao de crescimento maximo de g o f no ponto (1,0,1).

d) Determine a reta normal ao paraboldide
P = {(l’,y,Z) € R’ : Z—$2 _y2 = 3}7

no ponto (1,1,5).

Resolugao:
a) Temos
0 0 1
Df(z,y,z)=1| -2z 0 0],
0 -2y 0
e
Dg(z,y,z)=[1 1 1].
Temos também, (g o f)(z,y,2) = g(f(z,y,2)) = z — 2* — y?, pelo que

D(go f)(w,y.2)=| =2z -2y 1].

Note-se que as derivadas parciais de f, g e g o f sao continuas pelo que estas funcoes
sao diferenciaveis.

b) Temos:
of 0O 0 1 1 3
SoLLD =D L) v=| -2 0 0| | 2|=|-2];
v 0 —2 0 3 —4
of 001 2 :
5,(0.0.1) =Df(0.0.1)-u= | 0 0 0 3|1=10];
“ 000 L 0
dg 1
ov 3



dgof)

2 15
o (2,0,1) = D(go f)(2,0,1)-u=[ -4 0 1]- :f =——.
2

c¢) A diregao de crescimento méximo é dada por V(go f)(1,0,1) = (=2,0,1).

d) P é o conjunto de nivel do campo escalar g o f dado por (g o f)(z,y,2) = 3. Logo, o
vetor V(go f)(1,1,5) = (—2,—2,1) é normal a P em (1,1,5). A reta normal a P em
(1,1,5) é entao dada por

{(z,y,2) €R*: (2,9,2) = (1,1,5) +t(—2,-2,1),t € R} =
(z,y,2) ER*: (x — 1,y — 1,2 — 5) = (—2t, —2t,1),t € R} =
(,9,2) ER* iz —1=-2(z-5) ;v —1=y—1} =
(z,9,2) ER* 1oz +22=11; x = y}.

{
{
{

Exercicio 3 Determine a reta normal e o plano tangente ao cone

C={(z,y,2) ER®: 2=3— /22 +42}

no ponto (3,4, —2).

Resolugao: Consideramos a fungao F(x,y,z) = z + y/x2 + y2. Vemos que
C={(z,y,2) e R*: F(x,y,z) =3},

logo C' é uma superficie de nivel de F'. Logo, em cada ponto, o gradiente de F' dé-nos a
direcao normal ao cone nesse ponto. Assim, temos

_ X Yy
VF(x7y’Z)_<\/3§'2—|—y27\/x2—|—y271>

e VF(3,4,-2) = (g, %, 1). Portanto a reta normal a C' no ponto (3,4, —2) é dada por

3 4
R= {(l’,y,Z) GRB: (x,y,Z)2(3,4,—2)+>\(5,5,1) ) )‘GR}a

donde se conclui que as equagoes cartesianas que definem a reta sao

or—32—21=0; 5y —42—12=0.



O plano tangente é dado pela equacao

3 4
~3,y—4 2)-(=,=,1]=0
(x—3,y—4,2+2) <5,5,) ,

ou seja,

4
g(x—B)—i-—

5(y—4)+(z—|—2):0 <= 3r+4y+5z =15

Exercicio 4 Determine o plano normal a linha
L={(z,y,2) eR®: z =2%; y =0},

no ponto (2,0,4).

Resolugao: Note-se que L é o conjunto dos pontos, em R? da forma (x,0,z?%), com
x € R3. Portanto, é a linha descrita pela funcao v : R — R3, de classe C! e definida por
Y(t) = (£,0,£%).

Temos +/(t) = (1,0,2t) e v(2) = (2,0,
defini¢ao, tangente a L no ponto v(2) = (2,
pela equagao

4). Sabendo que o vetor v/(2) = (1,0,4) é, por
0,4), o correspondente plano normal serd dado
(1,0,4) - (z — 2,y,2 —4) =0,

ou seja,
r—2+4+4(z—4)=0&x+42=18.



