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Vamos agora estudar a nogao de integral. As nogoes de derivada e integral formam, em conjunto,
os pilares do Célculo.

5.1. Motivacao para a Nocao de Integral. Uma motivagdo importante para o estudo de
integrais é o calculo de areas. Vocés ja encontraram a nocao intuitiva de area e aprenderam
férmulas para as areas de alguns conjuntos com geometria simples, tais como um rectangulo ou
um circulo (aproveitem este momento para pensar no seguinte: como se faz para chegar a formula
da drea de um circulo?). Mas como podemos dar uma defini¢do precisa de drea de um regido
arbitraria do plano?

Vamos considerar uma funcao f : [a,b] — R limitada. Quando a funcdo é nao-negativa, vamos
procurar definir de uma forma precisa a drea da regido R que fica por baixo do grifico desta
funcao:

R={(z,y) eR*:a<x<b0<y< fz)}

FIGURA 1. Area debaixo do gréifico da funcdo f(z) = sen(z) + 2/2, com 0 < z < 10.

Ao valor da érea, que iremos definir adiante, chama-se integral de f no intervalo [a, b].
No caso em que f tome também valores negativos, como na figura seguinte:

5
4

3

FIGURA 2. Area entre o eixo Oz e o grafico da funcio f(z) = sen(z) + 3, com
—4 <z <10.
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o integral representard a “area com sinal” delimitada pelo grafico da funcao, i.e., a diferenca entre
a drea vermelha (acima do eixo horizontal) e a drea azul (abaixo do eixo horizontal).

Por enquanto e para simplificar (trata-se, para jd, de uma motivacao que levard a uma definigéo),
vamos assumir que f(z) > 0 e que f é continua. A ideia por detrds da definigdo de integral é
muito simples. Comegamos por dividir o intervalo [a, b] em intervalos mais pequenos, por exemplo
em 4 sub-intervalos:

[a7b] = [tovtl] U [t17t2] U [t27t3] U [t37t4]'
onde os numeros tg,t1,ts,t3,t4, satisfazem:
a=t0<t1<t2<t3<t4:b.

No primeiro intervalo [to, t1] a fun¢do tem um valor minimo m; e um valor maximo M, no segundo
intervalo [t1, 2] a fungdo tem um valor minimo ms e um valor maximo M, e assim por diante, de
forma que, no intervalo [t;_1,¢;], a fungdo tem um valor minimo m; e um valor maximo M;.

FIGURA 3. Soma superior de f(z) = sen(z) 4+ /2 com 4 intervalos

Desta divisao resulta entao uma colecgao de rectangulos dentro da regiao R e uma outra colecgao
de rectangulos contendo a regido R. A soma da area dos rectdngulos interiores é:

S =mi(t1 —to) + ma(ta — t1) + ms(ts — t2) + ma(ts — t3),

enquanto a soma da area dos rectangulos exteriores é:

S = M (t1 — to) + Ma(ta — t1) + Ms(ts — ta) + My(ts — ts3).

Observagao chave: Qualquer que seja o valor A para a drea de R deveremos ter:
S<ALS,

e isto deve acontecer independentemente da decomposigdo do intervalo [a, b].

Por outro lado, é de esperar que, usando partigoes em sub-intervalos cada vez mais pequenos,
se obtenham aproximagoes cada vez melhores para o valor de A.

Consideremos a funcdo f : [0,1] — R definida por f(z) = 22, e procuremos estimativas
inferiores e superiores para a area A da regiao

{(z,9) eR*: 0<y < f(z), 0<z <1}
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FIGURA 4. A &rea’debaixo da furi¢io f(acojj =22'0<z<1.
Vamos dividir o intervalo [0,1] em 2 sub-intervalos do mesmo comprimento: [0, 1] e [3,1],
que ficam determinados através dos extremos tg = 0, t; = % e to = 1. Como a fungao
é crescente, num intervalo [t;—1,¢;] o minimo de f é m; = f(t;—1) e o maximo de f é
Mi = f(tz) Logo:

1 1
mi = f(0) =0, 1=f5)=7
i3)=7 My= (1) =1
mo = —-) = - = = .
2 2 45 2
Assim, obtemos que a soma da drea dos rectangulos interiores é:
1 1 1 1
E=0xgt =y
enquanto a soma da area dos rectangulos exteriores é:
- 1 1 1 5
Assim, a drea A da regiao delimitada pelo grafico de f deverd satisfazer:
bea<?
8§~ T8

Por outro lado, se escolhermos uma subdivisdo em 4 intervalos, de forma que to = 0, t; = 1,
ty = %, t3 = %, ty = 1, obtemos:

= 1(0) =0, M= f()) = 1
e = f(3) = 36 M= f(5) =5,
my=(3) =71 My =7(3) = =,
mi= 1) = 15 My = (1) =1,

Logo, obtemos que a soma da area dos rectangulos interiores é agora:

S—0><1+1><1+1><1—|—9><1—7
= 416 4 474 16 4 32

enquanto a soma da area dos rectangulos exteriores é agora:

?—1><1+1><1—|—9><1+1><1—15
1674 474 16 4 4 32
Assim, obtemos melhores estimativas para a drea A:
1 7 15 5
< =<A<L< — < -
s 327538

5.2. Particoes, Somas Inferiores e Superiores.
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Vamos agora formalizar estas ideias de uma forma precisa a uma fungao f : [a,b] — R limitada
(ndo necessariamente continua nem nao-negativa).

Definicao 1.2

Sejam a < b ndmeros reais. Uma decomposicao do intervalo [a,b] é uma colecgdo finita
de pontos P = {tg,...,tn} de [a,b], em que a =ty < t1 < -+ < tp_1 <t, =b.

Note-se que uma decomposicao P = {to,...,t,} de [a, ] permite dividir (“partir”) este intervalo
em n sub-intervalos [a,t1] = [to, t1], [t1,%2], -+ [tn—1,tn] = [tn—1,0].

Definicao 1.3: Somas de Darboux

Seja f : [a,b] — R uma fungdo limitada e P = {ty,...,t,} uma decomposicao de [a, b].
(a) A soma inferior (de Darboux) de f relativa a P é o niimero real

ﬁp(f) = Zml(tl — tifl), onde m; = Hlf{f(if) o ti,1 S x S tl}
i=1
(b) A soma superior (de Darboux) de f relativa a P é o ntimero real

?P(f) = Z Mi(ti - ti—l); onde Mz = Sup{f(:c) : ti—l <z< t'é}~
i=1

Nota 1.1. Para definir as somas inferior e superior apenas precisamos que a funcao f seja li-
mitada (por forma a que tenha infimo e supremo finitos em cada subintervalo determinado pela
decomposigdo P). Em particular, f pode assumir valores negativos e positivos.

5.3. Integral Superior e Inferior.
Vamos agora estudar o que acontece com estas somas quando se alteram as particoes.

Definicao 1.4

Dadas duas partigoes P e @ do intervalo [a, b] vamos dizer que @ é mais fina que P (ou
que refina P) se P C @, i.e., se todos os pontos de P pertencem a Q.

Exemplo 1.5

| .

Os conjuntos P; = {0, %, 1}, P, = {0, %, %, %, 1} e P3 = {0, %, %, 1} sdo todos parti¢oes do
intervalo [0,1]. A decomposi¢do P, é mais fina que P;, mas a decomposigdo P3 nao é mais

fina que P;.

O seguinte lema fornece uma primeira propriedade importante das somas superior e inferior.

Lema 1.2. Seja f : [a,b] = R uma fungdo limitada, P e Q parti¢ées de [a,b]. Se Q é mais fina
que P, entao: B B
Sp(f) £ 8q(f) < Sq(f) < Sp(f).

Demonstragao. Notem que da definicao é claro que, para qualquer decomposicao P, temos que:

Sp(f) < Sp(f).

Vamos agora mostrar que Sp(f) < Sy (f). A demonstracio de que Sq(f) < Sp(f) é semelhante.

Basta mostrar que Sp(f) < Sq(f) quando @) tem apenas mais um ponto que P. O caso geral
segue-se, pois podemos juntar um a uma P os pontos de @), obtendo particoes P C P} C Py C
-+« C P, = @, em que cada decomposi¢ao tem mais um ponto que a anterior. Assim:

Sp(f) <8p (f) <8Sp,(f) <+ <8p (f) =8(f)-
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Seja entdo P = {tg,...,ti—1,ti...,tn} e Q@ ={to,...,tic1,¢,t;, ..., tn}, onde
a=ty<...<ti_1<c<t;<...<t,=0bh
Temos que:
Sp(f) =mai(ts —to) + - +mi(ti —ti1) + - +mn(tn —th1)
=mi(t1 —to)+ - +mi(c—ti—1) +mi(ti—c)+ -+ mp(tn —th1)
<my(ty —to) +---+m(c—tice) +m"(ti — ) + -+ mp(tn —tn1) = So(f),
onde usamos:
m' =inf{f(z) : t,;_1 <z <c} >inf{f(z):ti-1 <x <t} =my,
m” =inf{f(z):c<z<t;} >inf{f(x): t;-1 <z <t;} =m,. O
O seguinte lema fornece uma segunda propriedade importante das somas superior e inferior.
Lema 1.3. Seja f : [a,b] = R uma funcdo limitada. Para quaisquer parti¢oes Py e Py de [a,b]:
Sp, (f) < Sp,(f)

Demonstracdo. Seja Q = P, U P,. Entao @ é uma decomposicao que é mais fina que Py e Ps.
Pelo Lema 1.2, concluimos que:

Sp,(f) < 8o(f) < Sa(f) < Sp(f). U

Este lema mostra que o conjuntos de todas as somas superiores é minorado e o conjunto de
todas as soma inferiores é majorado, logo as seguintes defini¢oes fazem sentido.

Definigao 1.6: Integral superior e inferior

Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada.
e Chama-se integral inferior de f ao nimero real:

b
/ f:=sup{Sp(f): P é decomposigao de [a,b]}.

e Chama-se integral superior de f ao ntimero real:

T b
/ f:=inf{Sp(f): P é decomposigao de [a,b]}.

Também é comum usar como notagao para integral inferior e superior:

/abf(x)dx e /lbf(:c)d:r.

Leiam as “Notas importantes sobre nomenclatura” na pagina 7, que tratam sobre este assunto.

Segue-se do Lema 1.3 que temos sempre:

/abfé/abf-

Os dois exemplos seguintes mostram que estes dois nimeros podem ser iguais ou distintos.

Seja f : [a,b] — R uma fungdo constante f(x) = c¢. Qualquer que seja a decomposi¢ao
P = {to,...,t,} de [a,b] temos que:

mi:Mi:C.
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Segue-se que:

Sp(f)=> clti—ti)=¢Y (ti—ti1) =c(b—a),

=1 1=1

Sp(f) = C(ti — tifl) Z(f - tz 1) (b — CL).
i=1

K2

3

I

1
Concluimos que

b
/ f=sup{Sp(f): P é decomposicao de [a,b]} = c(b — a),

b
/ f=inf{Sp(f): P é decomposicio de [a,b]} = c(b— a),

Zf:c(b—a):/ibf.

Seja g : [a,b] — R a restrigdo da func@o de Dirichlet ao intervalo [a, b]:

e, portanto, neste caso:

(z) = 1, sex€la,bNQ;
g = 0, sex€la,b\Q.

Qualquer que seja a decomposicao P = {tg,...,t,} de [a,b] um subintervalo [t;_1,%;]
contém pontos racionais e pontos irracionais, logo:
=inf{g(z) : x € [ti—1, &} =0, M; =sup{g(z) : @ € [ti—1, 4]} = 1.

Segue-se que:

n

Splg) =) 0(ti —tim1) = (9) = 1(ti —ti) =b—a.
i=1

=1

Concluimos que

/ = sup{Sp(g) : P é decomposicao de [a,b]} =0,

/ = inf{Sp(g) : P é decomposigao de [a,b]} = b — a,

e, portanto, neste caso:

5.4. Funcgoes Integraveis e Nao-Integraveis.

Definicao 1.9: Fungoes Integraveis. Integral

Seja f : [a,b] — R uma fungdo limitada. Dizemos que f é uma func¢do integravel no
intervalo [a, b] se os seus integrais superior e inferior coincidem.
Nesse caso, ao valor comum chama-se integral de f em [a, b] e representa-se pelo simbolo:

/abf=ff=£f.
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Seguem-se algumas Notas importantes sobre nomenclatura.

E comum, ao escrever integral (ou até somas superiores ou inferiores), explicitar a varidvel
independente, escrevendo por exemplo
b
/ f(z)dx.
a

No entanto, a variavel escolhida nao tem qualquer importancia: se f for integravel,
b b

[, f(x)da :.fa f(t) dt, etc. . -
Note-se que isto é semelhante ao que acontecia com somatoérios: por exemplo,

3 3

g a; tem o mesmo significado que E aj,

i=1 j=1
sendo que as variaveis ¢ e j sao meramente auxiliares. Nos somatérios, estas variaveis
indicam-nos entre que ordens vamos somar (no exemplo, serd da ordem i = 1 até i = 3);
nos integrais, indicam-nos em que intervalo estamos a integrar a funcao f (z € [a, b]).

Note-se a diferenca entre

/f(x)dx e /abf(:zz)dm:

e 0 primeiro termo é uma fungao e representa uma primitiva de f;
e 0 segundo termo é um numero real (se f é integravel) e representa o integral entre
a e b da fungéo f.
A razao para se escolherem notagoes semelhantes ficara clara quando falarmos no Teorema
Fundamental do Célculo e na Regra de Barrow mais a frente.

Exemplo 1.10

O Exemplo 1.7 mostra que uma fungao constante f(x) = ¢ definida no intervalo [a,b] é
integravel e:

/abcd:v =c(b—a).

Exemplo 1.11

O Exemplo 1.8 mostra que a restrigdo da fungao de Dirichlet a um intervalo [a,b] nao é
uma fungao integravel.

O sfmbolo [ representa um S alongado, de “soma integral”. Expliquemos melhor a notagao

f: f(x)dx, recordando o caso em que f(z) > 0, em que o integral representa a drea abaixo
do gréfico. Dado x, é comum referirmo-nos a f(z)dz como sendo a drea de um retangulo
“infinitesimal” (muitissimo pequeno) centrado em z, com base a medir dz e altura f(x).
Assim, a drea abaixo do gréfico é vista intuitivamente como uma “soma’” das dreas de todos
estes retangulos quando x varia entre a e b.

Embora em outras disciplinas isto seja apresentado como sendo rigoroso, nao o é matema-
ticamente, e deve ser usado apenas como motivacao para a nogdo e nomenclatura usada
para o integral. Uma das formulagao rigorosas é a que apresentamos, usando partigoes e
somas de Darboux.
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5.5. Critérios de integrabilidade. Exemplos.
Vamos agora procurar obter critérios eficientes que nos permitam decidir se uma funcao limitada
f:[a,b] = R é ou ndo integrével.

Proposigao 1.12: Critério de Integrabilidade 1

Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada. Entao
(1) f é integrével em [a,b] <= qualquer que seja € > 0, existe uma decomposicao P
de [a, b] tal que: B
Sp(f) —Sp(f) <e.
b
(2) f é integrivel em [a,b] e / f = a <= qualquer que seja ¢ > 0, existe uma
decomposigdo P de [a, b] talaque:
a—e<8Sp(f)<a<Sp(f)<a+te.

Demonstrag¢do. Mostramos apenas (1), ficando como exercicio ver por que (1) implica (2).
(=) Suponhamos que f é integrdvel de forma que os seus integrais superiores e inferiores
coincidem com o valor do integral:

b
/ f=sup{Sp(f): P é decomposigao de [a,b]} = sup{Sp(f) : P é decomposicao de [a, b]}.

Pela propriedade do supremo e do infimo enunciada na Proposicao 77, sabemos entao que, para
qualquer € > 0, existem particbes P; e P» tais que

b b
Sn)> [ 1-5 ¢ Sam< [ 145

Considerando a decomposicao P = P; U P,, que refina P; e P, e usando o Lema 1.2, obtemos

Sp(f) = Sp(f) <Sp(f) —Sp,(f) < %4—%:6,

(<) Suponhamos agora que qualquer que seja € > 0 existe uma decomposicao P de [a,b] tal que:

Sp(f) = Sp(f) <e.

Como:

b
/ [ =sup{Sq(f): Q é decomposicio de [a,b]} > Sp(f),

b
/ [ =inf{So(f): Q é decomposicao de [a,b]} < Sp(f),

concluimos que:

‘/abf/abeSp(f)SP(f) e

Como € é arbitrario o integral superior e inferior coincidem, logo a fungao é integravel. O

A seguinte consequéncia direta é til na pratica

Corolario 1.13: Critério de Integrabilidade 2

Seja f limitada em [a,b]. Entao f é integrdvel <= existe uma sucessido de partigdes
(Pn)n de [a,b] tal que B
lim Sp,(f) —Sp,(f) =0.

n—oo
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Além disso, se Sp, (f) e Sp (f) convergem, temos

b
/ f(z)dz = lim Sp (f) = lim Sp, (f)

n—oo n—oo

Exemplo 1.14

Seja f :[0,1] = R a fungdo f(x) = z. Do seu grafico, daquilo que sabemos sobre a drea de
um triangulo e da motivagao que esteve por detras da construcao do integral, deveremos

1
1
/ rdr = —.
0 2

ter:

F1GURA 5. Representacao grafica do Exemplo 1.14.
Vamos verificar que de facto assim é. Seja P, = {0,1/n,2/n,...,(n —1)/n,1} a decom-
posicao de [0,1] em n intervalos de comprimento % Para esta decomposicao é imediato
que:
i—1 i i—1
S x S _} = )

n n n
i—1 i i
<z < —}=-—.

n n
Logo, vemos que as somas inferior e superior para esta decomposi¢cao sao:

n

Sp. (="t o LS

m; = inf{x :

M; = sup{x :

I
le,_\
/~
=
o 3
+
=
I
~_
I
3
)
S|
—_
N |

1

= —_— = _>
n? 2 2n 2

Invocando o Coroldrio 1.13, segue que f(z) = = é integravel em [0, 1] e:

1
1

/ rdr = —.
0 2
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Exemplo 1.15

Seja f:[0,1] — R a funcdo f(x) = 22, a funcdo j4 tratada no Exemplo 1.1. Pretendemos

calcular .
/ 22 dx,
0

que corresponde & drea abaixo do gréfico de f para x € [0, 1].
Seja P, ={0,1/n,2/n,...,(n—1)/n,1} a decomposicao de [0, 1] em n intervalos de com-
primento % Para esta decomposicao é imediato que:

1—1

m; = inf{x2 :

M; = sup{2? :

Usando o facto de

iiQ _ nn+1)(2n+1)

i=1
(o que se pode demonstrar por indugdo), vemos que as somas inferior e superior para esta
decomposicao sao:

G — 2
S, =3 g x = Sy

i=1 n n i=1

1”2‘:12 L(n=Un(2n-1) 1
= — 1Y = — —

n3 — n3 6 3’

Invocando o Coroldrio 1.13, concluimos que a funcdo f(z) = 2?2 é integrdvel em [0, 1] e que
! 1
/ 2?dr = =.
0 3

Exercicio 1.4. Raciocinando como em cima e usando o facto de

ii?’ ~ nP(n+1)2
= ¢

1

1

mostre que a fungio f(z) = 2 é integravel em [0,1] e que / 23 dr = 7
0

Exemplo 1.16

Este exemplo ilustra a afirmagdo intuitiva da ‘drea de uma linha ser nula’.
2
Seja f(z) = 0,2 € [0,2]\ {1}, f(1) = 10. Entao f é integrdvel em [0,2] e / f(z)dx = 0.
0
Seja P, ={0,1—1/n,141/n,2} a decomposigao de [0, 2] em 3 subintervalos. Entao, como
em [0,1 —1/n] e [1 4 1/n,2] temos inf f(z) = sup f(z) =0,
Sp,(f) = 8p,(f) =(10-0)-[(1+1/n) = (1 =1/n)] =20/n — 0,
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logo f é integrdavel em [0,2] e

2
Sp.(N=0. Sn()=20/n>0 = [ fyds=o
0
Mais geralmente, temos que: se f(x) = 0, * # ¢1,...,¢p (conjunto finito) entdo f ¢é in-

b
tegravel em [a, b, para quaisquer a,b € R e / f(z)dz =0.

J

Estes exemplos (trabalhosos) mostram que precisamos de formas mais expeditas de responder
a duas questoes para que a nogao de integral possa ser realmente 1til:

e Que classes de fungoes sao integraveis?
e Como podemos calcular o seu integral num intervalo [a, b] eficientemente?

Responda-se desde ja (parcialmente) & primeira questao:

Teorema 1.17: Classes de funcgoes integraveis

(1) Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua. Entdo f é integravel em [a, b].
(2) Seja f:[a,b] — R uma fungdo mondétona. Entdo f é integrével em [a, b].

Demonstragdo. (1) A prova da primeira afirmacao necessita de uma nogao que nao faz parte do
programa (a de continuidade uniforme de uma fun¢ao) pelo que nao é apresentada. O(A) aluno(a)
interessado(a) deverd consultar a bibliografia ou falar com o professor.

(2) Sendo f mondtona em [a, b], é claro que f é limitada por f(a) e f(b). Se f(a) = f(b) entao
f é constante e, pelo Exemplo 1.7, a funcao é integravel.

Seja entao f(a) # f(b). Vamos supor que f é crescente: f(a) < f(b) (o caso decrescente
é tratado de forma inteiramente andloga). Dado € > 0 podemos escolher uma decomposigao
P = {to,...,t,} tal que:

0<t;—tio1 < (i=1,...,n).

Como f é crescente, temos:

logo:

= m(f(b) - f(a)) ==

Como ¢ era arbitrario, pela Proposigao 1.12, a fungao f é integravel. O

Este ultimo resultado permite-nos verificar que muitas das fungbes que estudaremos sao in-
tegraveis. Para além disso, é uma consequéncia das propriedades que veremos a seguir que, se f é
integravel em subintervalos [a, ] e [¢, b], entdo f é integravel em [a, b], 0 que nos permite considerar
integrabilidade ‘por trogos’: fungbes mondtonas / continuas por trogos sdo também integréaveis.
Também veremos que se podem alterar os valores de uma funcgao integravel num conjunto finito
sem afectar integrabilidade (nem o integral). E possivel caracterizar de forma precisa exatamente
quais as fungbes que sao integraveis, mas tal estudo detalhado nao faz parte do programa. Posto
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isto, fica a faltar uma forma expedita de calcular integrais, o que explicaremos a frente na Seccao
5.8.

5.6. Propriedades do integral.
Vamos agora estudar propriedades do integral, que sao tteis, por exemplo, no seu calculo.

Teorema 1.18: Aditividade em relacao a regiao de integragao

Sejam a,b,c € Rtailsquea <c<be buponha se que f : [a,b] — R é uma fun¢ao integravel
em [a,c| e em [c,b]. Entdo f é integrével em [a,d] e temos:

/ /f+/f

Demonstracdao. Seja « / fep= / f. Pelo Coroléario 1.13, para todo o € > 0 existem

partigoes Py de [a,c] e Py de [c,b] tais que:

(1) a5 <8p(f) Sa<Sp(f) <a+ts,
(2) B3 <Sp(H)SBESm(f) <B+3.

Seja P = P; U Py. Entao P é uma decomposicao de [a, b] para a qual
Sp(f)=8p,(f)+8p,(f) e Sp(f)=5p(f)+Sr(f)

Assim, a soma de (1) e (2) fornece:

(a+B)—e<Sp(f)<a+B<Sp(f) <(a+p)+e.

Como ¢ é arbitrério, pelo Corolério 1.13, concluimos que f é integrdvel em [a, b] e que:
b c b
[t=ars=[ 1+
a a C

. . . b . .
Definimos anteriormente o integral fa f apenas se a < b. Introduzimos agora as seguintes:

Convencgoes importantes

/aafd:(;—O(ocasoa—b /f /baf,sea>b.

Com estas definigoes, é facil verificar que a relagao:

/abf=/:f+/cbf

é verdadeira para quaisquer a,b,c € R (i.e., mesmo que a < ¢ < b nao se verifique).

Teorema 1.19: Linearidade do integral

Sejam f, g : [a,b] — R duas fungoes integraveis e ¢ € R. Entao:
b b b
(i) f + g é integrével em [a, b] e/ (f+9) :/ f+/ g
b a b a a
(ii) cf é integravel em [a,b] e / cf = c/ f.
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Demonstra¢ao. Vamos mostrar (i). A demonstragdo de (i) é bastante mais facil e fica como
exercicio (é boa ideia considerar Separadamente os casos ¢ >0, c=0ec<0).

Para demonstrar (i), seja entdo o = f fep= f g. Dado € > 0 sabemos que existem particoes
Py e P, de [a,b] tais que:

(3) 0= <Sp(f) <a<Sp () <a+ts,
(4) B3 <Sp(9) SB<Srlg) <B+5.

E f4cil verificar que para um intervalo [¢, d] qualquer e duas fungoes limitadas f e g, temos sempre:

inf (f +g) > inf f + inf g,

[c,d] T led”  [ed)
sup(f +g) < sup f +supg.
[c,d] led]” [ed]

Sendo assim, se tomarmos a decomposigio P = P; U P, obtemos Sp(f +g) > Sp(f) + Sp(g) e
Sp(f+9) <Sp(f)+ Sp(g). A soma das equagoes (3) e (4) fornece entio:

(a+B) —e<Sp (f)+8p,(9) <Sp(f) +8p(9) <Sp(f+g) <
<Sp(f+9) <Sp(f)+Splg) <Sp(f)+Sp(9) <(a+pB)+e¢

Como ¢ é arbitrério, isto mostra que f + g é integrével em [a, ] e o seu integral é dado por:

/ab(f—i—g):a-l-ﬁ:/abf—i—/:g. O

Nota 1.5. Pode-se mostrar (mais dificil!) que, se f, g : [a,b] — R sdo fungdes integréveis em [a, b],
entdo fg também é uma funcdo integravel em [a, b]. Notem no entanto que, em geral,

/;(f@#(/;f) (/abg)

Por outro lado, se f e g sao fungoes integraveis, a fungdo composta f o g pode ndo ser uma fungao
integravel.

Nota 1.6. Usando linearidade e o Exemplo 1.16, temos a seguinte consequéncia: se f é integravel
em [a,b] e g(z) = f(z),  # c1,..., ¢p, entdo g é integravel em [a, b] e

/abg(x)dx = /abf(a:)dx

ou seja, o integral nao depende de valores de f num conjunto finito. De facto, por
linearidade, basta ver que se h = f—g =0 em [a,b]\{c1, ..., cp } entdo h é integravel e ff h(z)dx =
0, o que se vé como no Exemplo 1.16.

Teorema 1.20: Monotonia do integral

Sejam f, g : [a,b] = R, b > a, duas fungdes integriveis.

(i) Se f(x) > 0 para todo o x € [a, b] entao/ f>0.

(ii) Se f(x) < g(x) para todo o z € [a,b] entao/ f</

Em particular, se m < f(z) < M para todo o z € [a, b] entdo:

b
m(b—a) < /f<M( a).
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Demonstrag¢ao. A demonstracao de (i) fica como exercicio. Para demonstrar (ii) reparem que
f(z) < g(z) sse g(z) — f(x) > 0. Assim, aplicando (i) & funcdo g — f e usando a linearidade do

integral, obtemos:
/ [ f>0:*/f</

Finalmente, aplicando (ii) as fungoes constantes g(x) = m e h(z) = M, obtemos:

b—a) /m</f</MM—a) O

Recordem-se que para quaisquer nimeros reais a e b: |a + b| < |a| + |b|]. Segue-se que para
quaisquer ntimeros reais xi,...,Ty:

n n
> wi <D lail
i=1 i=1

A proxima propriedade do integral pode ser vista como um generalizagao desta propriedade:

Teorema 1.21: Mddulo e integral

Seja f : [a,b] = R uma funcao integrével. Entéo |f| é uma funcdo integrével em [a,b] e

temos: , ,
[ = [

Demonstragdo. Dada uma fungao f : [a,b] — R vamos designar por fT a sua parte nao-negativa
e por f~ a sua parte nao-positiva:

(p) = flx), se f(x) >0, ~(2) = 0, se f(z) >0
G {0, se f(z) <0, I @) {—f(:r), se f(z) <0

Notem que f* >0, f~ >0, f=fT—f"e|f|=f"+ f~. Agora temos o seguinte exercicio:

Exercicio 1.7. Seja f : [a,b] — R uma fungéo limitada e P uma decomposicao de [a,b]. Se M; e
m; sdo como anteriormente para f, M/ e m} analogamente para |f|, mostre que:

/ /
Mi —m; SMz—mz
Conclua que, se f é integravel entao |f| é integravel.
Por este exercicio, segue-se do Teorema 1.19 que

RS A T
Jr=tst e =

também sao fungoes integraveis. Recorrendo ao Teorema 1.20, concluimos que:

‘Abf Llﬂf+--» - /¢f+—1/bf— < [ff* +‘Abf‘
/‘f+ ‘/ f= l/ (F+£) =leUL O

Nota 1.8. O Teorema 1.21 diz-nos que, se f é integrével em [a, b], entdo |f| também é integravel
em [a, b], mas o reciproco, em geral, ndo é verdadeiro. Por exemplo, para a funcdo f : [a,b] — R
definida por:

-1, sex€la,bNQ;
flz) =
1, sex€la,b\Q;
temos que |f| = 1 é uma fungao constante. Portanto |f| é integravel em [a,b], mas f ndo é
integravel em [a, b].
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5.7. Integral Indefinido.

Vamos agora estudar uma ferramenta muito eficiente para calcular integrais, baseada no cha-
mado Teorema Fundamental do Célculo que relaciona o integral com a derivada.

Comegamos por observar que integrar uma funcao “suaviza” o seu comportamento:

Teorema 1.22

Seja f : [a,b] — R uma fungéo integravel. A fungdo F : [a,b] — R definida por:

(5) Fa) = [ ‘1,

é continua.

O resultado anterior pode ser escrito na forma:

im [ f(t)dt = / " a.

z—=zo J,

Demonstracao do Teorema 1.22. Como a fungao f é integravel, por definigao, é limitada: existe
L > 0 tal que

|f(z)| < L, Yz € [a, b].

/ac+hf - /acf /Cc+hf‘
/Cc+h r /Cc+h .

(notem que h pode ser > 0 ou < 0). Assim, dado € > 0, escolhemos § = /L e obtemos:

Seja entao ¢ € [a,b]. Temos que:

|F(c+h)—F(c)] =

<

< = L|h|

Ve>0,30>0 : [h| <6 = |[F(c+h)—F(c)| <e,

portanto, ’1lir% F(c+ h) = F(c), logo F é continua em c. O
—

Notagao E costume chamar a F' introduzido em (5) o integral indefinido de f com
origem em a. Por vezes, para acentuar que x é uma variavel, escrevemos este integral
indefinido na forma:

F(z) = / " r) dt.

J

Exemplo 1.23

(1) F(z) =[] cdt = cx.

(2) F(z)= [, e~ dt tem domfnio R.
Quem tiver Probabilidade em Estatistica ird encontrar estas funcgoes:
Funcao erro (Cerror function’): erf(x) = % (x)

Funcao probabilidade acumulada - distribuigdo normal: F(z) = \/% fom e /2 dt
1
(3) F(z) = / n dt tem dominio R™.
1
2

(4) F(x) = /j Intdt tem dominio R\ {0}.
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(5) Consideremos a restrigdo da funcdo de Heaviside h : [-1,1] — R:
1, s >0
hz) =45 se x > 0,
0, sex<O.
Sendo esta funcao mondétona, é integravel. O seu integral indefinido relativo a
a = —1 é a funcao:
x >0
F(x):/ W) dt=4{" T=0
1 0, sex <O,

que é uma funcao continua. Notem pois que o integral transforma uma fungao
descontinua numa funcao continua!

5.8. Teorema Fundamental do Calculo. Regra de Barrow.

Nesta secgao daremos um resultado que permite, na pratica, calcular de forma expedita muitos
integrais. Comecemos por ver que, quando a funcao integranda f é continua, o integral indefinido
é diferenciavel e a derivada é especialmente simples:

Teorema 1.24: Teorema Fundamental do Calculo

Seja f : [a,b] — R uma funcao integrével e F : [a,b] — R o seu integral indefinido:

0= [ s

Se f é continua em c € [a,b] entdo F é diferencidvel em c e:
F'(c) = (o).

(Se ¢ = a ou ¢ = b entdo por F'(c) entenda-se a derivada lateral direita ou esquerda de F.)

Demonstrag¢ao. Vamos supor que ¢ €]a,b[. Os casos ¢ = a e ¢ = b tratam-se de forma semelhante.
Suponha-se primeiro que h > 0 e defina-se:

myp = 1inf{f(z):c <z <
My, :=sup{f(z):c<ax <c+h}.
Notem que como f é continua em ¢ temos que:

lim mp = hng My, = f(e).

h—0t

Como myp, < f(x) < M}, para = € [¢,c+ h], a monotonia do integral mostra que:
c+h
F(c+h)fF(c):/ f(t) dt = mph < F(c+h) — F(c) < Mph.
Pelo principio do encaixe (Teorema ??, concluimos que:

F h)—F
lim Fleth) = Fle) = lim my = hm My, = f(c).
h—0+ h h—0+ —0+
O caso h < 0 ¢é inteiramente andlogo e fornece:
lim F(c+h)—F(e)
h—0~ h

= [f(c).

Portanto, as derivadas laterais de F' existem em x = ¢ e sdo ambas iguais a f(c). Logo F é
diferencidvel em ¢ e F'(c) = f(c). O
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Nota 1.9. Neste teorema consideramos o caso em que o limite superior do integral varia. No
entanto, observem que o caso em que o limite inferior varia reduz-se a este:

b a b T b
G(a:):/ £(t) dt:/ £(8) dt+/ 0 dt:—/ £(t) dt+/ F(8) dt.
Logo, se f é continua em ¢, obtemos:

G'(c) = —f(c).

Daqui resulta que se f estd definida para x < a entdao a derivada de F(z) = f; f=- ; f em
¢ < a é dada por:

Conclusao:
(a) Se f é continua em 2 = c entdo a derivada de F(z) = [ f(t) dt em z = ¢ é dada por
F'(c) = f(c) (ndo interessa se ¢ < a ou ¢ > a).
(b) Se f é continua em x = ¢ entdo a derivada de G(z) = f: f(t) dt em z = ¢ é dada por
G'(c) = —f(c) (ndo interessa se ¢ < b ou ¢ > b).

O Teorema Fundamental do Cédlculo é especialmente 1til quando a fungéo integranda f : [a, b] —
R é continua em todos os pontos, pois obtemos:

Corolario 1.25

(1) Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua. Entéo o seu integral indefinido F : [a,b] —
R

Fo) = [ " 1) d,

é uma primitiva de f, i.e. F é uma fungdo diferencidvel tal que F’' = f.
(2) Em geral, se a(x), b(x) sdo diferencidveis e f é continua, entao

b() !
( / £(t) dt) = ¥/(2) f(b(x)) — o (z) f(a(x)).

()

Demonstra¢ao. A primeira afirmagao sai do Teorema Fundamental do Célculo. Quanto a segunda,
sendo F(x) = [ f(t) dt o integral indefinido, a fixo, temos

b(=) ' b(x) a(z) '
(/am f(t)dt> = (/a f() dt—/a f(t)dt> = (F(b(z)) — F(a(z))),

e o resultado acima sai de (1) e da regra de derivacdo da fungdo composta. O
Exemplo 1.26
(1) F(z) = [ e " dt tem dominio R. Pode mostrar-se que esta funcdo, impor-

tantissima em estatistica, ndo se escreve através de fungdes elementares. As suas

. 7 . p— 2 z
propriedades podem ser estudadas através das suas derivadas. Como ¢ +— e~ ¢é
continua em R, pelo corolario anterior:

- ’
F'(z) = (/0 et dt> = o F'(z)= -2z .

Assim, F' é é estritamente crescente, sendo convexa se x < 0 e concava se x > 0.
Além disso, F(0) =0, F(x) > 0 para = > 0, F(z) < 0 para z < 0.
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o
L
r

x
FIGURA 6. Gréfico da funcao F(x) = / et at.
0

1 1
(2) F(x) = / — dt tem dominio R*. Como ¢ n ¢ continua em |0, 4o0l:
1

1\ 1
Fl'(z) = —dt)] == 0.

1
Logo, n dt =Inz+C,0=1Inl1+C = C =0, ou seja F' coincide com In

(alids é uma das formas de definir a fungao In - as propriedades vossas conhecidas
de In saem da definigdo de integral - vejam a tltima secgao do capitulo).

—1 ¢ t
(3) F(x) :/ %dt tem dominio R~. Como t — % é continua em | — 00,0 :
xT
-1t ! z Lt / z
Fa= ([ Sa) = (- [ Ta) ==, <o
z U 4t x
2

x t t
4) G(x) = < dt tem dominio R\ {0}. Como t — € é continua em |0, +oo| (e
t t
2

portanto em qualquer intervalo [2,22] ou [22,2]), temos

z? ot ! z2 2 z2
G'(m)z(/ e—dt) =2me—2: c.
5 T T T
t

x
(5) G(z) = / e?du tem dominio R* e
x

2

x2et

dt tem dominio R e

©) G = [

T 20t ! T ot / T ot e® T ot
/ dt) = azz/ —dt :2x/ —dt+1:2—:23:/ — dt + xe”.

(7) G(z) = /Ow(x —t)f(t)dt, com f continua em R, entdo G’ (z) = f(x). [exercicio]

Tudo o que vimos nesta seccao tem esta consequéncia importantissima:
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Teorema 1.27: Regra de Barrow

Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua e F : [a,b] — R uma primitiva de f, i.e., uma
funcao diferencidvel tal que F' = f. Entao:

b
/ (1) dt = F(b) — F(a).

Demonstragdo. Basta observar que as fungoes F(z) e f; f(t) dt possuem a mesma derivada em
todos os pontos z € [a, b], logo diferem por uma constante ¢ € R:

Plz) = /m () dt+c.

Segue-se que:
b a b
F(b)—F(a):(/ £(8) dt+c)—(/ £(8) dt+c):/ £(8) dt. 0

E usual designar-se esta férmula por Regra de Barrow.

Notagoes importantes: E costume usar-se qualquer uma das seguintes notagoes:

F(b) — F(a) = [F(t)2 = [F(W))Z0 = F(t)2 = F(t)|;= .

a

Esta férmula permite reduzir o calculo de integrais ao cdlculo de primitivas, o que ja foi visto
em secgoes anteriores.

Exemplo 1.28

3

1

(1) / Edm: [lnx]‘;’ =In3—-Inl=1In3.
1

1 1 3
1 1 1 e’ + 2
2 3 4 dx = | e¥ =S +1---0= :
()/O(e +1)dx |:36 +xL 3¢ + 3 3
4

4
(3) / (x4 V) dr = BxQ + im?’/z} =8+16/3.
0 0
(4) Dado n € N,

1 n+171
/m"d:v: ac = L .
0 ’I’L+1 0 ’I’L+1

Comparem com as dificuldades que tivemos para calcular o integral nos casos n = 1
en =2

\. J

Termine-se esta seccao com duas férmulas importantes no cédlculo de integrais. Como con-
sequéncia da férmula de primitivagdo por partes:

/u(x)v'(a:) dx = u(x)v(z) — /u’(x)v(x) dx,

vem imediatamente a:

Férmula de integragao por partes:

b b
/ w(z)v'(z) do = [u(x)v(:r)]z - / o' (z)v(z) dw.




CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I 21

Exemplo 1.29

Exemplifiquemos com o cédlculo do integral

1
2
/ 22e® dx.
0

2e(x) = ze®”, donde u'(z) =2z e v(x) = e’ /2. Concluimos que:

tomamos u(z) = x

1 z=1 1 272=1
1 z 1
/ 3% dz = | =z2e™ — / e do = O P
0 2 =0 0 2 2 2

=0

Da férmula de primitivagao por substituicao:

[ s ([ swenecra)

Férmula de integragdo por substituicdo. Se f e u' sdo fungdes continuas e se u é
invertivel, entao

vem a:

b u=l(b)
/ f(z)dx = / flu()u'(t) dt.
a u=(a)

Comparando com a férmula de primitivagao por substituicao, vemos que deixa de ser necessario
regressar a varidvel original (o resultado final é um nimero real, sem qualquer dependéncia da
varidvel de integragao x).

Exemplo 1.30

2

€ 1
1 lcule-
()Cacuese/e oy

dz. Temos:

2

< *1
/ dox = / —dt (tomando t = Inx < x = €', de forma que dz = e’ dt)
. Tlnzx 1t

= It}
=In2—-Inl=1In2.
Notem que ao fazermos a substitui¢ao ¢t = Inz, também transformamos os respec-
tivos limites:
r=e = t=Ilne=1,
r=e? = t=Ine*=2.
1

1
(2) Calculemos/ —el/T dg.
1/2 %
1
Fazendo t = 1/x < x = 1/t, temosdac:—t—thex=1/2:>t:2,x:1:>

t =1, logo
b1y Y 1 2 2 2 2 02 _ 2
/1 —3e/wdx:/2te(—t—2)dt=/1te dt:[te]l—/1 e'dt =2e —e—[e']} =e°.

/2T
V2/2 T 2

(3) Para calcular / —233 da:
1/2 z
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Fazendo x = cost, t €]0, 7|, (ou & = sent) temos de = —sentdt, t =1/2 =t =
/3 ex=12/2=1t=rm/4, logo

V2/2 /1 — 12 /4 m/3
/ Ay - / —tan®tdt = / (14+tan® t)—1dt = [tant — t]™/% = V3-1-X.
1/2 z? /3 x/4 / 12

5.9. Algumas aplicagoes do integral.

7~

Aplicagao 1: Caélculo de areas
Concluimos o capitulo retomando a motivagao inicial: podemos agora definir rigorosamente
drea de algumas figuras planas:

e Se f >0 em [a,b], f integravel em [a,b] e

R={(z,y) 1z €a,b],0<y < f(x)},
entao

Area / f(x)dx.
e Mais geralmente, se f, g sdo integrdveis, g(x)
R={(z,y) : x € [a,}], g(x)

m [a,b] e

f(z)e
< f(@)},

<
<y

entao

3 b
Area (R) = / (f(2) - o(2)) d.

Exemplo 1.31: Calculo de Areas

(1) Area da regido limitada por y = 22 —2 e y = 6 — 22

FIGURA 7. Regido limitada por y = 22 —2 ey = 6 — 2.
Interseccoes: 22 —2=6— 22 1?2 =4 2 = +2.

2 2
1
A:/ G—xz—(x2—2)dx=2/ 8—2x2d:v:4[4x—§ P2 =48-2)= —.
0

(2) Area da regido limitada por z = y®> —2 e x = 6 — ¢2
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FIGURA 8. Regido limitada por t = y?> — 2 e 2 = 6 — 3/°.
E exatamente como no exemplo anterior, simplesmente trocamos os eixos:

2
4
A=/ 6— 12— (4 —2)dy = =
L, 3

(3) Area da regido limitada por y =z — 1, y = —e®, y = —2:

FIGURA 9. regiao limitada pory =2z — 1, y = —€*, y = —2.
Intersecgoes:  —1=-2ar=—-1, e =-2<xz=In2.
2

A= /0 (x—l—(—2))dx+/01n2(—e””—(—2))dx = [x—+x](11+[—ew+2x]h“2 =2ln2— 5

. 2

(4) Area da regido limitada por y = arctanz, z = 1, y = 0.

0.6

F1GURA 10. Regiao limitada por y = arctanx, z =1, y = 0.

Integrando por partes, vemos que:

=
|

N | =
E
[N}

1
A:/ arctan x dx =
0

1
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1
x(1+ In? x)

€ 1 . T
A= [ m dr = [arctan(lnm)]l = Z

(5) Area da regido {(z,y): 1<z <e, 0<y<

}.

1
—— )
z(1+1In"x)

Area do circulo raio 1: supondo sem perda de generalizade que estd centrado em
6) A d 1 1 d da d lizad t trad
(0,0) a &rea & quatro vezes a drea da regido:

R={(z,y) eR20<x <1, 0<y <V1—a?}.

1+cos(2t)
2 k)

F1GURA 11. Representacao do conjunto {(z,y): 1<z <e, 0 <y <

Fazendo x = sent, e notando que cos?t =

1 /2
A:4/ \/l—xde:/ dcos? tdt = (2t + sen(2)]5/* = .
0 0

Para o circulo de raio R > 0: integrar v R%2 — 22 de 0 a R e fazer z = Rsent.
2 2

(7) Area da elipse T + v _ 1 Vamos ver o casoa =2, b =1, i.e., % +? = 1: temos

a? b2
2 2
A:4/ Vi- 2 de
) 4

Usando a substituigdo = = 2sent,t € [0,7/2] < ¢ = arcsen(x/2) e temos z = 0 =
t=0,z2=2=1t=m/2, logo

/2 /2
A= 4/ 2cos’ tdt = 4/ (cos(2t) +1)dt = 2[sen(2t)]g/2 +4- g =2m.
0 0

2 2

Em geral, a drea da elipse de equagao x_2 + Z_Q =1¢ abrm.
a

A aplicagcao 1 serd abordada nos exercicios. As seguintes nao fazem parte do
programa de Calculo I, sendo dadas aqui como extra.

Aplicagao 2: Volume de sélidos de revolugao
Se f > 0eV é o sélido dado por revolugéo da linha y = f(z) em torno do eixo dos zz,
a <z < b, entao

b
vol(V) = / 7 f(x) dz,

ou seja, o volume obtém-se integrando a drea do circulo com raio f(x), a < x < b. Esta
férmula apenas serd devidamente justificada em Célculo II.
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YA

0 i B .

Ficura 12. Sélido de revolugao. Imagem retirada deste site.

As aplicagoes 1 e 2 serao abordada nos exercicios. As seguintes nao fazem parte do programa
de Célculo I, sendo dadas aqui como extra.

Aplicagao 3: Comprimento de linhas
Se f é de classe C!, o comprimento do grafico de f com a < x < b é dado por

b
/ V14 (f(x))?de.

(isto serd abordado em Célculo II)

Aplicagao 4: Integrais impréprios
Quando a regiao de integracao nao é limitada, ainda podemos por vezes 'dar sentido’ ao
integral - em particular, uma regiao ilimitada pode ter area finita. Ha 2 casos possiveis:

(1) a,b € R mas f ndo é limitada em ]a,b[: por exemplo, se f tem assintota vertical
em x = a, definimos

b b
/ FOydt= tim [ f(t)dt
@ z—at J,
(2) ]a,b[ nao é limitado: por exemplo, em ]a, +o00[, definimos

/:oo Ft)dt = lim /x () dt

T—r+00



https://math24.net/volume-solid-of-revolution-disks-washers.html

26 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I

Exemplo 1.32: Integrais impréprios do tipo (1)

Considere-se a funcao f(x) = 1/tP no intervalo ]0,1[. Para p > 0, a funcio néo é limitada
neste intervalo. Para p # 1,

se0<p<l1,

1—z P =¢1-p

1 1

1 1
/ - dt = lim > dt = lim
ot t 400, se p > 1.

z—0t J, z—0+t —p+1

(Para p = 1, as contas tém de ser feitas & parte j& que [ % dt = Int. O resultado serd
também +o00 e o integral é divergente.)

Exemplo 1.33: Integrais impréprios do tipo (2)

Para p # 1,
1
+oo x
1 1 1 , sep>1,
—dt= lim —dt = lim (P —1)={p-1 P
1 tp z—+oo [ tP z—+oo —p + 1

400, se 0 <p<1.

(Para p = 1, serd também +oo - o integral é divergente.)

Material extra: Fungoes elementares definidas por integrais.

Podemos usar integrais, mais precisamente integrais indefinidos, para introduzir de outra forma
algumas fungoes elementares. Vamos fazé-lo com detalhe para a exponencial e o logaritmo.
Recorde-se que comec¢dmos por definir no inicio destas notas a func¢do exponencial (cf. Exem-
plo ??) ao introduzir o nimero e como o limite de uma sucessdo, e ao dar sentido a e* para todo
o x € R. Apos isso, o logaritmo foi definido como sendo a fungao inversa da exponencial.

Aqui, mostramos uma alternativa a esta construgao usando integrais indefinidos: fazendo de
conta que nao conhecemos ainda estas fungoes, primeiro definimos a fungao logaritmo como sendo
um integral indefinido da fungao 1/¢; com isso deduzimos todas as suas propriedades. No final,
definimos exponencial como a inversa do logaritmo, e vemos como isso coincide com e”.

A funcgao logaritmo.

Defina-se a fungao L : R* =]0, +o00[— R dada por

L(z) = /j%dt.

Para cada « > 1, L(x) representa a drea abaixo do grafico de 1/t em [1,z] se z > 1, e o simétrico
da drea do gréfico em [z, 1] se 0 < z < 1. Temos, apenas usando as propriedades ji estudadas do
integral:

. L(l):/lll/tdt:O;

e E uma funcao infinitamente diferencidvel, pois, pelo Teorema Fundamental do Célculo,
temos que L'(z) = 1;

E uma funcao estritamente crescente pois a sua derivada é sempre positiva em RT;

Uma vez que L(1) = 0 e que L é estritamente crescente, entao

L(z) >0 parax > 1,e L(x) <0 para 0 <z < 1;

E uma funcéo coéncava, pois L (x) = —% <0emRT.
Se x,y > 0, temos que:

Lay) = Lx) + Liy) e L (g) — L(z) - L(y).
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Para a primeira identidade, fixado v, %(L(xy)) =L(zy)y =-=-y = % = L'(z), logo
L(zy) = L(z) + k; fazendo = 1 sai k = L(y).
Para mostrar a segunda identidade, observe-se que L(z) = L(] - y) = L() + L(y).

e Paratodooz >0eyeR,

L(zY) = yL(x).

E simples mostra-lo para y € Z: de facto, o resultado é claro se y = 0; pelo pardgrafo
anterior, o caso y € Z~ segue do caso y € N; fica como exercicio mostrar por indugao que
a relagao é verdadeira para y € N.

e Como L é crescente, os limites lim L(z) e lim L(x) existem em R e
z—0+ T—+00

lim L(z)= lim L(27")= lim —nL(2)=—oc0.

z—0+ n—-+oo n—-+oo
lim L(z)= lim L(2")= lim nL(2) = +oo.
r—r+00 n—-+oo n—-+oo

Em particular, L(RT) = R. Pode definir-se o niimero e como L~1(1), ou seja, o dnico x
tal que L(z) = 1.
Chamamos a L a fungéo logaritmo de base e e escrevemos L(z) = Inz.
Recorrendo a estas propriedades do logaritmo, podemos esbocar o seu grafico:

FI1Gura 13. O grafico da fungao f(z) = In(x).

A funcao exponencial.

Tendo em conta que L : ]0,4+o00][ — R é uma fungdo estritamente crescente com contradominio
R, existe uma fungdo inversa com dominio R, contradominio ]0, +oo[. Naturalmente, definimos a
funcao exponencial como sendo

E(z) = L™ (z), E:R—Rt.
As propriedades da exponencial saem das do logaritmo:

e F(x) ¢ estritamente crescente e convexa, E(0) =1, E(1) =e.
e Do Teorema da Derivada da Fungao Inversa (Teorema ?7),

1 1
E'(z) = = = E(x),
)= TEw) ~ 35
o lim E(z)=+4o0, lim E(z)=0,
T—>400 T——00

e E(x+y)=E(x)E(y), e E(zy) = E(y)* para z,y € R. Fazendo y = 1, vem
E(z) = E(1)* = €".
Nota 1.10. O procedimento que foi usado para definir logaritmo e exponencial pode também ser

aplicado para definir outras funcoes elementares, como as fungoes trignométricas e trigonométricas
inversas.
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