IST, PE- LEFT e LMAC, 1° Semestre 2022/23

Probabilidades e Estatistica

OBJECTIVO - Inferir sobre a populagao com base em informagcao amostral:
e cxtrair de forma eficiente a informagao da amostra referente a populacao em estudo;
= Inferéncia;

e fornecer medidas que avaliam a qualidade das inferéncias.

Inclui teoria e técnicas usadas no dia-a-dia:
e analise descritiva de dados,
e inquéritos (estudos de mercado/opiniao, eleigoes),

e inferéncias para avaliar e comparar a eficidcia de procedimentos (ensaios experimentais e
tratamento clinicos),

e optimizacao (na qualidade do fabrico de produtos, consumo),
e previsao (ambiente e economia),

e decisao (planeamento, processos juridicos).

1 Analise Exploratéria de Dados

E essencial estarem bem definidas: a populagdo (real ou conceptual) e/ou varidvel(eis) em
estudo, bem como o objectivo do trabalho.

Classificagcao das variaveis

e qualitativa nominal ou categérica (ndo ordenével)
e qualitativa ordinal
e quantitativa discreta

e quantitativa continua (C R)

Com base numa amostra - conjunto de dados (x1,...,x,) - ou, no caso bivariado ainda com
uma segunda amostra (y1, ..., Y,), pretende obter-se:

Medidas descritivas numeéricas

e localizacdo: média (T =Y ., x;/n), mediana (valor central da amostra ordenada),
quantil (ga, o € (0,1), com quartis Q; = giys i =1,2,3)

z[nal+zna+1]

_ : e Jna €N
Tipo 1: ¢, = , Tipo 2: q, = 2 ’

sendo, |a] < a < [a] para qualquer a € R e z[1] <--- < z[n| a amostra ordenada;

Youtliers” (moderados com barreiras Q; £ 1.5 x IQR, i = 1,3)



e dispersao: amplitudes amostral e interquartil (IQR = qor5 — qo.25), varidncia (s?)

2 _ - (xi_@z_ - a} _on 9
S_Z n—1 _Zn—l n_1""

i=1 =1

desvio padrao (s) e coeficiente de variacao (s/z)
e bidimensional: covariancia e correlagao, respectivamente,

n

cov(z,y) = Z (i — Z)(yi — §) _ Z Liyi N 7§ e cor(zy) = cov(z,y)

1 _ _
— n —n 1 n-—1 525y

(Parametros populacionais: média u, variancia o2, correlagao p - geralmente desconhecidos
e estimam-se usando as quantidades anteriores)

Descricao grafica

e histograma, diagrama de barras e queijo

e diagrama de caule-e-folhas

e caixa-de-bigodes

e diagrama de dispersao
Critérios a seguir: existem uma série de regras béasicas estabelecidas mas por vezes diferentes,
nomeadamente dependendo do software estatistico. Por exemplo na construcao das classes do
histograma, consideram-se intervalos disjuntos e exaustivos, entre 5 a 20, e a altura de cada

retangulo do histograma é proporcional a fracao da frequéncia da classe (no total das medigoes
ou observagoes).

TPC: Instalar o software estatistico I; Exercs 1.,2. e 3.

Nota. Existe muita informacao sobre o R na web, menciono um documento bastante resumido
de muitos a escolha: Holland (2020) A short R tutorial, e o livro gratuito também com a
matéria de PE, Pinheiro, Cunha, Carvajal e Gomes (2009, Elsevier) Estatistica Basica, A arte de
trabalhar com dados. Sobre o ggplot ficam as sugestoes: ggplot?2 Tutorial (2017) de Gert
Janssenswillen, Data Visualization with ggplot2 (2015) de Jihui Lee e, & Charts by R Coder.

2 Probabilidade

Defini¢ao 2.1 (Experiéncia Aleatdria). Processo seqgundo o qual obtém-se a observagdao
imprevisivel, ou resultado aleatorio.

Definicao 2.2 (Espago de Resultados (2). Conjunto de todos os resultados possiveis.

E importante distinguir se Q é: discreto (finito, infinito numerdvel e.g. N) ou continuo (infinito
nao numeravel e.g. R).

Definicao 2.3 (Acontecimento ou Evento A C ). Qualquer subconjunto de §Q.
Casos particulares:

e acontecimento elementar - formado por um tnico elemento de €2;


https://www.r-project.org/
https://strata.uga.edu/software/pdf/Rtutorial.pdf
https://www.academia.edu/41093653/Estat%C3%ADstica_B%C3%A1sica_A_ARTE_DE_TRABALHAR_COM_DADOS
https://www.academia.edu/41093653/Estat%C3%ADstica_B%C3%A1sica_A_ARTE_DE_TRABALHAR_COM_DADOS
https://beta.rstudioconnect.com/content/3279/ggplot_tutorial.html
https://www.publichealth.columbia.edu/sites/default/files/media/fdawg_ggplot2.html
https://r-charts.com/ggplot2/

e acontecimentos mutuamente exclusivos, incompativeis ou disjuntos - nao tém elementos
comuns i.e. a sua interse¢ao é o conjunto vazio.

Seja A € A qualquer acontecimento mensuravel de 2 (i.e. pertencente a uma o-algebra, classe
adequada de conjuntos), mas abreviaremos o formalismo daqui em diante para A C €.

Defini¢ao 2.4 (Probabilidade, Axioma&tica de Kolmogorov). P : A — [0, 1] é uma fung¢ao
de conjuntos:

1. P(Q) =1,
2. P(A) >0, VA CQ,

3. Ay, Ag, ... C Q disjuntos dois a dois,
P (U2 A;) =D P(A)
i=1

Nota: A axioma&tica comporta a definicao de Laplace ( (n° casos favoraveis)/(n° casos possiveis)
com €2 com todos os resultados equiprovéveis) e a interpretacao frequéncista (lim,, o, (n°
observagoes favoraveis)/(n® provas) com n provas ”iguais”).

TPC: Rever propriedades dos conjuntos e suas operagoes e.g. em Conjuntos (St. Aubyn,
Figueiredo, Loura, Ribeiro e Viegas 2004).

Propriedades
1. P(0)=0
2. P(A)=1— P(A)
3. BCA = P(B) < P(A)
4. P(A\B) = P(ANB) = P(A) — P(AN B)
5. PLAUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)
6. PPAUBUC)=P(A)+P(B)+ P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+ P(ANBNc)

TPC: Provar as propriedades.

Defini¢ao 2.5 (Probabilidade condicionada). Sejam A, B C Q2 e P(B) > 0,

P(AN B)

PUAIB) = =5

NOTA: Ao condicionar estabelece-se um novo espaco de resultados, no qual todas as
propriedades anteriores sao validas.

Teorema 2.1 (Lei da Probabilidade Composta). Sejam Ay, Ag, ..., A, CQ e
P(AiNAyN...NA, 1) >0, tem-se

P(AiNAyN...NA,) =P(A)P(A|A1)P(A3|A1NAy) ... P(A AN AN .. N AL1).


https://www.math.tecnico.ulisboa.pt/~jpinto/conjuntos.pdf
https://www.math.tecnico.ulisboa.pt/~jpinto/conjuntos.pdf

Definicao 2.6 (Acontecimentos independentes).

o A B C ) dizem-se independentes sse

P(ANB) = P(A) x P(B).

o A Ay, ... A, CQ dizem-se independentes sse

P(A NN A = P(A) X ... x P(Ay),..., P(A;NA;) = P(A;) x P(A}) Vi # j.

Propriedades Se A, B C 2 independentes, entao
1. A, B sio independentes,
2. A, B sdo independentes,

3. A, B sao independentes.

TPC: Provar as propriedades.
EXERCICIO.
1. Considere A e B tais que: P(A)=1/4, P(B)=1/3, P(ANB) = 0.

(a) Poderao ser A e B incompativeis?

(b) Sao A e B independentes?

Defini¢ao 2.7 (Particao de Q). Colegcao de subconjuntos de Q, Ay, As, ..., A, tais que
AZﬂA] ZQVZ#j, € U:LZIAZ = Q.

Teorema 2.2 (Lei da Probabilidade Total). Sendo B C Q e {A;}, uma particao de Q cada
com probabilidade nao nula,

PU%==§:PGﬂA0P@%)

Teorema 2.3 (Teorema de Bayes). Sendo B C Q, {A;}, uma parti¢ao de 2, todos com
probabilidade nao nula,
P(B|A;) P(A;)

PMMﬂzzﬁﬂmBMﬂmA” i=1,...n




3 Variaveis aleatorias discretas

Abreviadamente, uma variavel aleatéria (v.a.) é uma funcao real a representar o resultado de

uma experiéncia aleatéria, X : @ — Qx C R (formalmente uma v.a. é uma fungao real

X : Q — R tal que, X*(B) € A, para todo o conjunto Boreliano de R).

A varidvel diz-se discreta se )x for finito ou infinito numeravel com:

Defini¢ao 3.1 (Fungao de probabilidade). P(X = x), z € R:

P(X =x)>0, Vz € R, e Y PX=az)=1

Z‘GQX

Definigao 3.2 (Parametros e medidas de localizagao e dispersao).

1. Valor médio ou esperanca matemdtica:

p=EX]= Y eP(X =a),  El(X)]= Y 6(x)P(X =)

TEQx € x
2. Quantil de ordem p, xp: P(X < xp) >peP(X>x,) >1—p
3. Moda, mo : P(X = mg) = max,er P(X = x)

4. Variancia:

0* =var(X) = E[(X —p)’] = ) (v — u)’P(X = 2) = B[X*] - (B[X])®

€N X

5. Desvio padrao: o = v o?

6. Coeficiente de variag¢ao (adimensional): o /||

Propriedade 3.1. [Propriedades do valor médio e variancia/
Sendo a,b constantes reais e X uma varidvel aleatoria,

1. Eld =a
2. E[aX +b] = aE[X] +b
3. var(X) >0
4. var(a) =0
5. var[aX +b] = a?var(X)

TPC: Provar as propriedades.

Definicao 3.3 (V.a. Uniforme discreta {1,...,n}). X ~Unif{l,....n}, Qx ={1,...

reflete uma populagcao com n elementos, todos igualmente provdveis:

_n—i—l
2

nt-1

PX=x)=1/n, x=1,...,n, E[X] , Var(X) = 5

7”}7



EXERCICIOS:
1. Para as v.a.’s discretas Unifome(1,3) e Uniforme(1,4):

a) Explicite a represente graficamente as fungoes de probabilidade.

b) Calcule as medidas de localizagao e dispersao.
2. Calcular as medidas de localizacao e dispersao para as v.a.’s discretas:

a) X : P(X =) =1/10,2/10,7/10, 2 = 0, 1,2,
b) Y : P(Y =y) =7/10,2/10,1/10, y = 0,1, 2.

Definicao 3.4 (V.a. Bernoulli). X ~ Ber(p), Qx ={0,1}:
P(X=xz)=p"(1-p)'™ 2=01,  E[X]=p, Var(X)=p(1-p).

Defini¢ao 3.5 (V.a. Binomial (n,p)). X ~ Bin(n,p), Qx ={0,1,...,n}, representa o
nimero de sucessos em n repeti¢oes independentes da prova de Bernoulli (p):

PX =x2)=Cip"(1=p)" ™", =0,1,...,n; E[X]=np, Var(X) =np(1 - p).

Propriedade 3.2. X ~ Bin(n,p) se e s6 se n — X ~ Bin(n,1 —p).
EXERCICIOS 3.1(c), 3.2.

Definicao 3.6 (V.a. Geométrica). X ~ Geom(p), Qx = Ny, representa o nimero de
repeti¢oes independentes da prova de Bernoulli (p) até obter o primeiro sucesso:

1 1 -
P(X =a)=p(l—=p)""  @=1.2..; B[X] =2, Var(X) = —*.
P p

TPC: Exercicios de testes sobre Binomial e Geométrica:
Semestre 1, 2017/2018 - 18/11/2017 - 9:00 Grupo 1
Semestre 2, 2018/2019 - 4/5/2019 - 9:00 Grupo 1

Defini¢ao 3.7 (V.a. Poisson). X ~ Poisson()), Qx = Ny, representa frequentemente
contagens:

T

A
PX=1)=¢ )‘—‘,:1;—0,1,2,... E[X] = Var(X) =\

TPC: Exercicios de testes com a Poisson:
Semestre 2, 2016/2017 - 06/05/2017 - 11:00 Grupo 1,
Semestre 1, 2012/2013 - 01/02/2013 - 11:30 GI1.3

Definicao 3.8 (Fungao de distribuicao cumulativa). Fx(z), z € R:

Fx(z)=P(X <z)=>» P(X , Vz € R.

x; <x


https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/downloadFile/1689468335598022/2017-11-18-ResolucaoTeste1A-09h.pdf
https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/downloadFile/1407993358886633/2019-05-04-Resolucao-Teste1A-09h.pdf
https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/downloadFile/563568428754506/2017-05-06-Resolucao-Teste1-11h.pdf
https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/downloadFile/563568428739177/2013-02-01-Solucao-TesteRecurso1-11h30.pdf

EXERCICIO: Calcular a f.d. para a v.a. Unifome(1,3).

Propriedade 3.3. Propriedades da fung¢ao de distribuicao cumulativa Fx(x) = P(X < x):
1. lim, o F(z) =0, lim, 1 F(x) = 1;
2. E uma fun¢do mondtona nao decrescente: se &y > x2, F(xy) > F(xs);

3. E uma fungio descontinua (em escada) sendo os pontos de descontinuidade os resultados
possiveis da experiéncia aleatdria; € continua a direita, F(xt) = limy, F(t) = F(z);

4. P(X =x) = Fx(z) — Fx(27), sendo Fx(z~) = limy, F(t) = P(X < x);
5. Pla< X <b)=P(X <b)— P(X < a) = Fx(b) — Fx(a).

4 V.a.s continuas

Designaremos uma variavel aleatéria (v.a.) continua X se tem fun¢do de distribuicao (f.d.
cumulativa) Fx(z) = P(X < z) continua Vz € R (de forma mais rigorosa necessitaremos que F
seja diferencidvel a menos de um ntimero finito de pontos em qualquer intervalo finito).

Definicao 4.1 (Fungao densidade de probabilidade). Denota-se por fx(z), z € R:

fx(x) >0, Vz € R, e /00 fx(x)dx =1.

Propriedade 4.1. Relacoes entre as fungoes de densidade e distribuicao:

Fx(z) = /x fx()du, e fx(z) = (), P(X =z)=0.

de

Propriedade 4.2. Fx(x) verifica (além das propriedades especificadas na Propriedade 3.3),
sendo uma fungao continua i.e. Fx(x™) = Fx(x) = Fx(z™"),

Pla<X <b) = Pla<X<b)=Pla<X<b=Pla<X<b)
b
_ / Fx(@)dz = Fx(b) — Fy(a).
Defini¢ao 4.2 (Parametros e medidas de localizagao e dispersao).

1. Valor médio ou esperanca matemdtica:

w= E[X] = / T rfx(@)de,  E[B(X)] = / " (@) fx () do

2. Quantil de ordem p, xp: Fx(xp) =D
3. Moda, mg : fx(mp) = max,ecr fx(2)

4. Variancia:

o? = var(X) = B[(X — p] = / (& — w)? () dr = E[X?] — (E[X])?



5. Desvio padrao: o = v/ 02

6. Coeficiente de variac¢ao (adimensional): o /|l

NOTA: A Propriedade 3.1 aplica-se igualmente no caso das v.a.’s continuas.

Definicao 4.3 (V.a. Uniforme continua).
X ~ Unifla,b]: Qx = [a,b] com os resultados equiprovdveis:

1 0, z < a,
Ifx(x) = o @ <z <b Fx(x)=< 7, a<z<b E[X]|= , Var(X) =
— 1, a>b

EXERCICIOS: 1. Considere uma varidvel aleatéria a tomar valores no intervalo [0, 1] todos
igualmente provaveis.

a) Indique o espago de resultados associado e a fungao densidade de probabilidade e,
represente-a graficamente.

b) Determine a fungao de distribuicao de X e represente-a graficamente.

c¢) Calcule a mediana, o valor esperado e a variancia de X.

d) Repita as alineas anteriores considerando os intervalos [0,1/2] e [0, 2].
2. Semestre 2, 2021/2022, 06/07/2022, Exame 2 Pergunta 3.

Defini¢ao 4.4 (V.a. Exponencial). X ~ Exp(\): Qx = Ry comum na modelagio do “tempo
de vida” de componentes eletronicas e “tempo entre chegadas”:

o Az . . 0, l’<0, . 1 i 1
fx(x)=Xe ™ > 0; Fx([lf)—{l_e)\x7 >0 E[X]_X var(X) = —.

Propriedade 4.3. Fulta de memdria da v.a. exponencial:

P(X>t+4+z|X >t)=P(X >z), Va,t>0.

EXERCICIO: 4.3

TPC: Semestre 1, 2016/2017, 19/11/2016, 9h Grupo 1.2.



https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/downloadFile/563568428871649/2022-07-06-Exame2_resolucao.pdf
https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/downloadFile/563568428739222/2016-11-19-Resolucao-Teste1-9h.pdf

Definigao 4.5 (V.a. Gaussiana ou Normal). X ~ N(u,0%): Qx =R tem f.d.p. simétrica,
com grande impacto muito devido ao Teorema do Limite Central (TLC):

fx(z) = \/%e_(za“f, xr € R, E[X]=p var(X) =02
Fx(z) = P(X<a2)= [ [fx(t)dt.

Propriedades a salientar:
Propriedade 4.4. Fecho para transformagoes lineares:

X ~N(u,0%),a,b€R = Y =aX+b~ N(ap+b,a*c?).
consequentemente,

X—,u z 1 2
X ~N(p,o%) = Z= ~ N(0,1); <I>z:PZ<z:/
(1.0°) LN e =Pz = [
Propriedade 4.5. Cdlculo da probabilidade com recurso a normal reduzida:
P(a<X§b):P<a_M<X_M§b_M):q)(b_ﬂ>—@(a_'u),
o o o o o

O(—2)=1-—P(z2), Vz e R.

EXERCICIOS: 4.9 ¢ Semestre 2, 2017/2018, 5/5/2018, 11h) - Grupo I1.1.a)b) mas também

podem fazer todo o Grupo I para revisao.

5 Distribuicoes conjuntas de probabilidade e
complementos

Seja (X,Y) um par aleatério com espago de resultados Qx y(C R?).

5.1 Pares aleatorios discretos

(2xy é um conjunto de valores finito ou infinito numeravel.
Defini¢ao 5.1 (Fungoes conjuntas de probabilidade e distribuicao cumulativa).
P(X:x,Y:y):{>0’ (z,9) € Qxy Y PX=zY=y =1

0, c.c., ’
(‘rvy)EQX,Y

Fxy(z,y) =P(X <uz,Y <y) ZP =x,Y =)
<z, <y
Defini¢ao 5.2 (Fungoes de probabilidade marginais).
=Y P(X=2Y=y), PX<xz)=)» Y P(X=z,Y=y), z€R,
Oy zi<z Qy

Defini¢ao 5.3 (Fungao de probabilidade condicional). F.p. de X condicional a Y =y,
P X =zY=y)

PY =y)
Defini¢ao 5.4 (V.a.’s independentes). Duas v.a.’s X e Y sao independentes se

PX=xY=y)=PX=1)xP(Y =y), V(ry cR.

P(X =z|Y =y) = reR, y: P(Y =y)>0.

9


https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/downloadFile/1407993358873053/2018-05-05-ResolucaoTeste1B-11h.pdf

5.2 Momentos e Correlacao

Defini¢ao 5.5 (Valor esperado, Momentos marginais e condicionados). Seja ¢ uma
funcao real,

Ep(X)] = Y ¢@PX =), px= Z:cP

o = Var(X) = E[(X - px)?] = E[X?) - pi%;

EX|Y =y = ZxP —alY =y),  ERX)Y =y = Zw X =zlY =y).

Muitas propriedades sao naturalmente extensiveis do caso univariado, como por exemplo a
propriedade da linearidade E[X + Y| = E[X]| + E[Y].

Defini¢ao 5.6 (Covariancia). Mede a associagdo linear entre X e Y, permitindo obter
informacao sobre a dependéncia entre as varidveis aleatorias,

Cou(X,Y) = E[(X — px)(Y — py)] = E[XY] = pxpy,

Cov > 0 indica uma associacao positiva entre as variaveis, enquanto que C'ov < 0 indica uma
associacao negativa entre as variaveis.

Defini¢ao 5.7 (Correlagao). Medida adimensional que mede a associagao linear entre X e Y,

Cov(X,Y)

~1 = Corr(X,¥) = VVar(X)Var(Y) —

Propriedade 5.1. Propriedades da variancia, covariancia e correlacao:

~

. Var(aX +b0Y) = a*var(X) + b*Var(Y) + 2ab Cov(X,Y)

2. Se XY independentes: Cov(X,Y) = E[XY]| — pxpuy =0 e,
Var(X+Y)=Var(X) + Var(Y)

Cov(X,Y) = Cou(Y, X)
ov(X, X) = Var(X)
Cov(aX +b,Y)=aCov(X,Y)

Cov(X+Z,Y)=Cov(X,Y)+ Cov(Z,Y)

.\19974:\9@

SeY =aX +b: Corr(X,)Y)=—1sea<0, eCorr(X,Y)=1 sea>0.

EXERCICIO: Considere o par aleatério discreto (X,Y) com fungao de probabilidade conjunta
dada por (Y = X?):

10



WX -1 0 1
0 | 0 1/3 0
1 |1/3 0 1/3

1. Diga, justificando, se X e Y sao varidveis aleatérias independentes.

2. Calcule Cov(X,Y’) e comente o resultado.

EXERCICIO: 5.1
TPC: Semestre 2, 2018/2019, 04/05/2019, 9h Grupo 11.2.
Semestre 2, 2017/2018, 05/05/2018, 11h Grupo II.2.

5.3 Pares aleatdrios continuos

No caso continuo {1xy é um conjunto de valores infinito nao numeravel. As férmulas anteriores
adaptam-se, substituindo as somas por integrais e as funcoes de probabilidade por funcoes de
densidade.

EXERCICIO: 5.13

TPC: Semestre 2, 2020/2021, 15/5/2021, 9h Pergunta 4.
Semestre 2, 2017/2018 - 05/05/2018 - 9:00 Grupo 1I.1

5.4 Combinacgoes lineares de v.a.s normais independentes

n n n
_ X,
X, ¢ €R ticulares: X; X = —=,
Z ¢ X;, ¢; € R, com casos particulares Z ;e Z -
=1 =1 =1
Teorema 5.1. Uma combinagao linear de v.a.’s normais é uma v.a. normal.
Coroldrio 5.1. Se X; ~ N(u;,0?), i =1,...,n, independentes, entio
n n n
Zci X, ~N (Z ci,ui,Zc?az-2> .
i=1 i=1 i=1
Consequentemente, se X; ~ N(u,02),i=1,...,n, independentes e identicamente distribuidas:
_ 1 & o?
ZlXiNN(nu,nUQ) e XZEZ;XZ-NNQL,?).
1= 1=

Exercicio: 5.16.
TPC: Semestre 1, 2017/2018 - 18/11/2017 - 9:00 Grupo 2

5.5 Combinacgoes lineares de v.a.s binomiais independentes

X; ~ Bin(n;,p), independentes i = 1,...,n — ZX" ~ Bin (Z ni,p>
i=1 i=1

Exercicios: Teste - Semestre 1, 2019/2020, 16/11/2019, 9h, GIL.2.
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https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/downloadFile/1407993358886633/2019-05-04-Resolucao-Teste1A-09h.pdf
https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/downloadFile/1407993358873053/2018-05-05-ResolucaoTeste1B-11h.pdf
https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/downloadFile/282093452095477/2021-05-15-Resolucao-Teste1A-09h-Presencial.pdf
https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/downloadFile/1970943312333827/2018-05-05-ResolucaoTeste1A-09h.pdf
https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/downloadFile/1689468335598022/2017-11-18-ResolucaoTeste1A-09h.pdf
https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/downloadFile/1689468335628259/2019-11-16-Resolucao-Teste1A-09h.pdf

5.6 Combinacoes lineares de v.a.s Poisson independentes

X; ~ Pois()\;), independentesi =1,...,.n = Z X; ~ Pois (Z )\i)

Exercicio P5 (mas recomendo fazerem tudo como revisao) do teste:
Semestre 2, 2020/2021, 09/07/2021, 11h30

5.7 TLC (variaveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas)

Teorema 5.2 (TEOREMA do LIMITE CENTRAL). Sendo X; v.a.’s independentes,
E[X)] = p, var(X;) = 0* <00, i =1,...,n, entao

Consequentemente, tem-se para a distribuicao limite da soma e média,

M ~_aprox N(O, 1) PN ZXl ~APTOT T (nu, no‘2)

no? i=1
X —pu v . " X; o?
~SOPTOT NT(() aN X = —— ~Japroxr NT -
L 0.1 >3 (%)

Visualizacao do TLC através de simulacoes no R: ver paginas 158-160 em
Pinheiro, Cunha, Carvajal e Gomes (2009, Elsevier) Estatistica Basica, A ARTE DE
TRABALHAR COM DADOS

Exercicios de testes: Semestre 2, 2017/2018, 05/05/2018, 9h Grupo 2
Semestre 2, 2016/2017 - 06/05/2017 - 11:00 Grupo 2
Semestre 2, 2018/2019 - 4/5/2019 - 9:00 Grupo 2

Propriedade 5.2. Processo de Poisson: seja Xy ~ Poisson(At), para cada t, uma varidvel
aleatoria a representar o niumero de ocorréncias no intervalo de tempo (0,t], t > 0, i.e.
X ~ Poisson(At) E[X;] = Var(X;) = A, t>0.
Verifica-se,
a) O niamero de ocorréncias em intervalos de tempo disjuntos sao independentes;
b) O tempo entre ocorréncias sucessivas (seja'Y' ) tem distribuicao exponéncial de pardametro
A, de. E[Y]=1/\.
EXERCICIOS: 3.11, 4.11

TPC: Semestre 2, 2017/2018 - 05/05/2018 - 9:00 Grupo 1
Semestre 2, 2017/2018 - 23/07/2018 - 9:00 Grupo 1
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https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/downloadFile/1126518382284893/2021-07-09-Resolucao-Teste1C-11h30-Presencial.pdf
https://www.academia.edu/41093653/Estat%C3%ADstica_B%C3%A1sica_A_ARTE_DE_TRABALHAR_COM_DADOS
https://www.academia.edu/41093653/Estat%C3%ADstica_B%C3%A1sica_A_ARTE_DE_TRABALHAR_COM_DADOS
https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/downloadFile/1970943312333827/2018-05-05-ResolucaoTeste1A-09h.pdf
https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/downloadFile/563568428754506/2017-05-06-Resolucao-Teste1-11h.pdf
https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/downloadFile/1407993358886633/2019-05-04-Resolucao-Teste1A-09h.pdf
https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/downloadFile/1970943312333827/2018-05-05-ResolucaoTeste1A-09h.pdf
https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/downloadFile/1970943312321351/2018-07-23-Resolucao-ExameEpocaEspecial-9h.pdf

6 Estimacao Pontual

De uma forma geral, interessa estudar uma determinada populagao representada por uma
variavel aleatéria (v.a.) X que segue um modelo probabilistico conhecido, por exemplo,

Bin(n,p), Poisson(\), N(u,0), FExzponencial(\)
Alguns dos parametros populacionais mais comuns sao:
= FE(X) média populacional
0? = Var(X) - variancia populacional
p = P(sucesso) - probabilidade de sucesso em populagoes Bernoulli ou Binomial

A= FE(X) ou A =1/F(X) numa populagao Poisson ou Exponencial respectivamente.

Defini¢ao 6.1 (Amostra Aleatdria). Uma amostra aleatoria de dimensao n proveniente de
uma populagao X é um conjunto de n varidveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas (i.i.d.), representada por:

(X1, Xo, ..., X0).
No que se segue 6 representa um parametro desconhecido da populacao X.

Definigao 6.2 (Estimador). Um estimador 6, é uma funcio exclusiva da amostra aleatdria e
portanto independente de parametros desconhecidos. Note-se que é uma varidavel aleatoria.

Duas questoes essenciais: (6.1) qualidade e (6.2) determinagao de estimadores.

6.1 Qualidade dos estimadores
Duas propriedades desejaveis sao:

a) Centralidade: E[f,] =0 e,

b) Variéncia minima: min Var(d,).

Dois estimadores a salientar:

Estimador Média Amostral

X — Z?:l Xi.
n

E um estimador centrado para a média populacional . Quando concretizada a amostra aleatoria
- representada por (z1,...,,) - obtém-se a estimativa T =n"'Y " | x;, i.e. um valor concreto

para i que quase certamente nao sera o verdadeiro valor de ;. mas que deverd aproximar-se deste
pelas boas propriedades do estimador (em particular prova-se que tende para p quando n — 00).

Estimador Variancia Amostral (também designado variancia amostral corrigida)

S2 = > (X = X)? _ Do X7 " %2
n—1 n—1 n—1

E um estimador comum para a variancia populacional o2. A divisao por (n — 1) garante a
centralidade.
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Definigao 6.3 (Erro Quadréatico Médio (EQM)). O EQM mede em simultineo a variancia
e o quadrado do enviesamento (i.e. quanto, em média, o estimador se desvia do parametro a
estimar):

EQM(0) = E[(0 — 0)%] = Var(0) + (E[0] — 0)>.

Defini¢ao 6.4 (Eficiéncia de um estimador ¢, relativamente a outro estimador 6,). A
eficiéncia compara os estimadores pelos seus EQM através do quociente,

EQM (6s)
EQM(6,)’

se mator que 1, 01 diz-se mais eficiente; se menor que 1, O diz-se mais eficiente.

6.2 Método da Maxima Verosimilhanga

O método consiste em maximizar a fungao de verosimilhanga L, que se traduz na fungao de
probabilidade ou de densidade da amostra aleatoria,

22) = P(Xi=uz1,...,X,, =x,|0), se X éuma v.a. discreta
T fxaxa (@1, @n0), se X é uma v.a. continua.

L(9|x1, ce

Sob certas condigoes de regularidade da fungao de probabilidade ou de densidade, o estimador
da méxima verosimilhanga 6, obtém-se da resolugao de (por exemplo, no caso discreto):

d d - d (¥
@(logL(G\xl, . ,a:n)> = E(logng(Xi = il?z)) = (; log Pp(X; = iUz)) =0

< 0.

d? -

Propriedade 6.1 (Propriedade da Invariancia).

0=0nrv

(@), = h (éMV)
para e.g. h funcdo injectiva.
Exercicios: 6.2

Exercicios de testes: Semestre 1, 2021/2022, 12/02/2022, 10h30 Pergunta 6.
Semestre 2, 2018/2019 - 12/06/2019 - 9h Grupo I

7 Intervalos de confianca (I1C)

O método da variavel fulcral permite obter, com base numa amostra aleatéria
X = (X1, Xy,...,X,), um IC aleatério, correspondente a uma probabilidade 1 — « (usualmente
0.95, 0.99 e 0.9), para um parametro desconhecido 6 (e.g. u, o2, p):

I(X),S(X)]  talque  P(I(X)<0<S(X)=1—a.
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https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/downloadFile/563568428840263/2022-02-12-Resolucao-Exame1-10h30.pdf
https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/downloadFile/563568428783022/2019-06-12-Resolucao-Teste2A-09h.pdf

1. Identificar a varidvel (aleatérial) fulcral, funcao do estimador T(X) e do parametro
desconhecido 6, com distribuicdo conhecida:

V(T(X),0);

2. escolher a (valores mais comuns: 0.05, 0.01 ou 0.1) tal que (1 — a)) x 100% correspondera
ao nivel de confianga do IC (respectivamente, 95%, 99% e 90%);

3. obter os quantis de probabilidade a/2 e 1 — /2,

Xajz @ P(V < Xay2) = /2
X1-a/2 * PV > lea/2) =a/2;

4. obter os limites inferior e superior do IC aleatério, I(X) e S(X), resolvendo a dupla
desigualdade,

P (Xaj2 < V(T(X),0) < X1-app) = P(I(X) <0 < S(X)) =1 -

5. concretizar o IC com base na amostra dada, obtendo-se [i(x), s(z)].

Dois exemplos:

1. IC para i com o2 conhecido a 95%
Seja X com distribuicao normal de média i desconhecida mas variancia o2 conhecida. Pela
variavel fulcral,

X —p
o/vn

conseguem-se obter os quantis FN(0 1)(0.025) = ®-1(0.025) = —1.96 e

Fy 10 1(0.975) = ®~1(0.975) = 1.96 tais que,

~ N(0,1), (1)

X = o S o
P(-196<=—E< 196) P(X—1.96— §u§X+1.96—) = 0.95.
( a/v/n vn v

Isto é, pela resolucao da dupla desigualdade, obtém-se o IC aleatério a 95% para p,

_ o o
X —-196—, X +1.96—
{ vn' \/51
No caso de populagao arbitraria com n elevado, o argumento anterior repete-se
‘aproximadamente’ justificado pelo Teorema do Limite Central.

2. IC para o com o2 desconhecido e, IC para o2, ambos a 95%
Seja X com distribuicao normal de média yu e varidncia o? ambos desconhecidos. Prova-se
que

X —p " o (n—1)s° 2
S/Vn (n—1) o2 X(n—1)

sendo t(,_1) a distribuicao t—Student com n — 1 graus de liberdade e, X%nq) a distribuicao
Qui-quadrado com n — 1 graus de liberdade. Escolhendo estas variaveis para varidaveis
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fulcrais, os intervalos de confianca para os parametros u e o2 obtém-se de forma
semelhante ao caso anterior:

X —pu (n—1)52
P xan < < Xi—a =0.95 Pxapo<— < xi-a = 0.95.
(X /2 > S/\/ﬁ > X1 /2) ou (X /2 o2 X1—a/2

obtendo-se, pela resolucao da dupla desigualdade, os ICs aleatérios a 95% para p e o2
respectivamente,

LX—PZi@MW@é%HX+F;ﬂ«HW®$%]

F_L (0.975) F_ (0.025)

(n—1)S? (n—D52]

No caso de populacao arbitraria com n elevado, o IC anterior para p ainda é vélido,
aproximadamente pelo Teorema do Limite Central, substituindo-se ¢,_1(0.975) por ®1(0.975).

Duas caracteristicas importantes:

A amplitude do IC reflete a precisao do IC e portanto da estimacao.

O erro de estimagao, ou semi-amplitude do IC, também é uma medida usual para avaliar a
precisao da estimacao.

16



	Análise Exploratória de Dados
	Probabilidade
	Variáveis aleatórias discretas
	V.a.s contínuas
	Distribuições conjuntas de probabilidade e complementos
	Pares aleatórios discretos
	Momentos e Correlação
	Pares aleatórios contínuos
	Combinações lineares de v.a.s normais independentes
	Combinações lineares de v.a.s binomiais independentes
	Combinações lineares de v.a.s Poisson independentes
	TLC (variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas)

	Estimação Pontual
	Qualidade dos estimadores
	Método da Máxima Verosimilhança

	Intervalos de confiança (IC)

