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Capitulo 3. Calculo Diferencial.

Diferenciabilidade

1. Para cada uma das seguintes fun¢oes determine o dominio de diferenciabilidade e calcule
as respectivas derivadas:

a) xlzl, b) el c) In x|, d) er—l=l,

RESOLUCAO

a) f(z) = x|z| é diferencidvel em R\ {0} por ser o produto de duas fungoes diferencidveis
em R\ {0}. Em z = 0, temos

~-0
(0= tim JH=0_ 52—
d( ) xiggr x—0 ri%* .

~0
0) = tim P10 i s
Je(0) = Hm == = lim, —2

Como f5(0) = f.(0), a fungao é também diferencidvel para z = 0, ou seja é dife-
rencidvel em R, com derivada f'(z) = 2z, se x > 0, f'(0) = 0, f'(x) = —2z, se
z < 0.

b) f(z) = e~l#l ¢ diferencidvel em R \ {0} por ser dada pela composicio da funcio
exponencial que é diferencidvel em R e |z|, que é diferencidvel em R\{0}. Em x = 0,
tem-se f.(0) =1 e f;(0) = —1 (justifique), logo f nao é diferencidvel em 0.

c) f(z) = In|z| é diferenciavel no seu dominio, R \ {0}, por ser dada pela composicao
de In, que ¢ diferencidvel no seu dominio R™ e |z| que é diferencidvel em R \ {0}.

d) f(z) = e*~l#l ¢ diferencidvel em R\ {0} (como em b)). Em z = 0, f;(0) = 0,
f2(0) = 2 (justifique), logo f nao é diferencidvel em 0.

2. Determine as derivadas laterais no ponto 0 da funcao f continua em R e cujos valores
para x # 0 sdo dados por
1
1+ew
f@) =252 @ £0.
2+ex=

RESOLUCAO



Para calcularmos as derivadas laterais, é necessario determinar primeiro f(0). Como f
é continua em 0, f(0) = lim,_0 f(x). Temos

lim es — 400, lim e = 0,
z—0+ z—0~
logo
1 & 1
lim f(z)= lim z te =0.--=0,
z—0~ =0~ 9 1 ew 2
e portanto f(0) = 0.
(Também podiamos calcular:
1+4ex ~5 41 1
lim f(z) = lim x 61: lim xelizo-f:().)
z—0t =0T 9 4 e =0t 92¢7z + 1 1
Agora,
1 1
0 1 z Tz 41
o) = tim L@ IO oy Tber el
z—0t =0 20t 2 1L ez 20T Q7w L 1
1
— f(0 1 z 1
£(0) = tim L& =SO _ oy Lter 1
z—0~ z—0 z—=0" 2 + ez 2

(Nota: f é continua mas nao diferencidvel em 0.)

. Sejam f e g duas fungoes em R tais que f é diferencidvel em R, verifica f(0) = f(7) =0,
e g é dada por g(x) = f(senx) + sen f(z). Obtenha o seguinte resultado:

g'(0) +¢'(m) = f(0) + f'(n)
RESOLUCAO

Usando o teorema da derivagao da fungdo composta, uma vez que f é diferencidvel em
R e sen também:

g (z) = f'(senx) cosx + cos(f(z))f ().
Logo, dado que f(0) = f(m) = 0, temos ¢'(0) = f/(sen0)cos0 + cos(f(0))f(0) =
f'(0) + 1(0) = 2f'(0) e g'(m) = f'(senm)cosm + cos(f(m))f'(m) = —f'(0) + f'(m).

Entao,

g'(0) +g'(m) = 2f'(0) = £/(0) + f'(m) = £'(0) + f'(m).

. Sendo ¢ : R — R uma funcao duas vezes diferenciavel, considere a funcdo ¢ : |0, +-0o[ —
R definida por ¢(z) = e9(nz) - Supondo conhecidos os valores de g, ¢’ e ¢” em pontos
convenientes, determine ¢'(1) e ¢”(e).

RESOLUCAO



Do teorema de derivacao da fun¢ao composta, para z € |0, +ool,
1

¢ (@) = B (g(Inx)) = Ky (Inw) .

x

Logo,

Derivando ¢’, temos
nz) L 2
" (z) = e )ﬁ ((g/(lnx)) —¢(Inz)+ ¢"(In a:)) .

Logo,
@(e) = e#D72 ((¢/(1))° = g'(1) +9"(1)) -

. Sendo f: R — R tal que f(z) = 2%*¢~? para todo o z, e sendo g : R — R diferencidvel,
calcule (go f)(x) em termos da fungao ¢'.

RESOLUCAO

Usando o teorema da derivacao da funcao composta, uma vez que f, g sao diferenciaveis
em R

(go f)(z) =g (f(2)f (x)
_ g/($4e—m)(4$3e—m _ l‘4€_x)
= ¢ (z'e™®)zPe (4 — 1)

. Considere uma funcao f : R —] — 1, 1] diferencidvel e bijectiva, tal que f(2) = 0 e
f(2) = 2. Seja g a fungdo definida por

9(x) = arcos (f(x)).

a) Justifique que g é injectiva e, sendo g~*

(971" (3)-

b) Determine o dominio de g~

a funcao inversa de g, determine ¢'(2) e

1 1

e justifique que g7 nao ¢ limitada.

RESOLUCAO

a) Uma vez que arcos é diferencidvel em | — 1,1[ e f é diferencidvel em R com contra-
dominio | —1, 1], a fungao composta serd também diferencidvel em R. Por outro lado,
f é bijectiva, logo injectiva, e arcos é também injectiva. Conclui-se que a composta
serd uma fungao injectiva.



Temos

g () =—

Logo ¢/(2) =~ AL =

Do Teorema de derivacao da funcao inversa, temos agora que

0™ (3)= g (1 (3)
Como g(2) = arcos(f(2)) = arcos(0) = 7, temos g ! (g) = 2, ou seja (¢g~1) (%) =

b) O dominio de g~! é dado pelo contradominio de g. Como f é sobrejectiva, f(R) =
]—1,1]e
Dgy1 = g(R) = arcos(] — 1,1[) =0, 7[.

1

Uma vez que g~ € injectiva e continua, serd mondtona, e portanto

g1 (0") <g7 (@) <g H(n7)

1 1

nao terd maximo nem minimo. Alids, o contradominio de g~* é o dominio de

L' nao é limitada.

eqg
g, ou seja, R, e assim g~

Teoremas de Rolle e Lagrange

. Mostre que a equacdo z° + 5z = 5 tem uma tnica solucdo em R.
RESOLUCAO

Seja f(x) = 2® + 5z — 5. Entdo f é continua e diferencidvel em R. Temos f'(x) =
5(z* +1) > 0, em R, logo f é estritamente crescente em R e existird no méximo uma
solugao da equagao acima (ou Teorema de Rolle: se f tivesse dois zeros, entao f’ teria
pelo menos um, como nao é esse o caso, f tem no maximo um zero).

Por outro lado, lim, 1 f(2) = £o0, logo como f é continua, conclui-se do Teorema
do Valor Intermédio / Bolzano, que f tem pelo menos um zero (alids CD; = R).

. Mostre que a equacdo 3z? = e® tem exactamente trés solucoes em R.

RESOLUCAO

Seja f(x) = 322 — e*. Entdo f é continua e diferencidvel em R.
e f tem pelo menos 3 zeros: Teo. Valor Intermédio (Bolzano) Uma vez que

lim f(z) = +o0, f(0)=—1

T——00



9.

10.

11.

conclui-se do Teorema do Valor Intermédio que f tem um zero em | — oo, 0[. Por
outro lado,
fl)=3—-e>0, lim f(zx)=—-o00

T—-+00

logo, de novo pelo Teorema do Valor Intermédio, f tem um zero em |0, 1] e também
terd um zero em |1, +o00[. Conclui-se que f tem pelo menos 3 zeros.

e f tem no maximo 3 zeros: Teo. Rolle

Para vermos que nao pode ter mais do que 3 zeros, calculamos as suas derivadas:
/ 1
fi(x)=6z—¢€", [f'(z)=6-—¢".

Como e ¢ injectiva, f” tem um unico zero. Logo, do Teorema de Rolle, f terd no
maximo trés zeros.

Considere a fungao f : R — R dada por f(z) = 1—235. Verifique que f(=1)=f(1)=0,
mas a derivada de f ndo se anula em [—1,1]. Justique que este facto nao contraria o
Teorema de Rolle.

RESOLUCAO

E claro que f(—=1) = f(1) = 0 e que para « # 0, f'(z) = ——2 # 0. Nao contraria o
3x3

1y
Teorema de Rolle dado que f nao é diferencidvel em todos os pontos de | — 1, 1] (ndo é
diferencidvel em 0).

Prove que se f : R — R é duas vezes diferenciavel e o seu grafico cruza a recta y = x
em trés pontos, entao f” tem pelo menos um zero.

RESOLUCAO

Note-se primeiro que o grafico de f cruza a recta y = x em trés pontos sse a equagao
f(z) = x tem trés solugoes. Seja g : R — R dada por g(x) = f(z) —z. Entdo, g tem
trés zeros. Logo, do Teorema de Rolle aplicado a g e a ¢/, ¢’ tem pelo menos dois zeros
e ¢” tem pelo menos um zero. Mas

g'(z)=f(x) - 1= g¢"(2) = f"(2).
Logo f” tem pelo menos um zero.
Seja f :]0,1[ — R uma fungao diferencidvel tal que
1
f< >:0, para todo o n € N.

n+1

Diga se cada uma das seguintes proposigoes é verdadeira ou falsa. Justifique as respostas.



12.

13.

a) Para qualquer n > 2, a restrigdo da fungao f ao intervalo [#, l} tem necessaria-
b n+l’n

mente um maximo.
b) A funcao f é necessariamente limitada.

¢) A funcao f’ tem necessariamente infinitos zeros.

RESOLUCAO

a) Verdadeira, uma vez que f sendo diferencidvel em |0, 1[ serd também continua em

1

qualquer intervalo [%Jrl’ ﬁ}, para n > 2. Logo, pelo Teorema de Weierstrass tem

maximo e minimo no intervalo fechado [%H’ %]

1

b) Falsa: por exemplo, a funcao f(z) = -

sen 7 verifica f (n%q) =0 e f nao é limitada
(justifique!).

c¢) Verdadeira: para n > 2, f é continua em [%ﬂ’ %] e diferencidvel em } — [, com

1
n
f (%) =f <n%r1) Logo, do Teorema de Rolle, f’ tem um zero em i|%+1’ % [, para
cada n € N.

Use o Teorema de Lagrange num intervalo adequado para provar a seguinte relacao:

z—1
<lmxr<xz-—1, paraxz>1.
x
RESOLUCAO
. Inz 1
Aplicando o Teorema Lagrange a Inz em [1, z], temos 1= 1 < ¢y < 2. De
= Cy

1 1
1< ey <zvem que — < — < 1, logo (uma vez que z — 1 > 0),
G

T

1 Inz z—1
<l&

T r—1 T

<lhzr<az-1.

Prove que se f : Rf — R é diferenciavel e satisfaz f(n) = (—1)", para n € N, entdo a
sua derivada nao tem limite no infinito.

RESOLUCAO

Se f(n) = (—=1)", entdo f(n+1) — f(n) = (—=1)""! — (=1)" = 2(-1)"*!. Agora, como
f é diferencidvel em R, é continua em [n,n + 1] e diferencidvel em |n,n + 1[, para cada
n € N. Do Teorema de Lagrange temos entao que existe ¢, € |n,n + 1] tal que

fin+1) = f(n)
(n+1)—n

= f/(cn) A f/(cn) = 2(_1)n+1



14.

15.

16.

e concluimos que f(¢,) é uma sucessao divergente (tem dois sublimites, —2 e 2). Como
n < ¢, < n-+ 1, temos que ¢, — +00, logo f’ ndo tem limite no infinito (se tivesse,
f(¢n) seria convergente).

a) Seja f:R"T — R diferencidvel, tal que lim,_, 4 f(z) = b € R. Mostre que se existe
lim; 400 f'(z) = L entdao L = 0.

b) Seja h: RT™ — R diferencidvel, tal que h tem uma assintota a direita em y = mz + b.
Mostre que se existe lim,_,~ h'(z) = L entao L = m.

RESOLUCAO

a) Aplicando o Teorema de Lagrange a f no intervalo [z, x +1], temos f(z+1)— f(z) =
f'(cz), em que x < ¢; < x + 1. Fazendo x — 400, temos ¢, — +00, logo dado que
lim, o0 f(z) existe,

lim f'(z) = lim f'(c;) = zEI—Poo flz+1)— f(x)=b—b=0.

T——400 T—>+00

b) Aplicar a) a fungao f(z) = h(x) — ma.

Seja f uma fungao diferencidvel em R tal que f(0) = 0 e cuja derivada é uma fungao

f(z)

crescente. Mostre que a fungao definida por g(z) = —= é crescente em R™.
x

(Sugestao: Aplique o Teorema de Lagrange a f num intervalo adequado para mostrar
que g'(x) > 0.

RESOLUCAO

A funcao g serd diferencidvel em R \ {0} e portanto sera crescente em R se ¢'(z) > 0
para x > 0. Temos, para = > 0,

zf'(z) - f(z)

2

>0 & of'(@) > f@) & flz)> 18

() >0 <
g (z) > .

Para provar esta desigualdade, aplicamos o Teorema de Lagrange a funcao f no intervalo
[0, z]. Temos que, como f(0) =0,

para algum ¢ € ]0, z[. Como f’ é crescente, ¢ < x = f'(c) < f'(x).

Supondo que f : [a,b] — R é uma fungao de classe C! em [a,b] (com a,b € R e a < b),



Hmostre que existe C' € R tal que

[f(x) = fW)| < Clz —y|  para quaisquer ,y € [a,b].

RESOLUCAO

Sejam x,y € [a, b], com x < y, por ex. Aplicando o teorema de Lagrange no intervalo
(w) f(y)

-y
tem limites laterals em a e b, é limitada em [a, b], logo

‘ﬂﬁiiww:U%NSC:%ﬂ@—f@ngx_w

[x,y], temos = f'(c), para algum ¢ €]z,y[. Como f’ é continua em |a,b[ e

Regra de Cauchy

17. Calcule os limites, se existirem em R:

" -1/ oz
a) lim ) g) lim e ) lim —,
x—0 x 20+ €T ) T——00 I
1 x
b) lim RE+E) 1/ | 2 .
Treo X h) lim m) lim(z—1)° (1 — cos ,
arcsen(x) 2—0- T o1 11—z
C) :vli% T’ . . 2 Seﬂ% . ) 9 . 1
a) tim 2t Dt ez n) i (=) (1= cos g ),
z—0 T ’
. senhx — senx 1
e) lim % ) }}L’% 3 o) lim Inzsen—,
r—+00  sen 17 N T—-+00 x
¢ 2
f) lim(lnz-Inl k) i , lim Inzxsen
) jim(nz-nnz), ) Jdim 5 p) lim Inwsen .

NOTA: Nas resolugoes sequintes, quando escrevemos a igualdade

f(x) e . f(x)

lim —% = lim
z—a g(x) z—a g (x)

estamos a assumir como verificado que o limite apresentado no sequndo membro existe
(z)

em R (mesmo que nao seja explicitamente referido). Se limy_q % nao existe em R,
entdo a Regra de Cauchy ndo € aplicdvel.

RESOLUCAO

'Diz-se que f é de classe C* em [a, b] sse f é continua em [a, b], f' é continua em ]a, b[ e existem lim,_, .+ f(z),
lim,_,,~ f(z) (i.e., f é prolongével por continuidade a [a, b]).



a)

az;bz ¢ uma indeterminacao do tipo %. Pela Regra de Cauchy (uma vez que

se verifica que o limite a direita existe):

limg 0

im & RO e @ — b b =lna—Inb=ln 2
x—0 X x—0 b
In(z+e*)

. , . S N
limg s 400 —— ¢ uma indeterminacao do tipo 2. Pela Regra de Cauchy (duas
vezes - uma vez que temos de novo uma indeterminagao 3> e se verifica que o limite
a direita existe):

. In(x+e€*) rRe ,. 1+€® gro .. e’
lim — = lim = lim =
T— 00 T z——+oo T + €% rz—+o00 1 + €%
arcsen(x) . L .0
im — ——, é uma indeterminacao do tipo §. Usando a Regra de Cauchy (uma
xr— T

vez que se verifica que o limite & direita existe):

1
arcsen(x) rRc ,. _ p2
i (v) RC lim v1i—=zx —1
z—0 T z—0 1
arctan(z?) | . o .0 2
im 7 é uma indeterminagao do tipo §. Fazendo y = z* e usando a Regra
xr— T

de Cauchy (uma vez que o limite & direita existe):

1
arctan(z2 t 2
i 2T ) n(z”) — lim 22N an(y) RE im Lty _ +00
2—0 e y—0t Y2 y—0t 2y
arctan 1

x

im 7 ¢ uma indeterminacao do tipo %. Fazendo y = 1/x e usando a Regra

r—+00  sen P
de Cauchy (uma vez que o limite & direita existe):

1
1 F
. arctan— _ arctany grc 1+ g2
lim —* L — lim arctany re lim LA
r—+00  Sen z y—0 seny y—0 Ccosy

lim, ,;(Inz - Inlnz) é uma indeterminagao do tipo 0 - co. Escrevendo

. . Inlnz
Iimlnz -Inlnx = lim T
r—1 rx—1 Tz

temos uma indeterminacao do tipo 32, e pela Regra de Cauchy (uma vez que o limite
a direita existe),




g)

=1l /a3

lim,_,o+ “-— ¢ uma indeterminacao do tipo 8. Escrevendo
. eTle .1
lim = lim —=%—,
z—0t T 0+ el/

temos uma indeterminacao do tipo 32, e pela Regra de Cauchy (uma vez que o limite
a direita existe),

1 1 1
lim 2= lim 2 = lim - =0.
o—0+ el/z z—0t —?61/‘U 2—0+ el/z

(Nota: a Regra de Cauchy aplicada directamente a lim,_,y+ # nao simplifica a
questao. .. )

) 6—1/33 ) 1
lim = lim —e
z—0— X z—0- T
(Note que a Regra de Cauchy ndo é aplicavel!)

. z%sen % . 1
lim —2% = lim -xsen—=1-0=0.
r—0t Ssenx z—0t senx T

~/e — o0 - 400 = —o0.

2 1y
(Note que nao existe lim,_,+ (x(seszr;)z,) logo a Regra de Cauchy nao é aplicdvel.)
senhx — senx
lim —————— é uma indeterminagao do tipo %. Aplicando a Regra de Cauchy

z—0 2
(trés vezes - uma vez que obtemos indeterminagcoes % e o limite a direita existe):

. senhx —senz rR¢ RrRc .. coshxz -+ coszx 1
lm—m—e—— = .. = lim—m——— = —.
20 3 z—0 6 3

limg oo i—z ¢ uma indeterminagao do tipo 2. Aplicando a Regra de Cauchy (duas
vezes - uma vez que o limite a direita existe):
2% pc .. In2-2%  po (In2)2 . 2%

Iim — = im == liMg—too————— = F00.
z—+0o T z—+oo 21 2

¢4
limg_, oo =5 = limg o0 222° =0-0=10.
T

1
liml(x —1)? <1 —cos 7 > = 0, por enquadramento, j4 que (z —1)?> = 0, e 0 <
z—

1-— cosﬁ < 2, logo

0< (z—1)>2 (1—0081 ! ><2($—1)2.

(A Regra de Cauchy ndo é aplicavel.)

1
lim (z—1)3 (1 — cos >, ¢ uma indeterminacao do tipo co-0. Temos, fazendo
z—+00 1—2z

1
1—=x

y:

9

1 —cosy rC
o

. seny 1
lim = —,
y—0 2y 2

1
lim (z — 1) (1 —cos 7 > = lim

z——+00 — 7 y—0 Yy

10



0) limy 400 1nxsen% é uma indeterminacao do tipo oo - 0. Temos, fazendo y =

8|

usando a Regra de Cauchy (uma vez que o limite & direita existe):

. 1 . ) Iny
lim Inzsen— = lim —Ilnyseny = lim T
T—r+00 xT y—0t y —
seny
1
RC .. Y . sen2y
= lim —Cosy = lim —= = 0
y—0t T y—0t Yy Ccosy
> . sen .
ja que lim,_,o Y (ou RC mais uma vez).
Yy
18. Calcule os limites, se existirem em R:
: Inlnz : sen x . 1
a) lim z c) lim (senxzx e) lim (cos z)=2
( ) r—1t ’ ( ) x—>0+( ) ’ ( ) a:—)O( ) ’
Bl
b) 1 : d) lim (Inz)> (F) i L)
im x=-T1, im (lnz)= | sen —
(b) lim (d) lm (nz)s, L .
RESOLUCAO
(a) lim,_,;+ 2™™® é uma indeterminacao do tipo 1%°. Temos
lim xlnlnm = lim eln(xlnlr””) = lim elnlnxlnx — elimx—»1+ lnlnxlnx.
z—1t z—1t z—1t

Vimos no exercicio anterior 11.f), lim, .+ In(Inx) In(xz) = 0 logo

lim zthe =0 =1
x—1+

L 4 . . - .
(b) limg_ oo 271 é uma indeterminacdo do tipo oc”. Temos

1
1 In :1:1*1) 1 . 1
lim z»-1T = lim e ( = lim ez-10% — (liMeotoo gy InT
T—+00 T—+00 T—400

Agora, lim,_, 4 o x—il Iniz = limg =5 % ¢ uma indeterminagao do tipo 32 e apli-
cando a Regra de Cauchy (uma vez que o limite a direita existe),

Logo,

11



)sen x

(c) lim, g+ (senz é uma indeterminacio do tipo 0. Temos

)sen T _ elim +senzInsenx

lim (senx =0

z—0t

Temos que lim, ,o+ senzlnsenz = lim,_,o+ 2582 & uma indeterminacéo do tipo

sen x©

2. Aplicando a Regra de Cauchy (uma vez que o limite a direita existe)

. Insenz grc e .
lim —g = lim 2227 = lim senxz = 0.
z—0t =0t —5— z—0t
senax sen< r
Logo
lim (senz)*"® =¢® =1
z—0t

8|~

(d) limg_s 400 (In2)= é uma indeterminacio do tipo oo’. Temos

. 1 lim Linne
lim (lnz)z =e™Meotos .

T—+00
Agora limg %ln Inz = limg— 40 1“1% é uma indeterminacao do tipo = e
temos Il 1
. ninr RrRC .
lim = lim =0
T—~+00 €T z—+oo zlnx

logo limy 400 (Inx)= = 1.

1
(e) lim (cosx)=? é uma indeterminacdo do tipo cc?. Temos

x—0
1 . Iln cos ¢ 1 ]_
. N 1 Incosz 1
lim (cosz)s? = e ™70 22 = 2 = —
x—0 \/E
ja que
Incosz gre Tame 1
hmi2 = lim 8% — __|
z—0 xT z—0 2x 2

1\ Inz
(f) lim <sen > é uma indeterminacio do tipo 0°. Temos

T—+00 €T
1
In (sen >
T

1 .
) 1\ = lim ——~ .
lim | sen— = e¥ T Inz e

T——+00 X

ja& que, fazendo y = 1/x, e pela Regra de Cauchy (ja que o limite a direita existe),

1
In | sen — cos Y
. x . In (sen y) RC . seny g —Y COSY

lim —————% = lim ——— = lim -3 = lim ———— = —
z—+00 Inz y—0+t —Iny y—0t —o  yo0t  seny

12



1
19. Calcule lim (%)sen ", n € N. (Sugestao: determine primeiro limg_,o z%"%).

RESOLUCAO

20. lim,_,o 2°°"% é uma indeterminacio do tipo 0°. Temos que

sen senxInx 6lim,cﬁo senxlnzx

lim z = lim e =
x—0 x—0

Vamos calcular lim,_,gsenz Inz, que é uma indeterminacao do tipo 0 - co. Escrevendo

senzlnz = B2 ficamos com uma indeterminacao do tipo > € podemos usar a Regra

sen x

de Cauchy (uma vez que o limite & direita existe):

1
. Inz ro .. P
lim —— = lim —&—
z—0 —0 ——
sen T sen< x
) sen’ x
= lim —
z—0 I CoSx
) senx senx
= lim — . =—-1-0=0.
z—0 x Ccos T
Logo, lim,_,o 25"% = ¢ = 1.

Pela defini¢ao de limite, como % — 0, temos agora
1
1 sen =
lim <) = 1,
n

21. Prove por inducao matematica que, para qualquer p € N, se tem:

D
lim — =0
rx—00 el
RESOLUCAO
: : T RC .. 1
Para p = 1, aplicando a Regra de Cauchy, temos lim,_. — = limg 0 — = 0.
e e

2P
Assumindo por hipétese de inducao que lim; o — = 0 para um dado p € N, usamos
e

de novo a Regra de Cauchy para calcular

p+1 P
lim z RO lim 7@—’_ L

rz—o00 e¥ T—00 e

=(p+1)-0=0.

13



22.

Estudo de fungoes

Considere a fungao f : R — R definida por:

(@) at+br sex<0
o arctan% sex >0

a) Mostre que f é diferencidvel no ponto 1 e escreva uma equagao da tangente ao gréfico
de f no ponto de abcissa 1.

b) Sabendo que f é diferencidvel no ponto 0, determine os valores de a e b.
c) Defina f’ e diga se a funcdo f é de classe C1(R).
d) Estude f quanto a monotonia e extremos.

e) Calcule lim, 4o f(z) € lim,—, o f(x) e determine o contradominio de f.

RESOLUCAO

a) f é diferencidvel no ponto 1 uma vez que é dada, numa vizinhanca de 1, pela fungao
arctan% que é diferencidvel no seu dominio (por ser a composta de uma fungao
trigonométrica inversa com uma fungao racional). Temos

. 1\’ 1 1 1
arctan — = 0 —— = ——F
x 1—%%2 x2 z2+1’

logo f'(1) = —%. A tangente ao grafico no ponto 1 é a recta
p T 1 ™ 1 =z
y:f(l)‘i‘f(l)(w—l):Z—ﬁ(w—l)zz—l—i—?

b) Em primeiro lugar, para f ser diferencidvel em 0, f tem que ser continua em 0. Logo,
como f(0)=ae

1 =
lim f(x) = lim arctan— = —,
x—0t x—0t xr 2

resulta que f é continua em 0 se e s6 se a = 3.

Quanto & diferenciabilidade,

£0) = tim L& =SO _ oy by
x—0— T — 0 z—0— X
€ 1
) . flx)—f(0) .~ arctany — 3
= —_— l 71 .
fa(0) = lim == = lim ——

Como se trata de uma indeterminagao do tipo %, tentemos usar a regra de Cauchy.
Assim, como

arctan £ — )/ 1
TN otk ) A S
z—0t (x)’ z—0t x4+ 1
deduz-se que f}(0) = —1 e que f é diferencidvel em O sse a = 5 e b= —1.

14



23.

c) Se a <0, entdo numa vizinhanga de a f é dada pela func¢ao polinomial § — z, que é
diferencidvel. Logo f é diferencidvel em |—oo, 0[.
Se a > 0, entao numa vizinhanca de a, f é dada pela funcao arctan%, que é dife-
rencidvel no seu dominio R\ {0}. Concluimos que f é diferencidvel em a se a > 0 e,
portanto, f é diferenciavel em |0, 4+o00].

Como para a < 0, f'(a) = b= —1, temos

—1 sex <0
sex >0

OR

__ 1
241
Para ver se f é de classe C', ou seja, se f' é continua: temos que f’ é continua em

R\ {0} (justifique). No ponto 0:

lim f'(z) = lim ———— = —1= f/(0).

z—0t o—0+ 12 4 1

Logo f’ é continua em 0 e portanto é de classe C'!.
d) f é decrescente em R, ja que f'(z) < 0 para x € R, ndo tem extremos.
e) lim, 1o f(z) = limgsioo arctan% = arctan(0) = 0 e lim,, o f(x) =

limg—— oo g — 2 = 400. O contradominio é R (justifique).

Considere a funcao g : R — R definida por:

( e* +ax+ 0 se x <0,
€Tr) =

g arctan (e* + e * —1) sex > 0.
onde « e 3 sdo constantes reais.

a) Determine « e 8 sabendo que g tem derivada finita em z = 0.

b) Determine lim,_, oo g(), limg—s400 g().

d

e

)
)
¢) Estude g quanto & diferenciabilidade e calcule ¢’ nos pontos onde existir.
) Estude g quanto a existéncia de extremos e intervalos de monotonia.

)

Determine o contradominio de g.

RESOLUCAO

a) Se g tem derivada finita em 0, serd continua em 0, logo ¢g(0) = g(07) = g(07), ou
seja,
g(0) =1+ B = lim arctan (e + e * — 1) = arctan1 =
z—0t+

logo 8 = % — 1. Por outro lado, g é diferencidvel em 0 logo g;(0) = g;,(0) e temos

Tiar+I—1-T x_
g.(0)= lim =TT 4 L i =

z—0~ T z—0~ T

15



b)

c)

d)

24. Considere a funcdo f : R — R definida por f(z) = |z|e™ 7.

2)
b)

c)

d)

T T

arctan (e +e *—-1)— T — e
g,(0) = lim ( i . S 5 =0
z—0+ T =0t 14 (e + e % —1)
(onde se usou a Regra de Cauchy na indeterminagao %) logo oo = —1.
lim g(z) = lim e — 1+ —1=-400
T——00 T——00 4
. e z -z o z
xllgloo g(x) = IETOO arctan (e + e 1) = >

g ¢ diferencidvel em R (justifique) e

(@) {e’”—l se x <0,
g\r)= eT—e~T
Thete—) 7 > 0.

Temos para = < 0: ¢'(z) = €® — 1 < 0 para qualquer x < 0 e ¢’(0) = 0. Logo g é
decrescente em | — o0, 0].

Para x > 0: g’(m):m::;ﬁ>0<:}em>e_w<:>62m>1(:>x>0. Logo g é

crescente em |0, +oo[. Conclui-se que 0 é um ponto de minimo absoluto, usando a
continuidade de g em O.

x

Da alinea anterior temos que g(0) = § é um minimo absoluto, logo g(z) > § para
qualquer z e CDy = g(R) C [%,+oo[ . Por outro lado, lim,_, _~ g(x) = +o0 e g é
continua em | — 0o, 0]. Conclui-se do Teorema do Valor Intermédio que [%, —i—oo[ C
9(R).

Logo o contradominio de g é C D, = [%, —i—oo[.

2

Calcule lim, o f(z), limg;io0 f(2).
Determine o dominio de diferenciabilidade de f e calcule f'.

Determine os intervalos de monotonia e, se existirem, pontos de extremo, classificando-
0s quanto a serem maximos, minimos, relativos ou absolutos.

Determine, justificando, o contradominio de f.

RESOLUCAO

2)

22
limy—y oo f(x) = limy— oo (—z€™ 2 ) é uma indeterminagao do tipo (—oo) - 0. Escre-
2

+oo

Tocs @ que podemos

_zZ —r . . ~ .
vendo —xe” 2 = —7, ficamos com uma indeterminagao do tipo

e 2
tentar aplicar a Regra de Cauchy. Como,

16



podemos concluir que,

lim
r——00

ez
Como a funcao é par, limy,_ 1o f(z) = lim;— o f(z) = 0.

12
A funcao e” 7 é diferenciavel em R e |z| é diferenciavel em R\ {0}. Logo, para z # 0,
f é dada pelo produto de duas fungoes diferenciaveis, sendo portanto diferenciavel.
Para z = 0:

x T

. re 2 . xre 2 . _2?
lim 2] = lim = lim e 2 =1,
z—0t X z—0t x z—0t
xrle 2z —xe 2 _ 22
lim | ‘ = lim = lim —e 2 = -1
z—0— X z—0~ X z—0t

Logo, f4(0) # f.(0) e f nao é diferencidvel em 0. Conclui-se que o dominio de
diferenciabilidade de f é R\ {0} e neste caso

<xe2> =e 2 (1-22%), sexz>0,
f/(x) = 2\ / 5
> - e

“T(@2—-1) sex<O0.

Usamos a alinea anterior.
Para z > 0:

[§)

x

fllz) >0 e 7(1-2?)>0 -1<z<1l Az>00<z<]1,
flz)=0&2=1,

logo f é crescente em [0, 1] e decrescente em [1, 400].
Para z < 0:

2

fllx) >0 e 7 (2 -1)>08@<-1Vr>1) Az<0sz<—1
fl(=1)=0

logo f é crescente em | — 0o, —1] e decrescente em [—1,0].

Conclui-se que 1 e —1 sao pontos de méximo, absolutos uma vez que f(—1) = f(1).
Como f é decrescente em [—1,0] e crescente em [0, 1], temos também que 0 é ponto
de minimo, absoluto uma vez que f(0) =0 e f(z) > 0, para x # 0.

Temos da alinea anterior que f tem um méximo absoluto em 1, com f(1) = €72 e um
minimo absoluto em 0 com f(0) = 0, logo f(R) C [O,e_%]. Como f é continua em
[0, 1], temos também, do Teorema do Valor Intermédio, que |0, e_%] C f(R). Logo o
contradominio de f é f(R) = [0, e_%].

17



25. Considere a funcio f : R — R definida por f(z) = |z|e~!*~1l.

a) Calcule lim,_,_ f(2), limy— 4o f(2).
b) Determine o dominio de diferenciabilidade de f e calcule f’.

¢) Determine os intervalos de monotonia e, se existirem, pontos de extremo, classificando-
0s quanto a serem maximos, minimos, relativos ou absolutos.

d) Determine, justificando, o contradominio de f.

RESOLUCAO:

a) limg oo f() = limg_s oo (—xe®!) é uma indeterminacdo do tipo (—o0) - 0. Escre-
vendo —ze* ! = -T—s temos uma indeterminagao do tipo I% a qual podemos tentar
aplicar a Regra de Cauchy. Como

/
= —1
lim (lx) = lim —— =0,
T——00 (e —m)/ z——o0c0 —el—%

podemos concluir que

lim —— =0.
z—>—oc0 et
Da mesma forma,
. . —z+1 . x .
lim f(z)= lm =ze = lim = lim =0,
—~+00 T—+00 z——+o00 ¥~ z—+oo er—1

em que a penultima igualdade ¢é justificada a posteriori pela existéncia do ultimo
limite (relembre as condicoes de aplicagao da regra de Cauchy).

b) A funcao é diferencidvel em R\ {0, 1} por ser dada nesse conjunto pelo produto de
duas funcoes diferencigveis: |x| diferencidvel em R \ {0} e e~l*~1 diferencidvel em
R\ {1} (por ser a composta de duas fungoes: exponencial diferencidvel em R e |z —1|
diferencidvel em R\ {1}). Em z = 1:

—x+1 1
Im ——— = lim ——— = lim e‘x“(l —xz)=0
z—1+ r—1 z—1+ z—1 z—1+

(onde se usou a Regra de Cauchy para levantar a indeterminacao %, tendo em conta
a existéncia do ultimo limite) e da mesma forma,

lim =~ = lim = lim ¢* (1 +2)=2.
r—1— r—1 r—1— r—1 r—1—

Logo, f5(1) =0 # fi(1) =2 e f nao é diferencidvel em 1.
No ponto 0, pode ver-se (justifique) que f;(0) = e~! # f/(0) = —e~?, logo f ndo é
diferencidvel em 0, e o seu dominio de diferenciabilidade é R\ {0,1}.

ety = et (1=2), sea>1,
fl@)=1{ (@e*ly =e*Y(1+12), se0<z<l,

18



26.

27.

c) Temos (justifique): f/(0) = 0 & a = —1, estudando o sinal de f’ e usando a

continuidade de f,

e f crescente em | — 0o, —1] e em [0, 1],

o f decrescente em [—1,0] e em [1, +o0].
Logo, —1 é ponto de méximo, 0 é ponto de minimo e 1 é ponto de maximo. Como
f(0) =0e f(x) > 0 para = # 0, 0 é minimo absoluto. Por outro lado, f(1) =1
e f(—1) =e 2 < 1, logo 1 é ponto de maximo absoluto, e consequentemente, —1 é
ponto de méaximo relativo.

d) Da alinea anterior, temos que 0 = f(0) é minimo absoluto de f e 1 = f(1) é maximo
absoluto de f. Logo f(R) C [0,1]. Como f é continua em [0,1], do Teorema do
Valor Intermédio, [0,1] C f(R). Logo o contradominio de f é CD; = f(R) = [0, 1].

Seja g uma funcao diferencidvel tal que g(0) = ¢’(0) = 0 e ¢’ é uma fungao estritamente
monotona. Define-se
p(x) = 2tan (g(x)) — g(x).
Mostre que ¢(0) é um extremo local de .
RESOLUCAO:

Do teorema de derivacao da funcao composta,

(¢(@)) = (2tan (g(z)) — g(x))’
(2 + 2 tan® (g(2)))g' () - ¢'(2)
g'(z)(2tan® (g(z)) + 1).

Logo ¢'(0) = 0. Como ¢'(0) = 0 e ¢’ é estritamente mondtona, temos que ¢’ muda de
sinal numa vizinhanca de 0 (se g’ é crescente, ¢'(z) < ¢’(0) =0, para z < 0 e ¢'(z) > 0
para z > 0) e portanto, como 2tan? (g(z)) + 1 > 0 para qualquer x, ¢’ também muda
de sinal numa vizinhanga de 0. Como ¢ é continua em 0 - j4 que g é continua por
ser diferencidvel, e tan é continua em ¢g(0) = 0 - conclui-se que ¢(0) é extremo de ¢
(minimo, se ¢’ for crescente).

Determine os extremos da funcdo f(x) = arctan(z?), classificando-os, e determine os
seus pontos de inflexdo. Esboce o grafico da funcao.
RESOLUCAO
Temos
2 2z 2(1 — 3z*%)
/ _ 2N/ " _ r_
f(:n)—(arctanx) _1_1_7334’ f (:E)_(1+33‘4) - (1—|—l‘4)2
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28.

Sendo 0 o tnico ponto critico de f, ou seja solugao de f'(z) =0, e como f/'(z) > 0 &
x > 0 temos que f é crescente em |0, +oo] e decrescente em | — 0o, 0], logo 0 é ponto de
minimo (ou a segunda derivada f”(0) =1 > 0)

Atendendo a que f(0) =0 e f é nao negativa, 0 é um minimo absoluto.

Os pontos de inflexdao de f sdo as solugoes da equagao f”(x) = 0, neste caso em j:%\/g,
uma vez que f” muda de sinal nestes pontos.

Faga um estudo tao completo quanto possivel da funcao f : R — R definida por f(z) =
z*e™” tendo em conta monotonia, extremos, pontos de inflexao, contradominio. Esboce

o grafico da funcao.
RESOLUCAO:

Dado que f € C?(R) temos
fl(z) = (zte™®) =22 % (4 —2), f"(x) =x%e (12 — 8z + 2?),

e Monotonia e extremos:

Os pontos criticos de f, i.e. as solugao de f'(z) =0, sdo 0 e 4. Temos
f(z) >0z €]0,4],

(justifique) logo a fungao é estritamente crescente no intervalo |0, 4] e estritamente
decrescente nos intervalos | — oo, 0] e |4, +o0[. Conclui-se que 0 é ponto de minimo,
absoluto uma vez que f(0) =0 e f(z) > 0, Vz, ou vendo que

7
lim f(x)= lim — =0,

T——400 z—+o00 e¥
e 4 é um ponto de maximo, relativo uma vez que

4 az

lim f(z)= lim 2%e * = 4o0.
r—r—00 Tr—r—00
e Concavidade e inflexoes:

Temos
') >0 2> -8 +12>02<0Vr =2V >6.

Logo f tem concavidade para cima em | — 00, 2[ e em |6, +00], e virada para baixo
em ]2,6[ (notem que f”(0) = 0 mas 0 nao é ponto de inflexdo dado que f” nao
muda de sinal em 0).

o Assintotas:

Uma vez que lim, .~ f(x) = 0, y = 0 é assintota horizontal & direita. Nao hd
assintota obliqua a esquerda ja que
f(x)

lim —%* = lim =z
r——00 I T——00

37 = 400,

(Nao hé assintotas verticais, ja que f é continua em R.)
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O grafico de f pode agora ser esbogado:

f(X)
10+

Polinémio de Taylor

1. Seja f uma funcao de classe C*(R) tal que o seu polinémio de Taylor de grau 4 em a é
dado por:

a) pao(z) =14z, ,a=0,

> 2t

b) p470($) = —1+§ - Z, GZO,

¢) pa—1(z) =142z +322+ 23, (n=4,a=-1),

Em cada caso, determine f*) (a), k=0,1,2,3,4 e decida se f tem um ponto de extremo
local em a, classificando-o.

Temos paa(z) = £() + £/(a)(z — a) + 242 (@ — 0 + LoDz — a)? + L0z — )t

a) Por comparagao de coeficientes com a expressao geral de pso(x):
FO0) = £(0) =1, fB(0) =0,k =1,2,3, fH(0) =4 >0

Tem um minimo em a = 0, dado que a primeira derivada nao nula é de ordem par e

positiva.
b) Por comparacao de coeficientes com a expressao geral de pgo(x):
FO0) = f(0) = =1, f#(0) =0, k = 1,2, f®(0) =2, f®(0) = 3!
Nao tem extremo em a, a primeira derivada nao nula é de ordem impar.
¢) Temos py—1(z) =1+2x+ 322 +23 = (z+1)3 —x = (. +1)> — (x + 1) + 1. Logo,
por comparacao de coeficientes,
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(Alternativamente, calcular as derivadas de ps 1 em —1 e usar que pfllle(—l) =

F9(-1).)

Nao tem extremo em a, a primeira derivada nao nula é de ordem impar.

2. Sejam f uma fungao 3 vezes diferencidvel e g definida por g(z) = f(e*). Dado que o

polinémio de Taylor de ordem 2 de f relativo ao ponto 1 é 3 — x + 2(x — 1), determine
o polinémio de Taylor de ordem 2 em a = 0 de g.

Sendo a exponencial uma funcao indefinidamente diferencidvel, em R, temos que g é
uma funcio 3 vezes diferencidvel e de classe C? em R, com

g(x) — f(ex)’ g'(x) — f’(ex) e:c, g"(a:) _ f’(em) e® + f//(ex) 621.

Atendendo ao polinémio de Taylor de f, de ordem 2, relativo ao ponto 1 obtemos
f(1)=2, f'(1) =—1, f"(1) = 4, em particular temos

g0 =f1) =2 gO=fO=-1 g"O)=fD+f"1)=3

Logo,

! 0 3
92( )x2—2—x—|—2x2
é o polinémio de Taylor em a = 0 de g, de ordem 2.

p2(z) = 9(0) +¢'(0) z +

. Prove, usando a férmula de Taylor em a = 0 com resto de Lagrange, que se tem

a)

_ x? 1
et — 1—m+? gg, para x € [0, 1].

3
b) |senz — (x— %)' <0.01, paraz e [0,1].

—x

a) Escrevemos a férmula de Taylor de ordem 2 em a = 0 da fungao f(z) = e™® com

resto de Lagrange:

/ f7(0) 5 ?
e_x:f(O)—i—f(O)x—i— 21 T +T2(x):1_$+?+7“2($), Vr € R,
i ~
em que ro(z) = 3l r° = —% 27, com c entre 0 e z. Entao, para x € [0, 1], temos

71 z? e 5 1 1
e —<1—x+2>‘:|r2(3:)|: i |z gizé.
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b) Escrevemos a férmula de Taylor de ordem 4 em a = 0 de f(z) = senz com resto de
Lagrange : temos f)(0) = f)(0) = £(0) =0, f®(0) = -1, f/(0) =1, logo

3

xr
senz = pu(a) +ra(e), omque pule) = pola) = 7 —

- f(5) (C) 3 _ cos(e) 5 =

- - ] bl . ) b )
e r4(z) T =1~ 2”, com c entre 0 e x. Temos entdo que, para x € [0, 1]

3
11
sens — (5= 2| = ) = 2N pap < L <o
0.1

4. Determine e®! com erro inferior a 1074, sem usar a calculadora.

Escrevendo a férmula de Taylor para e em a = 0, com resto de Lagrange, temos

2 n
x x
6x21+ﬂ7+?++7'+Tn+1($)
n!
eC
em que Tpy1(x) = ( i 1), x"*l, com c entre 0 e x. Para estimar o erro em x = 0.1,
n !
temos . 5
e
0.1)] = —— 107" < -
Irn1(0-D) = 5 (n+1)!

para algum c entre 0 e 0.1, logo e < 2.
Tomando n = 3, temos

eC
ra(01)] = 107t <107

(j& que Z—C! < 1). Logo, o polinémio de Taylor de ordem 3 aproxima e
10~%, ou seja, (um)a aproximacao pedida é

0-1 com erro inferior

0.01  0.001 5
p3(0.1) = 1+ 0.1+ —= 4 —— = 1.105 + 2 x 1074 = 1.1051(6).

5. Prove, recorrendo & fomula de Taylor, que se f : R — R verifica a condicao
o (x) =0, para qualquerz € R

entao f é um polinémio em x de grau menor do que n.

Nas condigoes dadas, f € C™(R). A férmula de Taylor em a = 0 de f, de ordem n — 1
é dada por
F1(0)

f"(0) n—
51 x2+...+mx 1—|—7"n_1(x), Vr € R.

fx) = £(0) + f'(0)x +
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Sendo f(™) (r) = 0, para qualquer z € R, a férmula do resto de Lagrange permite
concluir que

rp—1(x) = " =0, para qualquer = € R,

em particular conclui-se que f(z) coincidird com p,_1(x) em R e, assim que f é um
polinémio de grau menor que n.
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