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Resolugao abreviada

1. Mostre que o sistema,

z—2y=1
define z e z como funcdes de ¥, de classe C'', em alguma vizinhanca do ponto (0,0,1) e calcule as
derivadas 2/(0) e 2/(0).

Resolugao: Seja F': R? —R? a funcio de classe C' dada por F(z,y,2)= (2% +x2+y,2—2y). Note-se
que as solugoes do sistema sao os pontos (z,y,z) tais que F(x,y,z)=(1,1).

{z5+wz+y— 1

Temos DF(x,y,z) = [g 2 524”} logo det O?F 3 (0,0,1) =det[} 3]=17#0. Pelo Teorema da Fungao

Implicita, existe uma vizinhanca de (0,0,1) onde o sistema determina (z,2) = f(y), tal que f é C' e

0)=ro=(35000) 0on=-[ILY=[4]

. Considere o conjunto M ={(z,y,2) ER3: 2% —zy+y?+22=1}.

a) Mostre que M é uma variedade, indicando a respectiva dimensao, e determine uma base do espago
tangente a M no ponto (1,0,0).
Resolugao: Seja F': R? — R! a funcio de classe C' dada por F(z,y,2) = 22 — zy +y> + 22.
Note-se que M =F~1(1) e DF(x,y,2) =22~y 2y—= 2z].
Resolvendo o sistema DF(z,y,z) =0 obtém-se (x,y,z)=(0,0,0). Como (0,0,0) ¢ M, concluimos
que DF(z,y,z) tem caracteristica méxima (igual a 1) em todos os pontos de M, pelo que M
¢ uma variedade de dimensao 2 (uma superficie).
Dado que DF(1,0,0)=[2 —1 0], temos T&OO M=/L{(2,-1,0)} e portanto
Ta00M={veR?:v-(2,-1,0)=0}=£{(1,2,0),(0,0,1)}.

b) Determine o maximo da funcdo f:R3—R definida por f(z,y,2) =y em M.
Resolugao: Notando que 22 —zy+y?+22=(z— %)2—1— %yQ—i—zQ, vemos que M é uma superficie
compacta. Como f ¢ continua, segue do Teorema de Weirstrass que f|; tem mdximo e minimo.
Os candidatos a pontos de extremos sao calculados usando o método os multiplicadores de Lagrange:

(2x—y)A=0 A#0
1+(2y—x)A=0 =0 1 2 1 2
+( y x) = i é(w,y,z)e{(,,()),(—,—,O)}.
2X2=0 y=2x V33 3 3
F(xy,z)=1 F(z,2x,0)=1
Concluimos que % =f (7 7,0) é o maximo de fjy/.

3. Considere a linha L= {(z,y,2) €ER®: 22 +9?>=1,2+2=1} e a funcio ¢: R3 — R definida por

o(x,y,2)= Calcule /gb.

z
Vit L
Resolugao: Consideremos a parametrizacao g: ]0,27[— L tal que g(6)= (Cosﬁ,senﬁ,l—cosﬁ). Temos

2 2T 1 —cosf
/¢: ¢(9(0))llg'(9)[|do= / ———/1+sen?0df = / (1—cosf)df=2mr.
L 0

v/1+sen20

4. Sejam F:R?\{(0,2)} = R? e G:R?—R? 0s campos vetoriais dados por

y—2 T
F =(-
=y P
Calcule os seguintes integrais de linha:

) . G(z,y)=(ycos(zy),xcos(xy)).



[1.0] a) / F-dy, onde C é a curva {(z,y) €R?:2%+y?=1}, percorrida no sentido direto.
C

Resolugao: Recorde-se que o vdrtice centrado em (0,0) é o campo vetorial V': R?\{(0,0)} —R?
dado por V(z,y) = (—ﬁ,ﬁ)
trado em (0,2), pois F(x,y) = G(x,y — 2). Portanto, F é um campo de classe C! em
R?\ {(0,2)}, que é fechado. Podemos, por isso, aplicar o Teorema de Green no dominio

regular D ={(z,y) eR?*:2?+y? <1} CR*\{(0,2)}, obtendo [ F-dy= ffD<%—@)dﬂvdy 0.

E um campo fechado. Ora, F' é um vortice cen-

[2.0] b) /G-d% onde L é uma curva unindo (m,1) a (2,7).
L

Resolugao: G é um campo vetorial de classe C' em R2. Como G é fechado ( LG; =

cos(zy) —xysen(xy) = am ), G é um gradiente. Temos G =V¢=Vsen(zy), logo, pelo Teorema
Fundamental para Integrais de Linha, temos [, G-dy=¢(2,m)—¢(m,1) =sen(2r)—senm =0.

[3.0] 5. Considere o conjunto D={(z,y) ER?:2%+y* <4} e F:R?—R? o campo vetorial dado por

Flazy)=((2*+y* —4)e¥ =20, (2> +1° —4)e™ +2).
. 0Fy OF
Use o Teorema de Green para calcular o integral (= ———)dxdy.
p Ox Oy

Resolugao: Pelo Teorema de Green, temos

)2 )3 2m
/ Q—@ dxdy= / Fld:n—i—ngy:/ F(2cos,2send) - (—2senf,2cosl)dod
oD 0

2w 2m
= / (—4cosb 4send) - (—2send,2cosh)db = / 16cosfsenddd =0.

0 0
Onde usdmos a parametrizagao 6+ (cosf,send), percorrendo 0D no sentido direto, e a igualdade
22 4+1y?—4=0, em OD.

[3.0] 6. Seja F': R3—R3 um campo vetorial de classe C! tal que F3(z,y,2) =rsenz+2—z e divF(z,y,2)=1.

Calcule o fluxo / F-n, onde
S

S={(z,y,2) ER>: 2% +¢?+22=1,2>0}
e n é a normal unitéria a S tal que n(0,0,1)=(0,0,—1).
Resolugao: Consideremos o dominio regular V = {(z,y,2) € R?: 22 +1? +22 < 1,2 > 0}. Temos
OV =SUT, onde T={(z,y,2) ER3: 2=0,22+y% < 1}.

Aplicando o Teorema da Divergéncia, vem

volg(V):/lz/divF:/ F-ne:/F-ne—i—/F-ne,
% 1% v s T

onde n,. é a normal exterior unitaria.
Em T, temos ne=(0,0,—1) e 2=0, logo [F-ne=— [ F3=— [;2=—2voly(T)=—2m.

Como
/2 27
volg(V / / / r2senpdfdfdr =2r / r2dr / sengodap——

obtemos f gFme= 2r 3 2=

Finalmente, n, (0,0,1) (0,0 3

T
,1)=-—n(0,0,1), logo n=—n, e portanto st-n:—?.



[3.0]

7. Seja U C R3 um dominio regular, 1):R? — R um campo escalar de classe C! e H:R?—R? um campo

vectorial de classe C! que se anula em OU. Mostre que se tem
/ Vi -rotH =0.
U

Resolugao: Usando as definicées de divergéncia e de rotacional, bem como a igualdade div rot=0,
obtemos

div(¢yrotH) = Vp-rot H +pdiv(rot H ) = Vip-rot H (1)

rot(YH)=vyrotH+Vi x H. (2)

Aplicando a igualdade (1) e o Teorema da Divergéncia, vem
/Vzb'rotH:/div(wrotH):/ YrotH -n.
U U U

Usando (2), a condigao H, iou =0, o Teorema de Stokes e o facto de OU ser uma superficie fechada
(bordo vazio), vem

[ wnottton— |

oUu ou

(waH)-nez/ rot(¢H)-n=0.

ou

rot(H)n— /

oUu



