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Resolução abreviada

1. Mostre que o sistema[2.0] {
z5+xz+y=1

z−2y=1

define x e z como funções de y, de classe C1, em alguma vizinhança do ponto (0,0,1) e calcule as
derivadas x′(0) e z′(0).

Resolução: Seja F : R3→R2 a função de classe C1 dada por F (x,y,z)=(z5+xz+y,z−2y). Note-se
que as soluções do sistema são os pontos (x,y,z) tais que F(x,y,z)=(1,1).

Temos DF(x,y,z)=
[
z 1 5z4+x
0 −2 1

]
, logo det ∂F

∂(x,z)(0,0,1)=det[1 5
0 1]=1 6=0. Pelo Teorema da Função

Impĺıcita, existe uma vizinhança de (0,0,1) onde o sistema determina (x,z)=f(y), tal que f é C1 e[
x′(0)
z′(0)

]
=f ′(0)=−

(
∂F

∂(x,z)
(0,0,1)

)−1∂F
∂y

(0,0,1)=−
[
1 −5
0 1

][
1
−2
]
=
[−11

2

]
.

2. Considere o conjunto M={(x,y,z)∈R3 :x2−xy+y2+z2=1}.

a) Mostre que M é uma variedade, indicando a respectiva dimensão, e determine uma base do espaço[2.0]
tangente a M no ponto (1,0,0).

Resolução: Seja F : R3→R1 a função de classe C1 dada por F(x,y,z) = x2−xy+y2 +z2.
Note-se que M=F−1(1) e DF(x,y,z)=[2x−y 2y−x 2z].

Resolvendo o sistema DF(x,y,z)=0 obtém-se (x,y,z)=(0,0,0). Como (0,0,0) /∈M , conclúımos
que DF(x,y,z) tem caracteŕıstica máxima (igual a 1) em todos os pontos de M , pelo que M
é uma variedade de dimensão 2 (uma superf́ıcie).

Dado que DF(1,0,0)=[2 −1 0], temos T⊥(1,0,0)M=L{(2,−1,0)} e portanto

T(1,0,0)M={v∈R3 :v·(2,−1,0)=0}=L{(1,2,0),(0,0,1)}.

b) Determine o máximo da função f :R3→R definida por f(x,y,z)=y em M.[3.0]

Resolução: Notando que x2−xy+y2+z2=(x− y
2)2+ 3

4y
2+z2, vemos que M é uma superf́ıcie

compacta. Como f é cont́ınua, segue do Teorema de Weirstrass que f|M tem máximo e ḿınimo.

Os candidatos a pontos de extremos são calculados usando o método os multiplicadores de Lagrange:
(2x−y)λ=0

1+(2y−x)λ=0

2λz=0

F(x,y,z)=1

⇒


λ 6=0

z=0

y=2x

F(x,2x,0)=1

⇒(x,y,z)∈
{

(
1√
3
,

2√
3
,0),(− 1√

3
,− 2√

3
,0)

}
.

Conclúımos que 2√
3

=f( 1√
3
, 2√

3
,0) é o máximo de f|M .

3. Considere a linha L= {(x,y,z)∈R3 : x2 +y2 = 1, x+z = 1} e a função φ : R3→R definida por[1.0]

φ(x,y,z)=
z√

1+y2
. Calcule

∫
L
φ.

Resolução: Consideremos a parametrização g : ]0,2π[→L tal que g(θ)=(cosθ,senθ,1−cosθ). Temos∫
L
φ=

∫ 2π

0
φ(g(θ))||g′(θ)||dθ=

∫ 2π

0

1−cosθ√
1+sen2θ

√
1+sen2θdθ=

∫ 2π

0
(1−cosθ)dθ=2π.

4. Sejam F :R2\{(0,2)}→R2 e G :R2→R2 os campos vetoriais dados por

F(x,y)=

(
− y−2

x2+(y−2)2
,

x

x2+(y−2)2

)
, G(x,y)=(ycos(xy),xcos(xy)).

Calcule os seguintes integrais de linha:



a)

∫
C
F ·dγ, onde C é a curva {(x,y)∈R2 :x2+y2=1}, percorrida no sentido direto.[1.0]

Resolução: Recorde-se que o vórtice centrado em (0,0) é o campo vetorial V : R2\{(0,0)}→R2

dado por V (x, y) =
(
− y
x2+y2

, x
x2+y2

)
. É um campo fechado. Ora, F é um vórtice cen-

trado em (0, 2), pois F(x, y) = G(x, y − 2). Portanto, F é um campo de classe C1 em
R2 \ {(0,2)}, que é fechado. Podemos, por isso, aplicar o Teorema de Green no doḿınio

regular D={(x,y)∈R2 :x2+y2≤1}⊂R2\{(0,2)}, obtendo
∫
CF ·dγ=

∫∫
D

(
∂F2
∂x −

∂F1
∂y

)
dxdy=0.

b)

∫
L
G·dγ, onde L é uma curva unindo (π,1) a (2,π).[2.0]

Resolução: G é um campo vetorial de classe C1 em R2. Como G é fechado ( ∂G1
∂y =

cos(xy)−xysen(xy)= ∂G2
∂x ), G é um gradiente. Temos G=∇φ=∇sen(xy), logo, pelo Teorema

Fundamental para Integrais de Linha, temos
∫
LG·dγ=φ(2,π)−φ(π,1)=sen(2π)−senπ=0.

5. Considere o conjunto D={(x,y)∈R2 :x2+y2<4} e F :R2→R2 o campo vetorial dado por[3.0]

F(x,y)=((x2+y2−4)ey
3−2x,(x2+y2−4)ex

3
+2y).

Use o Teorema de Green para calcular o integral

∫∫
D

(
∂F2

∂x
−∂F1

∂y
)dxdy.

Resolução: Pelo Teorema de Green, temos∫∫
D

(∂F2

∂x
−∂F1

∂y

)
dxdy=

∫
∂D
F1dx+F2dy=

∫ 2π

0
F(2cosθ,2senθ)·(−2senθ,2cosθ)dθ

=

∫ 2π

0
(−4cosθ,4senθ)·(−2senθ,2cosθ)dθ=

∫ 2π

0
16cosθsenθdθ=0.

Onde usámos a parametrização θ 7→(cosθ,senθ), percorrendo ∂D no sentido direto, e a igualdade
x2+y2−4=0, em ∂D.

6. Seja F : R3→R3 um campo vetorial de classe C1 tal que F3(x,y,z)=xsenz+2−z e divF (x,y,z)=1.[3.0]

Calcule o fluxo

∫
S
F ·n, onde

S={(x,y,z)∈R3 :x2+y2+z2=1,z>0}
e n é a normal unitária a S tal que n(0,0,1)=(0,0,−1).

Resolução: Consideremos o doḿınio regular V = {(x,y,z)∈R3 : x2+y2+z2< 1,z > 0}. Temos
∂V =S∪T , onde T={(x,y,z)∈R3 :z=0,x2+y2<1}.
Aplicando o Teorema da Divergência, vem

vol3(V )=

∫
V

1=

∫
V

divF=

∫
∂V
F ·ne=

∫
S
F ·ne+

∫
T
F ·ne,

onde ne é a normal exterior unitária.

Em T , temos ne=(0,0,−1) e z=0, logo
∫
TF ·ne=−

∫
TF3=−

∫
T2=−2vol2(T)=−2π.

Como

vol3(V )=

∫ 1

0

∫ π/2

0

∫ 2π

0
r2senϕdθdθdr=2π

∫ 1

0
r2dr

∫ π/2

0
senϕdϕ=

2π

3
,

obtemos
∫
SF ·ne= 2π

3 +2π= 8π
3 .

Finalmente, ne(0,0,1)=(0,0,1)=−n(0,0,1), logo n=−ne e portanto
∫
SF ·n=−8π

3 .



7. Seja U⊂R3 um doḿınio regular, ψ :R3→R um campo escalar de classe C1 e H :R3→R3 um campo[3.0]
vectorial de classe C1 que se anula em ∂U . Mostre que se tem∫

U
∇ψ·rotH=0.

Resolução: Usando as definições de divergência e de rotacional, bem como a igualdade div rot=0,
obtemos

div(ψrotH)=∇ψ·rotH+ψdiv(rotH)=∇ψ·rotH (1)

rot(ψH)=ψrotH+∇ψ×H. (2)

Aplicando a igualdade (1) e o Teorema da Divergência, vem∫
U
∇ψ·rotH=

∫
U

div(ψrotH)=

∫
∂U
ψrotH ·n.

Usando (2), a condição H|∂U =0, o Teorema de Stokes e o facto de ∂U ser uma superf́ıcie fechada
(bordo vazio), vem∫

∂U
ψrotH ·n=

∫
∂U

rot(ψH)·n−
∫
∂U

(∇ψ×H)·ne=

∫
∂U

rot(ψH)·n=0.


