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DE MATEMATICA LEGM, LEIC-A, LEIC-T, MA, MEMec 05/05/2018 - 09:00
TECNICO LISBOA

Duracao: 90 minutos 12 Teste A

Justifique convenientemente todas as respostas

Grupo I 10 valores

1. Uma loja comercializa telemdveis das marcas A e B. De acordo com os registos desta loja: 40% e 60%
dos telemdveis em stock sdo das marcas A e B (respetivamente); 5% e 1% dos telemdveis das marcas A e
B (respetivamente) possuem defeitos. Admitindo que inspeciona um telemével escolhido ao acaso:

(a) Calcule a probabilidade de ele possuir defeitos. (2.5)

* Quadro de acontecimentos e probabilidades

Acontecimento Probabilidade

A = {telemodvel selecionado da marca A} P(A)=0.4
B = {telemovel selecionado da marca B} P(B) =0.6

D = {telemovel selecionado defeituoso} P(D) =2

P(D|A)=0.05
P(D|B)=0.01

e Probabilidade pedida
Tirando partido da lei da probabilidade total, segue-se

P(D) = P(D|AxP(A)+P(D|B)xP(B)
= 0.05%x0.4+0.01x0.6
= 0.026.
(b) Obtenha a probabilidade de ele ser da marca A sabendo que possui defeitos. (2.5)

¢ Probabilidade pedida

Ao invocar-se o teorema de Bayes, tem-se
P(D| A) x P(A)

P(D)
0.05x0.4

0.026
0.02

0.026
0.769231.

P(A| D)

I

2. Alocalizacdo de fraturas capilares nas bordas de vigas de aco segue um processo de Poisson com taxa de
4 fraturas por metro.

(a) Obtenha a probabilidade de a distancia (em metro) entre duas fraturas capilares adjacentes exceder (3.0)
30 cm.

* Variével aleatéria de interesse
T = distancia (em metro) entre duas fraturas capilares adjacentes

* Distribuicao de T
Uma vez que lidamos com um processo de Poisson com taxa de 4 fraturas capilares por metro,
temos T ~ Exponencial(1), com 1 = 4.
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e Ed.p.de T
0 t<0

fT(t):{ 4xe™ >0

* Probabilidade pedida

+00
f Axedr
0.3

—4r)+o0 _ 12
—e |o3 =e

P(T >0.3)

I

0.301194.

[Em alternativa, P(T > 0.3) = P(Xp3 =0) = w ~(0.301194 com Xj 3 = no. de fraturas

num segmento de 0.3 m de uma viga e Xy 3 ~ Poisson(4 x 0.3).]

(b) Qual é a probabilidade de um segmento de 25 cm de uma viga de aco possuir pelo menos duas (2.0)
fraturas capilares ?

¢ V.a. de interesse
X; =numero de fraturas num segmento de ¢ metros de uma viga (¢>0)

* Distribuicao de X;
Uma vez que lidamos com um processo de Poisson com taxa igual a 4 fraturas por metro,
temos X; ~ Poisson(4 x t).

* Ep.de X5

—4x0.25 X
P(Xop5=x) = &—8X0B - x=0,1,2,...

* Probabilidade pedida

P(Xo.25=2) = 1-P(Xp25=1)
= 1- FPoisson(l)(l)
mbeli/calc. 1-0.7358
= 0.2642.
Grupo II 10 valores

1. O tempo (em hora) de reparagdo de pecas mecanicas de um dado tipo é representado pela variavel
aleatéria X com distribuicdo uniforme continua no intervalo ]0,2].

(a) Determine a probabilidade de o tempo de reparagdo de uma dessas pe¢as mecanicas vir a exceder (1.5)
90 minutos sabendo que a reparacao de tal peca estd em curso ha 30 minutos.

e Varidvel aleatdria de interesse
X =tempo (em hora) de reparacdo da peca mecanica

* Distribuicao de X
X ~ Uniforme(0, 2)

e Ed.p.de X
fx() = {

e Prob. pedida

1, 0<x<2

0, c.c.

P(X>1.5X>0.5)

P(X >0.5)
P(X>1.5)
P(X >0.5)

2 1y
152

2
Jos % dx

P(X>15|X>0.5)
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P(X>15|X>0.5)

(b) Obtenha E(40+30v/X), o custo esperado da reparacdo de uma dessas pe¢as mecanicas. (1.5)

* Valor esperado pedido

E(40+30VX) 40+30 x E(VX)

2 1
= 40+30><f \/Exgdx
0

2

1.5

X
= 40+30x
2x15

= 40+10x2'°
= 40+20xV2
68.284271.

0

I

(c) Calcule um valor aproximado para a probabilidade de o tempo total de reparacdo de 100 dessas (3.0)
pecas mecanicas ndo exceder 100 horas. Admita que os tempos de reparacdao das pecas sio
variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas a X.

e Va.
X; = tempo (em hora) de reparacdo da peca mecanicai, i=1,...,n
n =100

* Distribuicao, valor esperado e varidncia comuns

X, "X i=1,...,n

EX)=EX) E" %2 =1, i=1,..,n

orm. —0)2

V) = v T e o L
* V.a. de interesse

Sn =21, X; = tempo total (em hora) de reparacdo de n pecas mecanicas
* Valor esperado e varidncia de S,

ESn) = E(Z0, Xi) = X E(X) "= n E(X) =100 x 1 = 100

Xjindep.

Xi~X
VS =V(EL, X)) = XL, V(X)) =T nV(X)=100x 1 =10

* Distribuicao aproximadade S,

Pelo teorema do limite central (TLC) pode escrever-se
Sn—E(Sn)  Sp—nEX) 4

= ~ Normal(0,1).
VV(Sy) vVnV(X)
* Valor aproximado da probabilidade pedida
S, —nE(X) - 100 - n E(X)
VrVX)  VnV(X)

TLC 100 —-100
~ o ——
100

3

P(S,=100) = P(

@(0)
0.5.

2. Considere que seleciona casualmente e sem reposicao 3 baterias de um lote constituido por 3 baterias
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de tipo A, 4 baterias de tipo B e 5 baterias de tipo C. Caso X (respetivamente Y) represente o nimero de
baterias selecionadas de tipo A (respetivamente de tipo B), entdo as varidveis aleatérias X e Y possuem
funcao de probabilidade conjunta dada pela tabela seguinte:

Y

X 0 1 2 3
o |10 40 30 4

220 220 220 220
1| 30 60 18

220 220 220

15 12
2120 20 0 O

1
3 370 0 0 0
(a) Determine amedianade X|Y =1. (2.0

e Par aleatorio (X,Y)
X =numero de baterias selecionadas de tipo A
Y = nimero de baterias selecionadas de tipo B

e Ep. conjunta e f.p. marginais
PX=xY=)), PX=x=%, (PX=xY=))ePY =y =%_PX=xY=y
encontram-se sumariadas na tabela seguinte:

Y
X 0 1 2 3 P(X =x)
0 10 40 30 4 84
220 220 220 220 220
1 30 60 18 0 108
220 220 220 220
15 12 27
2 220 220 0 0 220
1 1
3 220 0 0 0 220
_ 56 112 48 4
PY=Y) | 326 226 220 320 1
e Ep.deX|Y=1
PX=x,Y=1)
P(X = X| Y = 1) = W
36 _ 40
% = 112’ x=0
2
= X ﬁ

220 _ 12 _
iw =12 *=2
220

) restantes valores de x

(=}

e Ed.deX|Y =1
Fxiy=1(x) = PX=x|Y=1)

0, x<0
4%, 0=x<l1

B 19, 1=x<2
1, x=2

¢ Medianade X |Y =1
Representemos a mediana de (X | Y = 1) por me. Entao

1 1
me ESFX|Y:1(me)s§+P(X:me|Y:1) (1)
1 1 _
5 = Fxjy=1(me) = > + [Fxjy=1(me) — Fxjy=1(me )]
_ 1
Fxiy=1(me™) = E < Fxjy=1(me). (2)
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Ora, tirando partido da definicdo de mediana em (1) e de

o e L yogy 38, 60 116
o ~ XY= T, = ) - VT 12 112 112

concluimos que 1 é uma mediana de X | Y = 1[; a prova da sua unicidade é deixada como

exercicio].

[Alternativamente, notemos que
40

Fxjy=1(1") = Fxjy=10) = — =

1 100
112 2

T2

Logo (2), permite-nos a concluir que 1 é uma mediana de X | Y = 1; a prova da sua unicidade
é deixada como exercicio.]

(b) Obtenha a covariancia entre X e Y. Poderd concluir que as varidveis aleatérias X e Y sdo (2.0)
dependentes ?

e Valor esperado de X

3
2: xxP(X=1x)
x=0

E(X)

84 108 27 1
= O0x—+1x—4+2x —+3Ix —
220 220 220 220

165

220
3

4
 Valor esperado de Y

3
Y yxP(Y =y)
y=0
56 112 48 4

= O0x—+1x +2x —+3x —
220 220 220 220

220

220
1

E(Y)

e Valor esperado de X Y

3 3
Z nyxP(X=x,Y:y)

EXY) =
x=0y=0
60 12 18
= 1Ix1x—+4+2x1x—+4+1%x2x —
220 220 220
6
11

¢ Covariancia
cov(X,Y) = EXY)—EX)xE(Y)
6 3

= ———x1
11 4

9
44
e Comentario
E sabido que caso X e Y sejam v.a. independentes entdo cov(X, Y) =0.
Ora, cov(X,Y) = —% # 0 donde se pode afirmar que X e Y sdo efectivamente v.a.
DEPENDENTES.
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