DM Probabilidades e Estatistica / Exame Epoca Especial
peparifliEN’Y Introd. as Probabilidades e Estatistica 2017/2018
TECNICO LISBOA TODOS OS CURSOS 23/07/2017 - 09:00
Duracdo: 3 horas
Justifique convenientemente todas as respostas
Grupo I 5 valores

1. Uma fébrica recebe componentes eletrénicas dos fornecedores A e B. De acordo com os registos desta
fabrica, 80% das componentes sao fornecidas pelo fornecedor A e 20% pelo fornecedor B. Sabe-se que,
das componentes fornecidas por A (respetivamente por B), 5% sdo defeituosas (respetivamente 20% sdo

defeituosas). Admitindo que se selecionou ao acaso uma componente eletrénica:

(a) Obtenha a probabilidade de ela ser defeituosa.

* Quadro de acontecimentos e probabilidades

Acontecimento Probabilidade
A = {componente eletrénica do fornececedor A} P(A)=0.8
B = {componente eletrénica do fornececedor B} P(B)=0.2

D = {componente eletronica selecionada é defeituosa} P (D) =?

P(D|A)=0.05
P(D|B)=0.2

* Probabilidade pedida
Tirando partido da lei da probabilidade total, segue-se

P(D)

= P(D|A)xP(A)+PD|B)xP(B)
= 0.05x0.8+0.2x0.2
= 0.08.

(b) Determine a probabilidade de ela ter sido fornecida por B, sabendo que ndo é defeituosa.

* Probabilidade pedida
Invocando o teorema de Bayes, tem-se

P(B|D)

2. A ocorréncia de falhas de determinado transmissor rege-se de acordo com um processo de Poisson com

P(D| B) x P(B)
P(D)
(1-0.2) x0.2

1-0.08
0.173913.

1

taxa igual a 2 falhas por hora.

(a) Calcule a probabilidade de se verificarem mais de 29 falhas, deste transmissor, em 12.5 horas.

¢ V.a. de interesse
X; = ntimero de falhas do transmissor em ¢ horas de funcionamento (¢ > 0)

* Distribuicao da variéavel aleat6ria X
Dado que lidamos com um processo de Poisson com taxa igual a 2 falhas por hora, temos
Xy ~Poisson(2 x t).

* Ep.de Xi25

—2x12.5 X —25 X
e 2x12.5 25
P(Xi25=x) = : S ¢ , x=0,1,2,...

x! x!
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* Probabilidade pedida
P(Xy25>29) 1-P(X125=29)

= 1- FPoisson(ZS) (29)

tabelalcalc.

1-0.8179
=~ 0.1821.

(b) Qual é a probabilidade de o tempo entre os instantes de ocorréncia de duas falhas consecutivas (1.5)
deste transmissor ser superior a 20 minutos ?

* Variével aleatéria de interesse
T = tempo (em horas) entre duas falhas consecutivas do transmissor

* Distribuicao de T
Lidamos com um processo de Poisson com taxa de 2 falhas do transmissor por hora, logo
T ~ Exponencial(A) com A =2.

e Ed.p.de T

(1) = 0, tr<0
fr®= 2xe_2t, r=0

* Probabilidade pedida
P(T>1/3)

+00
f 2x e 2ldr
1/3

-2t +00
=€ |1/3
6_2/3

I

0.5134.

[Em alternativa, P(T > 1/3) = P(Xj/3 = 0) = @ B° _ 5213 ~ 05134  com X3
é a v.a. que descreve o numero de falhas do transmissor num periodo de 1/3 hora e
Xj/3 ~ Poisson(2 x 1/3).]

Grupo II 5 valores

1. Otempo de execucao de um algoritmo, em minutos, é representado pela varidvel aleatéria X com fung¢ao
densidade de probabilidade

2x%, 0<x<1
fx(x) =<1, 1<x<4/3

0, caso contrario.

(@) Qual é a probabilidade de X nao exceder 1 minuto ? (0.5)
¢ V.a. de interesse
X =tempo de execucdo de um algoritmo
e Ed.p.de X
2x2, 0sx<1
fx(x)=<1, l1<x<4/3

0, caso contrario.

e Prob. pedida

1
P(X<1) f fx(x)dx

1
f 2x*dx
0
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2x3 !

P(X=<1)

Wl

(b) Obtenha a mediana de X. (1.0)

e Mediana de X
A mediana de X serd representada por me(X) = me e verifica a condicao Fx(me) = %
Na alinea anterior, constatou-se que P(X < 1) = Fx(1) = % Mais ainda, como Fx(me) =1/2 <
2/3 = Fx(1), conclui-se que me < 1. Logo,

me=me(X)€(0,1) : Fx(me)= %
me

1
. fxx)dx = 7

me 1
f 2x%dx =~
0 2

2 (me)’® 1
—x (me)° = —
3 2

&)
me=|(—
4

me = 0.908561.

(c) Sabendo que E(X) = g e V(X) = %, determine um valor aproximado para a probabilidade de o (1.5)

tempo médio de 100 execucdes do algoritmo exceder 0.9 minuto. Suponha que os tempos de
execucao sao varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas a X.

* V..
X; = tempo da i-ésima execucao do algoritmo, onde i=1,...,n
n=100

* Distribuicao, valor esperado e varidncia comuns
XX, i=1,..,n
EX;))=EX)=p= g, i=1,...,n

V(X;) = V(X) =0?
e V.a. de interesse
K= %2?21 X; = tempo médio de n execugdes do algoritmo
* Valor esperado e variancia de X
EX=E(Eyr x)=1yr BEx) ™ " Lx nEX) = E(X0) = p

= X,»'nde. Xi~X 2
V) =v(Lize, x) " ET Lxxr vix) TE Lxnvx)= Y8 =2

i=1 n? n n

* Distribuicdo aproximada de X
Pelo teorema do limite central (TLC) pode escrever-se

X-EX) X-pgq Normal(0,1)

* Valor aproximado da probabilidade pedida

P(X>09 = 1-PX<09
X-pu 09-p
R
vn vn
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TIC 0.9-32

P(X>0.9) = 1-0
= 1-®(0.43)
mbelg/calc 1-0.6664
= 0.3336.

. Seja (X, Y) um par aleatério, em que X e Y representam o didmetro interior e o comprimento de um
pino-guia, respetivamente. Admita que a funcao de densidade de probabilidade conjunta de (X,Y) é

dada por

S(x*+3), 0<x<1, O0<y<2

fX,Y(X,J’) = {

0, caso contrario.

(a) Determine P(X >7Y).
e Par aleatorio (X,Y)

X = diametro interior de um pino-guia
Y = comprimento de um pino-guia

e Ed.p. do par aleatério (X, Y)

S(x*+3), 0<x<1, 0<y<2

fxy(x,y) = { !

0, caso contrario.

e Prob. pedida

1 px
PX>Y) fofofxyy(x,y)dydx

1 px
6( o Xy
f()f();(x +7)dydx
1 (6x? 6x y*\|*
f — XY+ —XxX—=
0o \ 7 14 2/,

fl(ze 6x xz)
— xX+—x—|dx
0 7 14 2

dx

15 x*
= _ X —
14 4|,
15
56

(b) Comprove que as varidveis aleatérias X e Y sdo dependentes.

e Ed.p. marginal de X
Para0 < x <1, tem-se

fx(x) fR fxyx,y)dy

[ e+ ay

( 62 6x )

2

_xy+_x_

7 14 2
12x%+6x
- }

0
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e Ed.p. marginalde Y
Para 0 < y < 2, tem-se

) fR fxy(x,y)dx

folg(x2+%)dx

6 3" 6y 2|
= = — + = x —

773, 14 2|,

2 3

2.2y

7 14

* (In)dependéncia entre as varidveis X e Y’
X e Y sdo v.a. DEPENDENTES sse

fx,y(x,y) # fx(x) x fy(y), paraalgum (x,y) € R*.

Ora, por um lado

11 6 (12 3x3
-, = — — = 4
fX'Y(z 2) 7X(2 2
9
= —  [=0.321429].
28
eporoutro
2 1 1
1 1 12><% +6x3 (2 3x3
—| X = = x| -+
fX(z) fy(z) 7 7" 14
6 11
7728
33

= = [~ 0.336735].
98

Assim, conclui-se que

fx,v(0.5,0.5) # fx(0.5) x fy(0.5).

pelo que X e Y sdo efectivamente v.a. DEPENDENTES.

Grupo 111 5 valores

1. Admita que a leitura do rendimento de um processo quimico (em ppm) é representado pela varidvel
aleatéria X com funcao de densidade de probabilidade igual a

1
ze 0, x=90

fxx)=< ¢ .
0, caso contrario,

onde 8 é um parametro positivo desconhecido.

(a) Deduza o estimador de maxima verosimilhanca de 6, com base numa amostra aleatéria (Xj,..., X;;) (1.5)
associada a leitura do rendimento deste processo quimico, em 7 dias consecutivos.

* V.a. deinteresse
X = leitura do rendimento de um processo quimico

e Ed.p.de X
—_ 90_
o) = 67! exp(£5%), x=90
0, caso contrario

¢ Parametro desconhecido
6, 6>0
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* Amostra
x = (x1,...,X,) éuma amostra de dimensao n proveniente da populagdo X [para a qual se tem
x;>90,i=1,....n < Z?Zl x;i>90n < x>90].

* Obtencao do estimador de MV de

Passo 1 — Funcao de verosimilhanca

L] x) = fx(®
X;ind i
= [T fxx)
i=1
Xi~X &
= [T /fxx)
i=1
iz x; —90
-l
[T} en[-5
x;i —90
= 0 "exp |- ( ! )
N
Y x;—90n
— " _“i=1 )
exp 5
X —90
= 07" exp —nxxt9 ), 0>0
Passo 2 — Funcao de log-verosimilhanca

x—-90

InL@O | x) =—-nlIn(@) — n x

Passo 3 — Maximizacao
A estimativa de MV de 0 é doravante representada por 6 e
dInL(0]x)

s |g_p 0 (ponto de estacionaridade)
0

d?InL6)x) .
@ g < 0 (ponto de maximo)

n =90 _ 0+90-% _
_5 +n x 2 = 0 o 52 =0
n %-90
v 2n x 5 < 0
6=x-90

n__ _o9, %90 _ __ n . L _
Gooo? ~ 2" Goe0® = " Gaogop <0 (proposicao verdadeira ja que x > 90).

Passo 4 — Estimador de MV de 0

T (X -90)

EMV(0) = X-90

(b) Obtenha a estimativa de maxima verosimilhancade P(X >100) = exp(-%), tendoem contauma (0.5)
amostra (xp,...,X10) paraaqual 2121 x; =910.
* Estimativa de MV de 0
0 = x-90
= —-90

10
= 1

e Outro parametro desconhecido

h(e) = P(X > 100) = exp (_%)
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* Estimativa de MV de /(0)
Invocando a propriedade de invaridncia dos estimadores de maxima verosimilhanca, pode
concluir-se que a estimativa de MV de h(0) é dada por

h@ = hd
-5
= exXp|——=
-7
= exp|——
=~ 0.000045.

2. Uma clinica pretende comparar dois tipos de dieta. Com esse objetivo, escolheram-se casualmente 15
pacientes que foram sujeitos a dieta 1 e outros 15 que foram sujeitos a dieta 2. Apds 10 semanas, anotou-
se o total de peso perdido (em kg) por cada paciente sujeito a dieta i, Xj, para i =1,2. As amostras
conduziram a: X; =9.3kg e s1 5.76 kg> paraadietal; % =82kg e 32 6.76 kg para a dieta 2.
Admitindo que Xj e X, possuem distribuicdes normais:

(a) Obtenhaum intervalo de confianga a 95% para a variancia do total de peso perdido por um paciente (1.5)
sujeito a dieta 1 durante 10 semanas.

* V.a. de interesse
X = total de peso perdido (em kg) por paciente sujeito a dieta 1

* Situacao
Xy ~ normal(,ul,af)
11 = E(X;) desconhecido
= V(X;) DESCONHECIDO
[X11,X12,..., X1, s@0 vaa.iid. a X1, com n; = 15.]

* Obtencao do IC para 0'%

2

Passo 1 — Selec¢@o da v.a. fulcral para o}

(m-1Sf
T ~ Xm-1
[uma vez que é suposto determinar um IC para a varidncia de uma popula¢do normal, com
valor esperado desconhecido.]

Passo 2 — Obtencio dos quantis de probabilidade
Ao ter-se em consideracdo que n; =15 e (1 — a) x 100% = 95%, far-se-4 uso dos quantis

@ T P(Z < ay) =P(Z>by) =al?.

ag=F5  (@/2)=F} (0.025) "“Pel4/cale 5 6og
(n1-1) Xaa
be=F3 (1-a/2)=F) (0.975) “Pecale o615,

(n1-1) (14)

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plag<Z<by)=1-«a

1
Paas(n1 )Sl<b]—1 a
of
ot 1| _q7_
P[ =D e =l-@
2
P(nlb—l)sl<0‘%<nl;—1)sl]:1_a

Passo 4 — Concretizacao
Atendendo ao par de quantis acima e ao facto de
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s2 = 576

— 2 _ 2
IC(-a)x100%(07) (m =15 ’ (n —1) s7
F, (-a/2) F) (a/2)
(n1-1) (-1
segue-se:
2 (15-1) x5.76 (15-1) x5.76
1Co5%(07) ’

26.12 5.628
[3.087289, 14.325813].

1

(b) Admitindo que X; e X» possuem varidncias iguais, teste a hipotese de igualdade dos valores (1.5)
esperados dos totais de peso perdido para as duas dietas durante 10 semanas, ao nivel de
significancia de 10%.

¢ V.a. de interesse
X; = total de peso perdido (em kg) por paciente sujeito a dieta i, i = 1,2

* Situacao

Xy~ Normal(ul,af) 1 X5 ~ Normal(ul,ag)

(¢ — 2) DESCONHECIDO
o4 e 05 desconhecidos, no entanto, assume-se que sdo IGUAIS: 0% = g5 = 02
[(Xi1, Xi2,..., Xip, sdova.iid. a X;, para i =1,2, com]

ny=ny=15<30
» Hipéteses
Ho:py—p2=Ho=0
Hy g — 2 # o
* Nivel de significancia
ao = 10%
¢ Estatistica de teste
(X1 - X2)— o

\/(n1—1)5§+(n2—1)s§ } (i+ L)
n+ny;—-2 ny ny

[dado que se pretende efectuar um teste sobre a diferenca de valores esperados de duas
populagdes normais independentes, com varidncias desconhecidas mas que se assume
serem iguais.]

T =

~Hy Hm+ny-2)

* Regido de rejeicao de Hy (para valores da estatistica de teste)
Estamos a lidar com um teste bilateral (Hj : u; — 2 # o), logo a regido de rejeicao de Hy (para
valores da estatistica de teste) € W = (—oo, —c) U (¢, +o0), onde c: P(Rejeitar Hy|Hp) = ay, i.e.,
c : P(TeW|Hy=ap
2x |1 _Ft(n1+n2—2) (C) = o

-1
c= F[mﬁnﬂ) (1-ap/2)

¢=F;, (0.95)

tabelalcalc.
C =

1.701.
* Decisao
Uma vez que
m=15 =93 s=576
np=15 % =82 s5=6.76

o valor observado da estatistica de teste é igual a
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(X1 —X2) — Mo
(n1-1) $?+(np—1) s2 1 1
\/ nl-}—nz—Z : x (n_1 + n_g)
9.3-8.2)-0

14x5.76+14x6.76 (L _,_L)
15+15—2 15" 15

1.1

5.76+6.76
15

1.204027

I

Como ¢ = 1.204027 ¢ W = (—o0,—1.701) U (1.701, +00), ndo devemos rejeitar Hy ao n.s. ay =
10% [ou a qualquer n.s. inferior a ay = 10%].

Grupo IV 5 valores

. Conjetura-se que o numero de defeitos de um circuito eletrénico, X, segue uma distribuicdo de Poisson
com valor esperado 0.8. Ao inspecionarem-se 60 circuitos selecionados ao acaso, obteve-se a seguinte
tabela de frequéncias:

Ne defeitos por circuito 0 1 =2

Frequéncia absoluta observada 33 14 13
Frequéncia absoluta esperada sob Hy | 26.96 E, Ej

(a) Calcule as frequéncias absolutas esperadas sob Hy: X ~ Poisson(0.8) que se representam na tabela (0.5)
por E, e E; (aproximando-as as centésimas).

¢ V.a. de interesse
X = numero de defeitos de um circuito eletrénico

* Distribuicao e f.p. conjecturadas
X ~ Poisson(0.8)
e—0.8 0.8*
P(X=x)= , x=0,1,2,...

x!

* Frequéncias absolutas esperadas omissas
Tendo em conta a dimensao da amostra n = 60 e a f.p. conjecturada, temos:

E, = nxP(X=1)
e 0808l
= 60x ———
1!
~ 21.57;
2
E3 = n-)Y E;
i=1
~ 60— (26.96 +21.57)
= 11.47.
(b) Teste Hy, ao nivel de significancia de 5%. (1.5)

* Hipdéteses
Hj : X ~Poisson(0.8)
H; : X # Poisson(0.8)
* Nivel de significincia
[ 5%
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¢ Estatistica de Teste

(O
T= Z ! Ho X(k p-1)

onde:
k = No. de classes = 3
O; = Frequéncia absoluta observavel da classe i
E; = Frequéncia absoluta esperada, sob H, da classe i

B = No. de parametros a estimar = 0 [dado que em Hj se conjectura uma distribuicao em
particular.]

* Frequéncias absolutas esperadas sob H
De acordo com a tabela facultada e a alinea (a), os valores das frequéncias absolutas
esperadas sob Hy aproximados as centésimas sdo: E; = 26.96; E, = 21.57; E3 = 11.47.
[Nao é necessdrio fazer qualquer agrupamento de classes uma vez que em pelo menos
80% das classes se verifica E; = 5 e que E; = 1 para todo o i. Caso fosse preciso efectuar

agrupamento de classes, os valores de k e ¢ = F;} (1 — ap) teriam que ser recalculados...]
(k=p-1)

* Regido de rejeicao de Hy (para valores de T)
Tratando-se de um teste de ajustamento, a regido de rejeicao de Hy escrita para valores de T
é o intervalo a direita W = (¢, +00), onde

c = F'  (1-a)
Xk—p-1)
= F_ (1-0.05)
3 0-1)
1
= 0.95
X?Z)( )
tabelg/calc. 5.991.
¢ Decisao
No célculo do valor observado da estatistica de teste convém recorrer a seguinte tabela
auxiliar:
Classe i Freq. abs. obs. Freq. abs. esp. sob Hy Parcelas valor obs estat. teste
1 0} 33 26.96 % ~1.353
2 {1} 14 21.57 2.657
3 {2,3,...} 13 11.47 0.204
Yk oi=n Yk Ei=n t=yk (o i)
=60 =60 = 4.214

Umavez que t =4.214 ¢ W = (5.991, +00), ndo devemos rejeitar Hy ao n.s. de g = 5% [nem a
qualquer outro n.s. inferior a 5%].

2. Um conjunto de dados relativos a cinco individuos forneceu os seguintes valores relativos ao logaritmo
(de base e) da contagem bacteriana (Y) x dias ap6s a inoculacdo de uma vacina:

Yo xi=33, Y2 x7=239, YO y;=604, Y y7=73032, ¥’ x;y;=4019,

onde [min;=;, s X;, max;=1, 5 Xx;| = (3.0, 9.0].
Admitindo que os erros aleatérios associados ao modelo de regressdo linear simples de Y em x
satisfazem ¢; iid. Normal(0, o ), i=1,.

(a) Obtenha a estimativa de méxima verosimilhanca do valor esperado do logaritmo (de base e) da (1.0)
contagem bacteriana 5 dias ap6s a inoculag¢do da vacina.
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» Estimativas de MV de ,, 1 e E(Y | x=5)

Dado que
n=>5

i= 1

Z?zlJ/i =60.4

V=X, yi="5"=12.08
Y, yi=730.32

YL yi-nyt=

=730.32—5 x 12.08% = 0.6880

Z?zl Xx;y;i =401.9

Z?zl Xiyi—-nxy=401.9-5x6.6 x12.08 = 3.26,

as estimativas de MV de 1, Bo e E(Y | x =5) sdo, para este modelo de RLS, iguais a:

A

B

E(Y|x=5)

(b) Teste a significancia do modelo de regressdo. Decida com base no valor-p.

* Hipéteses
Hp:f1=p10=0
H1 Zﬂl # 0

s "
i 1xiJ’i_nxy
2

72
l (X7 —nx
3.26

21.2

=~ (0.153774

= j-Pixx

~ 12.08—-0.153774 x 6.6

=~ 11.065092

Bo+P1 x5

11.065092 +0.153774 x 5
11.833962.

1

I

¢ Estatistica de teste

T=

0'

n

ﬁAl _161,0

~Hy tn-2)
A2

—nx2
= lxl nx

» Regido de rejeicao de Hy (para valores da estatistica de teste)
Estamos a lidar com um teste bilateral (H; : f; # 0), pelo que aregido de rejeicao de Hy é uma
reunido de intervalos do tipo W = (—o0, —¢) U (¢, +00).

* Decisdo (com base no valor-p)

Tendo em conta os valores obtidos em (a), bem como o valor de
L } .2 (& i}
(Z y?—nyz) ~(B1) (Zx?—nxz)

i=1 i=1

—— (0.6880 — 0.153774% x 21.2)

6’2_

5-2

I

0.062232,
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concluimos que o valor observado da estatistica de teste € igual a

ﬁl _,61,0

__ 6
n B_ o)
Y Xj—nX

0.153774-0
/0.062232
21.2
2.838206.

Uma vez que a regido de rejeicdo deste teste € uma reunido de intervalos simétricos [e a
distribuicao da estatistica e teste sob Hy é simétrica em relacdo a origem], temos:

P(T > |t|| Ho)
= 2x[1-Fy,, ()]
= 2x[1-F,(2.838206)]

r =

valor—p

= 2x(1-0.967128)
= 0.0657436.
Deste modo € suposto:
- nao rejeitar Hy a qualquer n.s. @g < 6.57436%, pelo que Hy ndo é contrariada pelos dados
aos n.u.s. de 1% e 5%;
- rejeitar Hy a qualquer n.s. ay > 6.57436%, por exemplo, ao n.u.s. de 10%.

[Alternativamente, poderiamos recorrer as tabelas de quantis da distribuicao t-student com
3 graus de liberdade e adiantar um intervalo para o valor-p:
F{(S} (0.95) =2.353 < ¢=2.838206<3.182= Ft—(; (0.975)
0.95 < Fy, (2.838206) <0.975
2x(1-0.975) < 2x[1-Fy,(2.838206)] <2 x (1—-0.95)
0.05 < wvalor-p<0.10.
Assim, é suposto:
— nao rejeitar Hy a qualquer n.s. ap < 5%, pelo que Hy ndo € contrariada pelos dados aos
n.u.s. de 1% e 5%;

— rejeitar Hp a qualquer n.s. @p = 10%, nomeadamente, ao n.u.s. de 10%.

(c) Calcule e comente o valor do coeficiente de determina¢ao do modelo ajustado.

* Calculo do coeficiente de determinacao

- \2
2 (XL, xiyi—n%y)
(X, xf —n?) x (1L, y7 - nj?)
_ 3.26°
T 21.2x0.6880
~ 0.728636.

* Interpretacao coeficiente de determinacao
Cerca de 73% da variacao total do logaritmo (de base e) da contagem bacteriana é explicada
pelo nimero de dias decorridos ap6s a inoculacao da vacina, através do modelo de regressao
linear simples considerado. Consequentemente, podemos afirmar que a recta estimada
parece ajustar-se bem ao conjunto de dados.
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