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Justifique convenientemente todas as respostas

Grupo I 10 valores

1. Uma engenheira biol6gica admite que o niimero de certos parasitas por hospedeiro infetado é uma
varidvel aleatéria X com funcdo de probabilidade dada por

1-a)*

P(X=x)= (-Ina)”!, onde x=1,2,...

e a é um parametro desconhecido tal que 0 < a < 1. Seja (x3, x2,...,X;) aconcretizagdo de uma amostra
aleatéria de X.

(a) Calcule a primeira derivada da funcdo de log-verosimilhanca e obtenha uma equacdo satisfeita pela (3.0)
estimativa de maxima verosimilhanca de «, &.

¢ V.a. de interesse
X =numero de parasitas por hospedeiro infetado

* Funcéo de probabilidade de X
PX=0="% (-lna!, x=12..

¢ Parametro desconhecido
a, talque O<a<l

e Amostra

x = (x1,...,X,) amostra de dimensao n proveniente da populacdao X

* Funcdo de verosimilhanca
L(a | x) = P(X=x)

X;inde
TP OTIPxi=x)

n
A 1‘[ P(X = x;)

— )%
C=a (-Ina)™!

-

1
i=1Xi

= (1- @)X=1% x (~lna)™" x (H ) O<a<l

Funcio de log-verosimilhanca

InL(a|x)=) xixInl-a)-nln(-Ina) - )_ In(x;)
i=1 i=1

* Equacao satisfeita pela estimativa de MV de «

A estimativa de MV de a sera representada doravante por & e satisfaz

dlnL(a | x)

=0 (ponto de estacionaridade).
da a=a

Consequentemente
nooo -1
i=Xi (-3)

A

1-a (—In &)
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nx n a—1

~—+——= = 0 —
1-& aln@ aIn(a)

(b) Uma amostra (xj,Xx2,...,X29) conduziu a & = 0.527804. Calcule a estimativa de maxima (1.5)

verosimilhanca de E(X) = a‘f;(;).

¢ Parametro desconhecido

h(a) E(X)
a—1

aln(a)

* Estimativa de MV de (@) = E(X)
De acordo com a propriedade de invaridncia dos estimadores de maxima verosimilhanca, a
estimativa de MV de h(a) é dada por:

EX) = h@

= h(a)
o a-1
- aln(@) [
0.527804 — 1
0.527804 x In(0.527804)
~ 14.

x=14].

. Considere que a varidvel aleatéria X representa a quantidade de 4gua (em litro) de cada descarga de
um novo modelo de autoclismo e que uma concretizacdo de uma amostra aleatéria de dimensao 40 da

referida populacdo conduziu aos seguintes resultados z‘;ﬂl x; =450 e z‘;ﬂl x? =10300.

(a) Deduza um intervalo de confianca aproximado a 90% para E(X). (2.5)

e V.a. de interesse
X = quantidade de 4gua (em litro) de cada descarga de um novo modelo de autoclismo

* Situacdao
X com distribuicao arbitraria
p = E(X) DESCONHECIDO
0? = V(X) desconhecido
n=40=30

* Obtencio do IC aproximado para u = E(X)
Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para u

X—p
7 =
Sivn

[pois pretende-se IC aproximado para o valor esperado de pop. com distribuicdo arbitraria
com variancia desconhecida e estamos a lidar com amostra suficientemente grande.]

£ normal(0,1)

Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

[Observe que os quantis simétricos que se seguem dizem respeito a distribuicdo aproximada
da v.a. fulcral para u e enquadram-na com probabilidade aproximadamente igual a (1 — a) =
0.95:]

tabelalcalc.

{ a=-01(1-a/2) = -"1(0.95) ~1.6449

by =07 1(1-a/2) =d1(0.95) = 1.6449.

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,
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><.

Pla <b ~]l-a
a s S/\/_ a
[X b S <u<X- S -«
X — —_ | ~ —
a \/ﬁ u \/ﬁ

Passo 4 — Concretizacao
Tendo em conta que o IC aproximado a (1 — a) x 100% para p é dado por

IC(w) = la- a/2)x—]
onde
1Z 450
E = =) x;=—=1125
n;i3 40
n
2 = lez —n()'c)2
i=1
1 2
= —(10300 40 x 11.25%)
40-1
= 134.2949.
Assim,
/134.2949
IC(w) = [11.25+1.6449 x —

1

[8.2360, 14.2640].

(b) Confronte as hipéteses Hy: E(X)=9 e H;:E(X)>9, calculando para o efeito o valor-p.

V.a. de interesse e situacao
Ver alinea a).

Hipéteses
Hy:E(X)=p=pp=9
H :EX)=p>pp=9

Estatistica de teste

= X_HO
S/yn

[uma vez que pretendemos efectuar um teste para o valor esperado de populacdo
com distribui¢do arbitrdria com varidncia desconhecida e dispomos de uma amostra
suficientemente grande.]

2 H, normal(0, 1)

Regido de rejeicao de H (para valores de T)
Estamos a lidar com um teste unilateral superior (H; : it > o), donde a regido de rejeicao de
Hj seja do tipo W = (¢, +00).

Decisao (com base no valor-p)
O valor observado da estatistica de teste é igual a

;= XTHo
slv/n
_ 11.25-9
Vv 134.2949/v/40
= 1.23

e aregido de rejeicdo deste teste é um intervalo a direita. Assim,
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valor—p = P(T > t| Hyp)

= 1-D(1)

= 1-®(1.23)
mbelg/cala 1-0.8907

= 0.1093.

Logo é suposto:
— nao rejeitar Hy a qualquer nivel de significancia a < 10.93%, nomeadamente a qualquer
dos niveis usuais de significancia(1%, 5% e 10%);

— rejeitar Hy a qualquer n.s. @ > 10.93%.

Grupo II 10 valores

1. Seja X a varidvel aleatéria que descreve o ntimero semanal de ataques cibernéticos a um conjunto de
servidores. Um engenheiro informético defende a hip6tese Hy de que X possui funcdo de probabilidade
P(X=x)=(x+1)0.8%0.2%, x=0,1,2,...

A contagem do nimero semanal de ataques cibernéticos a este conjunto de servidores, num periodo de
200 semanas selecionadas casualmente, conduziu a seguinte tabela de frequéncias:

Numero semanal de ataques cibernéticos | 0 1 2 3 mais de 3
Frequéncia absoluta observada 7 17 8 20 148
Frequéncia absoluta esperada sob Hy E, 12.80 15.36 16.38 Es
(a) Obtenha os valores de E e E5 (aproximando-os as centésimas). (1.0)

* V.a.de interesse
X = namero semanal de ataques cibernéticos a um conjunto de servidores

e Ep. conjecturada
P(X=x)=(x+1)0.8%0.22, x=0,1,2,...

* Frequéncias absolutas esperadas omissas
Atendendo a dimensdo da amostra n = 200 e a f.p. conjecturada temos:

E; = nxP(X=0)
= 200x(0+1)0.8°0.22
= 8.00;

Es = nxP(X=4)

4
= n- Z Ei

i=1
=~ 200-(8.00+12.80+15.36+16.38)
= 147.46.

(b) Teste Hy, ao nivel de significancia de 5%. (3.0)
* Hipéteses
Hy:P(X=x)=(x+1)0.80.2%, x=0,1,2,...
H:P(X=Xx)#(x+ 1)0.8x0.22, para algum x€{0,1,2,...}
* Nivel de significincia
aog = 5%
¢ Estatistica de Teste

k 2
(Oi—E)° 4 2
T=) ——— ~Hy X(—6-1)
= E; 0 Alk—p-1)
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onde:
k = No. de classes =5
O; = Frequéncia absoluta observavel da classe i
E; = Frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i

B = No. de parametros a estimar = 0 [dado que em Hj se conjectura uma distribuicao
especifica.]

* Frequéncias absolutas esperadas sob H
De acordo com a tabela facultada e a alinea a), as frequéncias absolutas esperadas sob Hy
aproximados as centésimas sdo: E; = 8.00; E» = 12.80; E3 = 15.36; E4 = 16.38; E5 = 147.46.
[Nao é necessdrio fazer qualquer agrupamento de classes uma vez que em pelo menos
80% das classes se verifica E; = 5 e que E; = 1 para todo o i. Caso fosse preciso efectuar

agrupamento de classes, os valores de k e ¢ = F)}l (1 — ap) teriam que ser recalculados...]
(k-p-1)

* Regido de rejeicao de Hy (para valores de T)
Tratando-se de um teste de ajustamento, a regido de rejeicao de Hy é o intervalo a direita
W = (¢, +o0), onde

c = F,'  (1-ap)
Xk-p-1)
= EF,'  (1-0.05)
Xi5-0-1)
mbelg/calc. 9.488.
* Decisao
No célculo do valor observado da estatistica de teste convém recorrer a seguinte tabela
auxiliar:
Classei  Freq. abs. obs. Freq. abs. Parcelas valor obs.
esp. sob Hy estat. teste
. _E)?
4 Oi El %
1 0} 7 8.00 T=8007 _ 0,125
2 1 17 12.80 (712807 - 1 378
3 {2} 8 15.36 3.527
4 {3} 20 16.38 0.800
5 {4,5,...} 148 147.46 0.002

Yk 0i=n=200 XX Ej=n=200 r=yk @A ~583)

Uma vez que t = 5.832 ¢ W = (9.488, +00), ndo devemos rejeitar Hy ao n.s. de ag = 5% [nem a
qualquer outro n.s. inferior a ay].

2. Um conjunto de 20 medi¢des independentes relativas a um pequeno bairro residencial conduziu aos
seguintes resultados respeitantes a temperatura média didria x (em grau Celsius) e ao consumo didrio
de eletricidade Y (em kWh):

20 20 20 20 20
Y x;=633.4, ) x2=20383.92, Y y;=7857.6, Y y7=3126303.02, Y x;y;=252003.88,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

.....

(a) Considere o modelo de regressdo linear simples de Y em x e determine a estimativa de minimos (2.0)
quadrados do valor esperado do consumo diério de eletricidade num dia com temperatura média
igual a 29 graus Celsius.
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Estimativa de MQ de E(Y | x) = By + 1 x com x =29
Uma vez que

n=20
Y x;=633.4
x=1y" xi=534-3167

27 | X2 =20383.92
X% —n (%)% =20383.92 - 20 x 31.67% = 324.1420

i= 1 i
Y, yi=78576
—_lzl’llyl_78576 392.88
Y, y?=3126303.02
Y, yi—n(?*=3126303.02 - 20 x 392.88 = 39209.1320

Y x;y; =252003.88
Y x;yi —n¥y=252003.88 - 20 x 31.67 x 392.88 = 3153.6880,

as estimativas de MQ de 1, Bo e Bo + B1 x sdo, para este modelo de RLS, iguais a:

b = Z:llxiJ/i_n-’_CJ_’
o o 2 _n(x)?
_ 3153.6880
T 324.1420
=~ 9729341

fo = 7-Pixx
~ 392.88—-9.729341 x 31.67
~ 84.751771

Bo+pfix = 84.751771+9.729341 x 29
~  366.902660.

(b) Apo6s ter enunciado as hip6teses de trabalho que entender convenientes, teste se hd evidéncia de
uma relacdo de natureza linear entre as varidveis x e Y, ao nivel de significancia de 5%.

Hipéteses de trabalho

€; 4 Normal(0,02), i = 1,.
Hipéteses
Hp:p1=p1,0=0
Hy:p1#0

Nivel de significancia

g = 5%

Estatistica de teste

T= B1— B0

Regido de rejeicao de Hy (para valores da estatistica de teste)
Estamos a lidar com um teste bilateral (H; : §; # 0), pelo que aregido de rejeicao de Hy é uma
reunido de intervalos do tipo W = (oo, —¢) U (¢, +00), onde c : P(Rejeitar Hy | Hp) = ay, i.€.,
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c = (1-ag/2)

t(n 2)

= (1-0.05/2)

t(zo 2)

= (0.975)

t(18

=" 2.101.

¢ Decisao
Tendo em conta os valores obtidos em (a), bem como o de

L[ 278 (£ -7

i=1

(ATZ

I

03 (39209.1320 — 9.7293417 x 324.1420)
~ 473.656975,
o valor observado da estatistica de teste é igual a
B1-Bro
52

2
zlxz

r =

-nix?

9.729341 -0

/ 473.656975
324.1420
8.048577.

Como t=8.048577 € W = (—o0,—2.101) U (2.101, +00) devemos rejeitar Hp ao n.s. de 5% [bem
como a qualquer n.s. superior que 5%. De facto podemos concluir que devemos rejeitar a
hipotese de a varidvel aleatéria Y nao ser influenciada linearmente pela varidvel explicativa
x.]

(c) Obtenha e interprete o valor do coeficiente de determinacao do modelo ajustado. (1.0)

¢ Calculo do coeficiente de determinacdo

2 (Z;’lxiyi—nfcj/)z

- (Zn | X —nE) < (LI, yi - ni?)
3153.6880°

324.1420 x 39209.1320

0.782555.

r

I

* Interpretacao coeficiente de determinacao
Cercade 78.26% da variacdo total da varidvel resposta Y é explicada pela varidvel x, através do
modelo de regressao linear simples ajustado, donde possamos afirmar que a recta estimada
parece ajustar-se bem ao conjunto de dados.
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