
������

�������������

� = ����

�� = �����

��� = �����

���� = ��������������������[�� ��]�

�������������� = � - ���[����� ���] (* because LCL is equal to zero! *)
������������ = �  ��������������

����������

������

�� = ����

���� = ��������������������[�� ��]�

��������������� = � - ���[����� ���] (* because LCL is equal to zero! *)

��������

���� = ���������������������[���������������] �

(* geometric distribution for the number of trials before the first success,
where the probability of success in a trial is � *)
���[����� � - �]

��������

��������������

� = ���

�� = �����

��� = ����� � × �� - � × � × �� × (� - ��) 

�� = � × ��

��� = � × �� + � × � × �� × (� - ��)

�� = �����

���� = ��������������������[�� ��]�

��������������� = � - ���[����� ���] (* because LCL is equal to zero! *)
���� = ���������������������[���������������] �

(* geometric distribution for the number of trials before the first success,
where the probability of success in a trial is � *)
���[����� � - �]

���[����� � - �]

�

��

�������

��������

��������

���������



��������������

� = ����

�� = ������

��� = ����� � × �� - � × � × �� × (� - ��) 

�� = � × ��

��� = � × �� + � × � × �� × (� - ��) �

��� = �� (* ��� ��� ����� ���

����������� ������������ �� ��� ������� ����� *)

���� = ��������������������[�� ��]�

�������������� = � - ���[����� ���] (* because LCL is equal to zero! *)
������������ = �  ��������������

�

���

��

����������

�������

�� = ����

���� = ��������������������[�� ��]�

��������������� = � - ���[����� ���] (* because LCL is equal to zero! *)
��������������� = �  ���������������

���������

�������

�� = �����

���� = ��������������������[�� ��]�

��������������� = � - ���[����� ���] (* because LCL is equal to zero! *)
��������������� = �  ���������������

������� × ��-�

�������
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ξ[δ_] = � - ���[��������������������[�� �� + δ]� ���]�

�������
�

ξ[δ]
� {δ� -�� + ����� � - �� - ����}

�������
�

ξ[δ]
� {δ� �� �� - ��}

�������
�

ξ[δ]
� {δ� �� - ��� �� - ��}
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��������������

���� = {�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �}�

λ� = �[����[����]� �]�

��� = ����� λ� - � λ� 

�� = λ�

��� = λ� + � λ�

����� = �����[���� {�� �� ������[����]}]�

����� = �����[��� {�� �� ������[����]}]�

����� = �����[���� {�� �� ������[����]}]�

��������[

{������ ������ ����� �����}�

���������� -> {�� �}�

��������� → {���� ��}�

��������� → {���������[���� �����]�

���������[������ �����]� ���������[����� �����]� ���������[���]}�

��������� → {{�� ������[����] + �}� {-�� ���[���[����]� ���] + �}}�

����������� → ������[{������ ����� ����� �����}� �����]�

������ → {����� ����� ����� ����}]

�

������

������

0 5 10 15
N

2
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8

UCL

CL
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��������������������� = ������[����] × ����[

�����[��[����[[�]] < ��� || ����[[�]] > ���� �� �]� {�� �� ������[����]}]]�

��[��������������������� > �� �����[������ �� (���) ��

���������������������� � ��� �� ������� �����������(�)�

���� �� ���� �� ������ ��� ���� ��� ������� ��������]�

�����[������ ��� �� ��� �� ������� ��������������]]

������� = {}�

�����[��[����[[�]] ≥ ��� �� ����[[�]] ≤ ����

������� = ������[�������� ����[[�]]]]� {�� �� ������[����]}]�

�������

λ� = �[����[�������]� �]�

��� = ����� λ� - � λ� 

�� = λ�

��� = λ� + � λ�

����� = �����[���� {�� �� ������[�������]}]�

����� = �����[��� {�� �� ������[�������]}]�

����� = �����[���� {�� �� ������[�������]}]�

��������[

{������ ������ �������� �����}�

���������� -> {�� �}�

��������� → {���� ��}�

��������� → {���������[���� �����]�

���������[������ �����]� ���������[����� �����]� ���������[���]}�

��������� → {{�� ������[�������] + �}� {-�� ���[���[����]� ���] + �}}�

����������� → ������[{������ ����� ����� �����}� �����]�

������ → {����� ����� ����� ����}]

����� �� (���) �

��� �� ������� �����������(�)� ���� �� ���� �� ������ ��� ���� ��� ������� �������

{�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �}

�

������

������
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λ� = ���

���� = �������������������[λ�]�

��������������� = � - ���[����� ���] - ���[����� �������[���] - �����]�

��������������� = �  ���������������

���������������� =
� - ���������������

���������������

�������

�������

�������
���[� - ���]

���[� - ���������������]
 (* median of ARL *)

� - ��������������������[���������������]

(* probability of more than outofcontrolARL observations until a valid signal*)

�

��������
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�������������
���� = {�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �}�

λ� = �[����[����]� �]�

��� = ����� λ� - � λ� 

�� = λ�

��� = λ� + � λ�

����� = �����[���� {�� �� ������[����]}]�

����� = �����[��� {�� �� ������[����]}]�

����� = �����[���� {�� �� ������[����]}]�

��������[

{������ ������ ����� �����}�

���������� -> {�� �}�

��������� → {���� ��}�

��������� → {���������[���� �����]�

���������[������ �����]� ���������[����� �����]� ���������[���]}�

��������� → {{�� ������[����] + �}� {-�� ���[���[����]� ���] + �}}�

����������� → ������[{������ ����� ����� �����}� �����]�

������ → {����� ����� ����� ����}]

�

������

������
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��������������������� = ������[����] × ����[

�����[��[����[[�]] < ��� || ����[[�]] > ���� �� �]� {�� �� ������[����]}]]�

��[��������������������� > �� �����[������ �� (���) ��

���������������������� � ��� �� ������� �����������(�)�

���� �� ���� �� ������ ��� ���� ��� ������� ��������]�

�����[������ ��� �� ��� �� ������� ��������������]]

������� = {}�

�����[��[����[[�]] ≥ ��� �� ����[[�]] ≤ ����

������� = ������[�������� ����[[�]]]]� {�� �� ������[����]}]�

��������

λ� = �[����[�������]� �]�

��� = ����� λ� - � λ� 

�� = λ�

��� = λ� + � λ�

����� = �����[���� {�� �� ������[�������]}]�

����� = �����[��� {�� �� ������[�������]}]�

����� = �����[���� {�� �� ������[�������]}]�

��������[

{������ ������ �������� �����}�

���������� -> {�� �}�

��������� → {���� ��}�

��������� → {���������[���� �����]�

���������[������ �����]� ���������[����� �����]� ���������[���]}�

��������� → {{�� ������[�������] + �}� {-�� ���[���[����]� ���] + �}}�

����������� → ������[{������ ����� ����� �����}� �����]�

������ → {����� ����� ����� ����}]

����� ��� �� ��� �� ������� �������������

�

������

������
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�������������
���� = ������������������[�� �]�

ξ[δ_] = � - ���[����� � - δ] - ���[����� -� - δ]�

���[δ_] =
�

ξ[δ]
�

����[���[δ]� {δ� -�� �}]

-3 -2 -1 1 2 3

100

200

300

�������������
� = ��

μ� = ����

σ = ���

��� = ����

��� = ���� (* these are the 3-sigma control limits *)
���� = ������������������[�� �]�

μ� = ����

��������������� = � - ��������
��� - μ�

σ

�

 - ��������
��� - μ�

σ

�



μ� = ����

��������������� = � - ��������
��� - μ�

σ

�

 - ��������
��� - μ�

σ

�



��������

��������
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�������������
���� = ������������������[�� �]�

γ = ������������� � -
�

���
�

ξ[δ_] = � - ���[����� γ - δ]�

����[δ_] =
�

ξ[δ]
�

�� = ����[���[����[δ]]� {δ� -�� �}]�

β = ������������� � -

�
���

�
�

ζ[δ_] = � - ���[����� β - δ] - ���[����� -β - δ]�

����[δ_] =
�

ζ[δ]
�

�� = ����[���[����[δ]]� {δ� -�� �}]�

����[��� ��]

-1 1 2 3

2

4

6

8

10
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�������������
� = ��

σ = �� �

���� = {����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����}�

μ� = �[����[����]� �]�

��� = μ� - � ×
σ

�

�� = μ�

��� = μ� + � ×
σ

�

����� = �����[���� {�� �� ������[����]}]�

����� = �����[��� {�� �� ������[����]}]�

����� = �����[���� {�� �� ������[����]}]�

��������

{������ ������ ����� �����}�

���������� -> {�� �}�

��������� → {���� ��}�

��������� → {���������[���� �����]�

���������[������ �����]� ���������[����� �����]� ���������[���]}�

��������� → {{�� ������[����] + �}�

{���[���[����]� ���] - �� ���[���[����]� ���] + �}}�

����������� → ������������ ����� ����� ������ ������

������ → {����� ����� ����� ����}

�������

�������

�������

25

30

35

40

UCL

CL

xN

LCL

��������������������� = ������[����] × ����[

�����[��[����[[�]] < ��� || ����[[�]] > ���� �� �]� {�� �� ������[����]}]]�

��[��������������������� > �� �����[������ �� (���) ��

���������������������� � ��� �� ������� �����������(�)�

���� �� ���� �� ������ ��� ���� ��� ������� ��������]�

�����[������ ��� �� ��� �� ������� ��������������]]

����� ��� �� ��� �� ������� �������������
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���� = ������������������[�� �]�

ξ[δ_] = � - ���[����� � - δ] - ���[����� -� - δ]�

ξ[��]

���������

μ� = ���

����� =
μ� - μ�

σ

�

�

��������������� = ξ[�����]

���� = ���������������������[���������������] �

(* geometric distribution for the number of trials before the first success,
where the probability of success in a trial is � *)
���[����� � - �]

��������

����������

���� = ������������������[�� �]�

����������������� = � - ��������
(�� + �) - μ�

σ

�

 - ��������
(�� - �) - μ�

σ

�



��������

�������������
� = ��

σ� = � �

������������ = ����

�������������� =
�

������������
�

���� = ���������������������[� - �]�

γ = �������������
��������������

��
�

β = ������������� � -
��������������

��
�

��� =
σ�

�

� - �
× γ

�� = σ�
�

��� =
σ�

�

� - �
× β

ξ[θ_] = � - ��������
β

θ�
 - ��������

γ

θ�
 �

� / ξ[�]

��������

�

�������

����
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σ� = � �

������������ =
σ�

σ�

�

��������������� = ξ[�����]

���� = ���������������������[���������������] �

(* geometric distribution for the number of trials before the first success,
where the probability of success in a trial is � *)
���[����� � - �]

��������

��������

������������
σ� = ��

�������������� = ������

θ = {���� ����� ���� ���� ����� �� ���� ���}�

� = {�� �� �� ��� ��� ���}�

���� = �� � ≤ ������[θ]� �++�

���� = �� � ≤ ������[�]� �++�

ξ[�� �] = � - ������������������������[�[[�]] - �]�
�

θ[[�]]�

�����������������������������[�[[�]] - �]� � -
��������������

��
 -

������������������������[�[[�]] - �]�
�

θ[[�]]�

�����������������������������[�[[�]] - �]�
��������������

��
 

����������[�����[ξ[�� �]� {�� �� ������[θ]}� {�� �� ������[�]}]]

���������� ��������� ��������� �������� �������� ��
���������� ���������� ���������� ���������� ��������� �������
���������� ���������� ���������� ��������� �������� ��������
���������� ���������� ���������� ���������� ���������� ���������
��������� ���������� ���������� ��������� ���������� ����������
����� ����� ����� ����� ����� �����

���������� ���������� ���������� ���������� ���������� ���������
��������� ��������� ��������� ��������� ��������� ��������
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�����[θ]�

� = ��

σ� = ��

�������������� = ������

���� = ���������������������[� - �]�

γ = �������������
��������������

��
�

β = ������������� � -
��������������

��
�

ξ[θ_] = � - ��������
β

θ�
 - ��������

γ

θ�
 �

���[θ_] =
�

ξ[θ]
�

����[���[θ]� {θ� ����� �}� ���������� → {�� �}]

���[�]

0.0 0.5 1.5 2.0

100

200

300

400

500

600

����
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�������������
σ� = ��

�������������� = ������

θ = {���� ����� ���� ���� ����� �� ���� ���}�

� = {�� �� �� ��� ��� ���}�

���� = �� � ≤ ������[θ]� �++�

���� = �� � ≤ ������[�]� �++�

� = ��������� - ���[���������������������[�[[�]] - �]� �] -

���[���������������������[�[[�]] - �]� �] ==

��������������� � × ���[���������������������[�[[�]] - �]� �] -

� × ���[���������������������[�[[�]] - �]� �] ⩵ ��

�� �����������������������������[�[[�]] - �]�
��������������

��
�

�� �����������������������������[�[[�]] - �]� � -
��������������

��
�

�� = {�� �} /� ��������[�������[�]]�

(* ��� �������� ��������� *)

γ[�] = ��[[�]]�

β[�] = ��[[�]]�

���[�] =
σ�

� × γ[�]

�[[�]] - �
� (* ��� ����� ������� ������ *)

���[�] =
σ�

� × β[�]

�[[�]] - �
� (* ��� ����� ������� ������ *)

ξ[�� �] = � - ������������������������[�[[�]] - �]�
β[�]

θ[[�]]�
 -

������������������������[�[[�]] - �]�
γ[�]

θ[[�]]�
 

����������[�����[���[�]� {�� �� ������[�]}]] (* ��� ����� ������� ������ *)

����������[�����[���[�]� {�� �� ������[�]}]] (* ��� ����� ������� ������ *)

����������[�����[ξ[�� �]� {�� �� ������[θ]}� {�� �� ������[�]}]]

(* ��� ����� ������ *)

���������
���������
���������
��������
��������
��������

�������
�������
�������
�������
�������
�������

��������� ��������� ��������� �������� �������� ��
��������� ���������� ���������� ��������� ��������� ��������
���������� ���������� ���������� ���������� ��������� ��������
���������� ���������� ���������� ���������� ���������� ���������
���������� ���������� ���������� ���������� ���������� ���������

����� ����� ����� ����� ����� �����
���������� ���������� ���������� ���������� ���������� ���������
���������� ���������� ���������� ��������� ��������� ��������
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���������������
�

ξ[�� �]
� {�� �� ������[θ]}� {�� �� ������[�]}

(* ��� ������� ��� ≤ ������������=��� *)

������ ������ ������� ������� ������� ��
������� ������� ������� ������� ������� �������
������� ������� ������� ������� ������� �������
������� ������� ������� ������� ������� ������
������� ������� ������� ������ ������� �������
���� ���� ���� ���� ���� ����

������� ������� ������� ������� ������� �������
������� ������� ������� ������� ������� �������
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����������

������[[�]]� �����  � - ������������������������[�[[�]] - �]�
β[�]

δ�
 -

������������������������[�[[�]] - �]�
γ[�]

δ�
 � {δ� ���� ���}�

���������� → {�� �}� ��������� → ��
�

��������������
� {�� �� ������[�]}

�

0.90 0.95 1.00 1.05 1.10

100

200

300

400

500

�

0.90 0.95 1.00 1.05 1.10

100

200

300

400

500

�

0.90 0.95 1.00 1.05 1.10

100

200

300

400

500

��

0.90 0.95 1.00 1.05 1.10

100

200

300

400

500

��

0.90 0.95 1.00 1.05 1.10

100

200

300

400

500

���

0.90 0.95 1.00 1.05 1.10

100

200

300

400

500
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�������������
(* �� ������ ���� �������� σ�

�� ��� ����������� �� ��� ������� ������ �� ��� �������� �-

����� (����� ����� ����) ��� �������� �-����� ����� �������� �����

�� ��� �������� �������� �
�(�)

σ

=
�


�

�-�


�

� ×
Γ

�

�


Γ
�-�

�

� ����� (����)� *)
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� = ��

��������������� = ���

���������������� = �����

����������������������������� = ���

������������ =
����������������

���������������
�

����������������������� = �

�����������������������������
���������������


�

�-�


�

� ×
�����

�

�


�����
�-�

�


� ��

(* ��������� �� ������� ������ ��� ��� �-����� *)

��� = ������������ - � ×
�����������������������

�

��� = ������������ + � ×
�����������������������

�

���� = ������������������[�� �]�

�������������� =

� - ��������
��� - ������������

�����������������������

�

 - ��������
��� - ������������

�����������������������

�



μ� = ���

σ� = ��

��������������� = � - ��������
��� - μ�

σ�

�

 - ��������
��� - μ�

σ�

�

 �

���� = ���������������������[���������������] �

(* geometric distribution for the number of trials before the first success,
where the probability of success in a trial is � *)
���[����� � - �]

(* ��������� �� ������� ������ ��� ��� �-����� *)

��� = ����������������������� ×
�

� - �

�

�
×

����� �
�


����� �-�
�



-

� × ����������������������� × � -
�

� - �

�

�
×

����� �
�


����� �-�
�



�

��� = ����������������������� ×
�

� - �

�

�
×

����� �
�


����� �-�
�



+

� × ����������������������� × � -
�

� - �

�

�
×

����� �
�


����� �-�
�



�

�������

�������

��������

���������������������������
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