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TECNICO LISBOA

Duracao: 90 minutos 2%teste A

Justifique convenientemente todas as respostas

Grupo I 10 valores

1. Admita que o custo de retrabalho (em 10° Euro) associado a certo tipo de projeto de construgéo civil é
representado pela varidvel aleatéria X com funcao de densidade de probabilidade dada por

Ax~ D x5
fxx) = ..
0, €aso contrario,

onde A é um parametro positivo desconhecido. Seja (X1, X», ..., X;;) uma amostra aleatéria de X.
(a) Mostre que o estimador de médxima verosimilhanca de A, com base na amostra aleatéria referida (2.5)
acima, é dado por m
¢ V.a.de interesse
X = custo de retrabalho associado ao projeto de construgao civil

e Ed.p.de X

Ax‘(’“”, x>1
fx(x) = L.
0, caso contrario
e Parametro desconhecido
A, A>0
e Amostra

x = (x1,...,Xx,) amostra de dimensdo n proveniente da populacao X

* Obtencio do estimador de MV de 6

Passo 1 — Funcao de verosimilhanca

L(Alx) = fx(x)
jinde n
Xiigder [T /7x )
i=1

Xi~X

—

~
Il
—

fx(x)

—(A+1)
Axi

Il

~
Il
—

- —-(A+1)
= An (l—[ xl') y A>0
i=1

Passo 2 — Funcao de log-verosimilhanca

n
InL(Alx) =nln() - (A+1) ) In(x;)
i=1
Passo 3 — Maximizacao
A estimativa de MV de A passa a ser representada por A e

dInL(A|x) _ . .

X —ar |yei= 0 (ponto de estacionaridade)
d*InL(Alx) At
—a i <0 (ponto de maximo)

X In(x) =0

n
—?<0

Péagina 1de8



A

A=

o ln(x, )

(X5 11n(xz ]?
- n

Passo 4 — Estimador de MV de A

EMVA)= —
S X! In(Xp)

<0 (proposicao verdadeira porque n>0e Z?:l In(x;) #0).

(b) Obtenha a estimativa de maxima verosimilhanca de % baseada na concretizacdo (xy, X2, X3, X4, X5) =

(1.01,1.34,1.19,2.67,1.58) para a qual Z‘?zlln(xi) ~1.92.

¢ Estimativa de MV de A
i _ n
:l: 1 In(x;)
5

1.92
2.6042

I

I

* Outro parametro desconhecido
hA) =+

e Estimativade MV de (1)
Invocando a propriedade de invariadncia dos estimadores de maxima verosimilhanca, tem-se
que a estimativa de MV de k(1) é dada por

R = h)

>

1
2.6042
~ 0.3840.

1

(c) Tendo em conta que a varidvel aleatéria In(X) possui distribuicdo exponencial com parametro A,

averiguie se 1 Z ,In(X;) € um estimador centrado de %

¢ Parametro desconhecido
1

A
J Estimador del 1
Z ln(Xl
¢ Valor esperado de 4 Z 1 In(X3)
Umavezque X; e X, i=1,...,n e In(X)~exponencial(1), segue-se:
In(X;) iid. exponencial(1), i =1,...,n;
1 n
— In(X; = E[In(X;
nlzzln( i) TZZ (In(X;)]
1 n
= ,:ZJ
B 1
= T

¢ Conclusao
Uma vez que

o T se diz um estimador centrado de % caso E(T) = %, VA>0,
podemos afirmar que 2 Z ,In(X;) € um estimador centrado de %
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2. Por forma a estudar o desempenho de dois modelos de baterias de carros eléctricos, considerou-se
a varidvel aleatéria X; (respetivamente X») que representa a distdncia percorrida (em km) com uma
bateria escolhida ao acaso do modelo 1 (respetivamente 2). Ao selecionarem-se casualmente 40 baterias
do modelo 1 e 35 baterias do modelo 2, obtiveram-se os seguintes resultados: X; = 242.5, sf = 56.34,
Xp = 238.6, 55 = 35.85.

(a) Determine um intervalo aproximado de confianca a 95% para a diferenca dos valores esperados
das distancias percorridas com as baterias dos modelos 1 e 2.

V.a. de interesse

X; = distancia percorrida com uma bateria do modelo i, i =1,2

Situacao

X; v.a. com dist. arbitraria [possivelmente normal], valor esperado yu; e varidncia 0?, i=1,2
Xy 1 X5

(¢ — 2) DESCONHECIDO

a% e 0% desconhecidas [ndo necessariamente iguais]

n; =40 > 30 e ny = 35 > 30 [i.e., ambas as amostras sao suficientemente grandes].

Obtencao do IC para 1) — pp

Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para y; —

7= (X1 = Xo) — (b — ) £ normal(0, 1)

2 2
S5
ny np

[dado que se pretende determinar um IC para a diferenca de valores esperados de duas
populagdes com distribui¢6es arbitrarias independentes e com varidncias desconhecidas,
dispondo de duas amostras suficientemente grandes.]

Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade
Ao ter-se em consideracdo que (1 — a) x 100% = 95%, far-se-4 uso dos quantis

tabelalcalc.

-1.96

tabelalcalc.

{ ag =9 (a/2)=®71(0.025) = -®~1(1-0.025)
be =0 (1 -a/2) =®71(0.975) = 1.96.

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plag<Z<by)=1-a

Pla, < (X7 —Xo)— (1 — o) <by|=1-a
sz s2
1,72
ny

ny
% $t .S - $t .8
(X1 =Xp) =ba x\[ -+ 2 s —p2 < (X1 = Xp) —aq x\[ 50+ 32

Passo 4 — Concretizacao
Tendo em conta que

P ~]l-a

2 2|

L 1 ST .8
ICa-amx100% (1 —p2) = (X1 —X2) 2@ (1-a/2) x|/ —+—]|,

ny np

e aos valores dos quantis acima e de n;, X;, sf.‘ (i=1,2), temos

56.34 35.85
+

(242.5—-238.6) £ 1.96 x
40 35

ICys59% (U1 — p2)

1§

[3.9+1.96 x 1.559739]
[0.842912, 6.957088].

I
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(b) Teste a hipdtese de igualdade dos valores esperados das distancias percorridas com as baterias dos (2.5)
modelos 1 e 2. Decida com base no valor-p.

* V.a. de interesse e situacao
Ver alinea (a).

* Hipéteses
Ho:phn—po=po=0
Hy g — 2 # o

o Estatistica de teste

X1 —Xo) -
T = M E‘HO normal(0, 1)
si.8
ny ny

[uma vez que se pretende efectuar um teste de igualdade dos valores esperados de duas
populacdes com distribui¢bes arbitrarias independentes e com varidncias desconhecidas,
dispondo de duas amostras suficientemente grandes.]

* Regido de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)
Estamos a lidar com um teste bilateral (H; : y; — 2 # o), logo aregido de rejeicdo de Hy (para
valores da estatistica de teste) é do tipo W = (—o0, —c) U (¢, +00).

* Decisdo (com base no valor-p)
O valor observado da estatistica de teste é igual a
(X1 — X2) — Ho

2
5

2
5

n n,
_ (242.5-238.6) -0
=~ 2.50.
Dado que a regiao de rejeicao deste teste é a reunido de dois intervalos simétricos, temos:
valor —p = 2x P(T > |t|| Hp)
= 2x[1-0(|])]
= 2x[1-®(2.50)]
calc/éabela 2% (1—0.9938)
= 0.0124.

Logo é suposto:
- nao rejeitar Hy a qualquer n.s. &g < 1.24%, pelo que Hy nao é contrariada pelos dados ao
n.u.s. de 1%;
— rejeitar Hp a qualquer n.s. ag > 1.24%, nomeadamente aos n.u.s. de 5% e 10%.

[E curioso notar que o = 0 ¢ ICy59% (11 — K2), donde (invocando a analogia entre testes de
hipoéteses bilaterais e IC) devemos rejeitar Hy : 1 — 2 = o = 0 ao n.s. de 5%. Ora esta decisao
coaduna-se com a decisdao tomada com base no valor-p do teste.]

Grupo II 10 valores

1. Um perito de uma companhia de seguros defende a hipétese Hy de que o ntimero semestral de pedidos
de reembolso de despesas de satide por segurado possui uma distribuicdo de Poisson com valor esperado
igual a 2. Uma amostra casual de 200 segurados num dado semestre conduziu ao seguinte quadro de
frequéncias:

N2 de pedidos 0 1 2 3 4oumais
Frequéncia absoluta observada 22 53 58 39 28
Frequéncia absoluta esperada sob Hy | 27.06 54.14 54.14 E, Es
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(a) Calcule os valores das frequéncias absolutas esperadas E4 e E5 (aproximando-os as centésimas). (1.0)

¢ V.a.de interesse
X = numero semestral de pedidos de reembolso de despesas de satide por segurado

¢ Distribuicao e f.p. conjecturadas
X ~ Poisson(2)
—29X
PX=x)=%%,x=0,1,2,...

x!

* Frequéncias absolutas esperadas omissas

Atendendo a dimensdo da amostra n = 200 e a f.p. conjecturada, segue-se:
E, = P(X=3)

e 223

= 200 x

~ 36.09;
Es = nxPyX=4)

4
= n- Z Ei
i=1
~ 200—(27.06 +54.14 +54.14 + 36.09)
= 28.57.

3!

(b) Teste Hy, ao nivel de significancia de 1%. (3.0)

e Hipdéteses
Hj : X ~ Poisson(2)
H; : X # Poisson(2)

* Nivel de significincia
ap=1%

¢ Estatistica de Teste
k (0;— E))?

T=S W & 2 ,
i Ho X(k-p-1)

14
onde:

k = No. de classes =5
O; = Frequéncia absoluta observavel da classe i
E; = Frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i

B = No. de parametros a estimar = 0 [dado que em Hj se conjectura uma distribuicao em
particular.]

* Frequéncias absolutas esperadas sob H
De acordo com a tabela facultada e a alinea (a), os valores das frequéncias absolutas
esperadas sob Hy aproximados as décimas sdo: E; = 27.06; E> =~ 54.14; E3 = 54.14; E4 = 36.08;
Es ~ 28.58.
[Ndo é necessdrio fazer qualquer agrupamento de classes uma vez que em pelo menos
80% das classes se verifica E; = 5 e que E; = 1 para todo o i. Caso fosse preciso efectuar

agrupamento de classes, os valoresde k e ¢ = F; (1 — ap) teriam que ser recalculados...]
(k—p-1)

* Regido de rejeicao de Hj (para valores de T)
Tratando-se de um teste de ajustamento, a regido de rejeicdao de Hy escrita para valores de T
€ o intervalo a direita W = (¢, +o00), onde

F. (1-ao)
(k—-B-1)
= F3,'  (1-0.01)
(5-0-1)
= F1(0.99
124)( )

(

c

tabelalcalc.

13.28.
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* Decisao
No célculo do valor observado da estatistica de teste convém recorrer a seguinte tabela

auxiliar:
Classei Freq.abs.obs. Freq. abs. esp. sob Hy Parcelas valor obs. estat. este
i 0; Ei (01 El 1)
1 0} 22 27.06 22221061 ~ .94
2 {1} 53 54.14 0.024
3 {2} 58 54.14 0.275
4 {3} 39 36.09 0.235
5 {4,5,...} 28 28.57 0.011
Yk oi=n Yk Ei=n t=Yk (ol i)
=200 =200 = 1.491

Uma vez que t = 1.491 ¢ W = (13.28, +00), ndo devemos rejeitar Hy ao n.s. de ap = 1% [nem a
qualquer outro n.s. inferior a ay].

2. Suponha que o rendimento semanal de agregados familiares de uma dada populacdo é descrito pela
varidvel x e que a despesa semanal em bens e servi¢cos culturais dos mesmos agregados é representada
pela varidvel aleat6ria Y, com valores em Euro. Um estudo envolvendo 10 agregados familiares conduziu
aos seguintes valores:

Y2 xi=2910, XI° x#=985100, Y10 y;=379, X% y?=15673, X% x;y;=116700,
onde [min;_;, 10 X;, max;_y, 10 x;] = [125, 308].
(a) Apos ter enunciado as hip6teses de trabalho que entender convenientes, calcule as estimativas de (2.5)

maxima verosimilhanca dos parametros da reta de regressdo linear simples de Y em x, bem como
a estimativa de maxima verosimilhanca de E(Y | x = 291).

» Hipéteses de trabalho
€; iid. Normal(0,02),i=1,...,n

» Estimativas de MV de 5 e §;
Atendendo a que

n=10
Y7 xi=2910
x=1lyn x=250=291

zf L X2=985100
X% —n(%)?=985100-10 x 2912 = 138290

zlz

Zln lyi=379
j=1iynr y;=32=379
X!, y:=15673

Y yi—-n(7)?=15673-10x 37.9*=1308.9

Z:'lzl x;y;i =116700
Z?:l Xiyi—nxy=116700—-10 x 291 x 37.9 = 6411,

as estimativas de MV de 3; e By sdo, para este modelo de RLS, iguais a:

b = Z?lxiJ/i—n?_CJ_’
£ 1x 2 _ n(x)?
641l
138290
~ 0.046359
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Bo = F-Pixx
37.9—-0.046359 x 291

I

=~ 24.409531.
e Estimativa de MV para E(Y | x = xg) = Bo + P1 X0, com X =291
E(Y|x=x0) = Po+Pixo
~ 24.409531 +0.046359 x 291
~ 37.9
= 7yl

[Nao cometemos qualquer erro de extrapolacdo ao estimar pontualmente E(Y | x = xp) =
Bo + /31 X Xo uma vez que Xo € [mln, 1,..,n Xi, MaX;=1, ,nXil. Note-se que, neste caso xp = X,
logo E(Y | x = xo) = Bo+ P11 %= (- B x %) +pix= 7, como se pode constatar acima.]

(b) Deduza um intervalo de confianca a 95% para E(Y | x = 291). (2.5)

¢ Obtencdo do IC para E(Y | x = xo) = o + B1X0, com xg = 291
Passo 1 — V.a. fulcral para E(Y | x = xg) = o + B1X0

(Bo + P1x0) — (Bo + B1X0)

~ ln-2)
\/02 1+ (x0— x)2

T 1x —nx?

7 =

Passo 2 — Quantis de probabilidade
Jaque (1 —a) x 100% = 95%, temos a = 0.05 e lidaremos com 0s quantis

t{ L (@/2)=-F;}  (1-0.05/2) = ~F;}(0.975) "' _3 306
ba =F; , (1-0.05/2) = F;(0.975) mbe’“’”‘””zsﬁos

10-2)

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Pla. < (Bo+B1.20)— (Bo+B1x0)
a_
\/&ZX :,*'zn(xoxxixz]

N A _ 2 1 (XO )_C)Z =

P | (Bo + Prx0) \/0 nt 5 2nw) =PotPixo

i=1"i
A 1 Xo—X)2
= (,30+ﬁ1x0)—aax\/02x [ﬁ+—( 02)

Sba =l-a

2
i 1xl nx

|-1-a

* Passo 4 — Concretizacao
Uma vez que a estimativa de o2 é igual a

i=1 i=1

0/«_2

03 (1308.9 - 0.046359% x 138290)
~ 126.461637
e a expressao geral do IC pretendido é

ICq-ayx100% (Bo + B1X0)
(Bo+ Brxo) £ F;] 2)(1—a/2)x\/ x

1 (xp—%)?
nt Z:?:lx?—nfcz] ] ’
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temos

ICo59% (o + P1 x 74)

(24.409531 + 0.046359 x 291) +2.306 x ¢ 126.461637 x | & + ZL-291° ] ]

=[37.9£2.306 x 3.556144]
=[37.9 £8.200469]
=[29.699531, 46.100469].

(c) Calcule e interprete o valor do coeficiente de determinacao do modelo ajustado. (1.0)

 Calculo do coeficiente de determinacao

2 = (Zp, xiyi —nxj)°
(Ziey - n2?) < (ZL,y; ~n7?)
N 6411
138290 x 1308.9
= 0.227067.

¢ Interpretacao coeficiente de determinacao
Cercade 22.71% da variagao total da varidvel resposta Y é explicada pela variével x, através do
modelo de regressao linear simples ajustado. Donde possamos afirmar que a recta estimada
ndo parece ajustar-se bem ao conjunto de dados.
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