DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Il Probabilidades e Estatistica

TS LEAN, LEGM, LEIC-A, LEMat, LMAC, MEAer, MEAmbi,

rremee MEBiol, MEBiom, MEC, MEEC, MEFT, MEMec MEQ

12 semestre — 2011/2012 2° TESTE (Epoca Recurso)
2/02/2012 - 11:30 Duragao: 1 hora e 30 minutos
’ Grupo 1 2.0 + 4.0 4+ 4.0 = 10.0 valores ‘

Exercicio 1

¢ Estimador de 6 e suas propriedades
T étal que E(T)=60¢ V(T) > 0.

e Estimador de 62
T2

e Estimador centrado de 62 ?

T? é um estimador centrado de 62 sse E(T?) = 6%,V6. Ora, como V(T) > 0 tem-se

E(T* = V(T)+ E*T)
> 0+6°
= 4

)

para qualquer 6. Assim, conclui-se que E(T?) # 62, logo T? ndo é um estimador centrado de 62.

Exercicio 2

e V.a. de interesse

X = numero de defeitos em cada produto

Distribuicao

X ~ Poisson(A)

Parametro DESCONHECIDO

AA>0
e Fp
form =Xz
P(X =x) =" & =01,
e Amostra
z = (x1,...,x,) amostra de dimensdo n proveniente da populacdo X

Obtencao da estimativa de MV de A\

Passo 1 — Funcao de verosimilhanca

LAz) M2 TP =)

=1

Xi~X ﬁ e_k)\xi
. x;!
=1
e*n)\ /\Z?:1 Ti
= — A>0

Hi:l I,'
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Passo 2 — Funcgao de log-verosimilhanca
InL(A|z) = —nA+1In(A) Y0,z — > In(ay!)

Passo 3 — Maximizacao

A estimativa de MV de A é aqui representada por e

5 %,(\Am Nt 0 (ponto de estacionaridade)
2
%&AI@ i <0 (ponto de maximo)
_ i
n+ =5 = 0
dor T
—=5% <0

{ 5‘:%2?:11’1‘

Proposicao verdadeira desde que Y i, z; >0

Passo 4 — Estimativa de MV de A\

;\ = :L;l‘z

e Outro parametro DESCONHECIDO

h(A) = P(X>1)
= 1-P(X=0)
= 1—e?

e Estimativa de MV de h()\)

Invocando a propriedade de invariancia dos estimadores de maxima verosimilhanga, pode concluir-se
que a estimativa de MV de h()\) = 1 — e~ é igual a

A\ = h(})
= 1—6_5\

= 1—e 17

~ (.110990.

Exercicio 3

e V.a. de interesse
X = aumento de peso em porcos alimentados com a ragdo A durante 20 semanas

Y = aumento de peso em porcos alimentados com a ragao B durante 20 semanas

e Situacao
X ~ Normal(ux,o0%) 1L Y ~ Normal(uy, o)
(ux — py ) DESCONHECIDO
0% e 0% desconhecidos, no entanto, assume-se que siao IGUAIS: 0% = 0% = 0o

ny <30 ouny <30

2
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e Hipodteses
Ho:px —py =po=0
Hy:px — py > po
e Nivel de significancia
g = 10%
e Estatistica de teste
(X —Y) —po

= (nx—1)82 +(ny —1)82 ~Ho Hnxtny~2)
nx— ny — 1 1
\/ E - (E + E)

nx+ny—2

dado que se pretende efectuar um teste sobre a diferenga de valores esperados de duas populagoes
normais independentes, com varidncias desconhecidas mas que se assume serem iguais.

e Regiao de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)

Estamos a lidar com um teste unilateral superior (Hy : px — py > po), logo a regidgo de
rejeicdo de Hy (para valores da estatistica de teste) é um intervalo do tipo W = (¢, +00), onde
¢ : P(Rejeitar Ho|Hp) = ap, i.e.,

_ —1
¢ - Ft(nx-%-ny—?) (1 - Ol())

= F!' (1-0.10)

te47-2)
=  F' (0.9

ta)

fabela 4 363,

e Decisao
Atendendo a que ZZ:1 x; = 490, E;l x? = 34432, Z?:l yi = 384 ¢ Z?Zl y2 = 24790, segue-se:

%

onxy =6

5% = i [(D0 2) = nx (2)°] = 74 (34432 - 7 T0?) = 22

3 = iy (T 2) = nv (0] = gty (24790 - 6 x 642) = 42.8.

O valor observado da estatistica de teste é igual a

¢ = (T — ) — o
(nx—1)s% +(ny —1)s2 1 1
\/ = nxinny X (E + E)
B (70 — 64) — 0
(T—1)x22+4(6—1)x42.8 (1 , 1
\/ “e—z (3 t3)

2

~ 1.923.

Como t = 1.923 € W = (1.363, +00), devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. o > 10%.
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| Grupo II 4.0 + 2.0 + 3.0 + 1.0 = 10.0 valores

Exercicio 1

(a)

e V.a. de interesse

X = classificacao de uma crianca quanto ao género e & PHDA

Hipdéteses
Sejam
pi = PX =i
0/2, 1=1
B (1-0)/2, i=2
N 0(2—-6)/2, i=3
(1-6)2/2, i=4
0.9/2, i=1
0 6=0.9 (1-0.9)/2, =2
p; = -
09x%x(2-0.9)/2, i=3
(1-10.9)%/2, i=4.

Entao confrontar-se-ao as seguintes hipéteses:
Hy:pi=pd,i=1,...,4
Hy : 3i:p; # p}

Estatistica de Teste
k
(0; — E;)? o
T=) 5 “# Xp-g-1
i=1 v

onde:
k = No. de classes = 4

O; = Frequéncia absoluta observavel da classe 7
E; = Frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i

B = No. de parametros a estimar = 0.

Regiao de rejeicao de Hy (para valores de T')

A regiao de rejeigdo de Hy escrita para valores de T é um intervalo a direita W = (¢, +00).

Frequéncias absolutas esperadas sob H

Atendendo a que, sob Hy, p; = pY, as frequéncias absolutas esperadas sob Hy sdo iguais a

E;, = nxp?
2000 x %2 =900, i=1
2000 x =02 = 100, i=2
) 2000 x 22XC=09 — 999 =3
2000 x U=09° — 19, =4,

[Importa notar que nido é necessdrio qualquer agrupamento de classes uma vez que em pelo
menos 80% das classes se verifica F; > 5.]

Decisao

No célculo do valor observado da estatistica de teste convém adiantar a seguinte tabela auxiliar:

1Dado que a distribuigdo conjecturada em Hy estd completamente especificada, i.e., Hg é uma hipétese simples.
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Classe 1@ Freq. abs. obs. Freq. abs. esper.sob Hy Parcelas valor obs. estat. teste

; ) o 0 (0i—E)*

7 0; E; =n X p; S
(884—900)2

1 {1} 884 900 (884-900)" ~ 0.284

2 {2} 86 100 1.96

3 {3} 1018 990 0.792

4 {4} 12 10 0.4

2.2
Sk oi=n=2000 SF, Ei=n=2000 @ t=3F, i) ~3436

e Decisao (cont.) e intervalo para o p-value
Dado que a regiao de rejeicao deste teste é um intervalo a direita, tem-se:
p—value = P(T >t| Hy)
= P(T > 3.436 | Hy)
~ 1- FX?47170> (3.436)
Recorrendo as tabelas de quantis da distribuicao do qui-quadrado podemos adiantar um intervalo
para o p-value. Com efeito,

F3(0.600) =2.946 < 3.436 < 3.665 = F ' (0.700)
X(3) X{(3)

0.600 < Fyz (3.436) < 0.700
0300 =1-0700 > 1—Fyp (3.436) < 1—0.600 = 0.400.

Deste modo, o intervalo aproximado para o p-value é (0.300,0.400), pelo que

— nao rejeitar Hy a qualquer n.s. ag < 30%, nomeadamente aos niveis usuais de significAncia
de 1%, 5% e 10%;

— devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. ag > 40%

e Decisdo (cont.) e obtencdo do p-value usando méaquina de calcular

Uma vez que a regiao de rejeicao deste teste é um intervalo a direita, tem-se:

p—value = P(T >t| Hyp)
= P(T > 3.436 | Hyp)
~ 1- Fx?3) (3.436)
~ 0.329158,
pelo que

— nao devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. oy < 32.9158%, nomeadamente aos niveis usuais
de significancia de 1%, 5% e 10%;

— rejeitar Hy a qualquer n.s. ag > 32.9158%.

Exercicio 2

(a) e [Modelo de RLS
Yi= o+ frzi + €
Y; = resultado da medicao da i — ésima concentragao conhecida
x; = valor da i — ésima concentracao conhecida

€; = erro aleatdrio associado a medigao da i — ésima concentragao conhecida
e Hipdéteses de trabalho

€; ~i.i.a. Normal(0,02), i = 1,...,n (hipétese de trabalho)

Bo, 81,02 DESCONHECIDOS]

e Estimativas de 5y e (31

Uma vez que

Pégina 5 de 7



on=>5
° Z?:lxi:m
z=10
@ = 540
S a2 —n(z)? =540 — 5 x 10% = 40

i=1%i
o Y0y yi =150
¥y =30
Sr yP =4676
S yi—n(y)? =4676 — 5 x 302 = 176
o Yo wiy; = 1582
Yo iy —nTy=1582—5x 10 x 30 = 82,
as estimativas de (31 e (y s&o, para este modelo, iguais a:

% S Ty — NIy

SRS Y
82
=
= 2.05
Bo = §g-Pixz
30 — 2.05 x 10
— 95

Recta de regressao
E(Y|x) =00+ xx=95+205%xz,2€ [min z;, max ;]

Passo 1 — Selecgao da v.a. fulcral para 3,
B — Bro
nooxZ—nz2

i=1"1q

Passo 2 — Obtencgao dos quantis de probabilidade

Ao ter em conta que, neste caso, n = 5 e (1 — a) x 100% = 95%, i.e., a = 0.05, usaremos os
quantis de probabilidade:
{ a0 =—F ' (1-a/2) = —F_}(0.975) "= —3.182

t(3)
bo = F' (1—a/2) = F1(0.975) "% 3.182

t(n—2) t(3)

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plan <Z<by)=1—-«

P - _ P
Z:L:lgf—na’czﬂl + Ft(:72>(1 — a/2) X ’/722;1;?—n22 =1- .

P [[31 ~F, (- a/2)x

Passo 4 — Concretizacgao
Atente-se que

o 1 =2.05

o Fi' (1—a/2)=23.182

t(n72)

o Y x?—n(z)? =40.
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Se a isto acrescentarmos que

o = ni2 l(Zy?—nf) — (B1)? <fo—n52>]

i=1
1
= (176 — (2.05) x 40)
~ 2.633

ICH_ayx100%(B1) =

2.633
2,054 3.182 x 1/ 227
“\ 10 ]

[2.05 + 0.7955]
= [1.2545, 2.8455].

Do i —nT

. o 52
h£F, _, l-a/2) X\ | ==
temos:

I095% (ﬁl)

1

1

(¢) e SignificAncia da regressao
Pretende testar-se Hy : 1 = (1,0 = 0 (regressdo ndo é significativa, i.e., a varidvel resposta Y
nao depende da varidvel explicativa x) contra Hy : 81 = 1,0 # 0 (regressdo ¢é significativa).

Invocando a relacao entre intervalos de confianga e testes de hipdteses e dado que
Bio=0¢ ICys50(61) = [1.2545, 2.8455],

a hipétese H deve ser rejeitada ao nivel de significancia a = 100% — 95% = 5%.2

2Mais, devemos rejeitar Ho a qualquer n.s. ag > 5%.
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