!ﬁ DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Probabilidades e Estatistica

INSTITUTO

Teenico LEGM, LEIC-A, MEC

12 semestre — 2011/2012 20 Teste (Epoca Normal)
7/01/2012 — 10:30 Duragao: 1 hora e 30 minutos
| Grupo I 1.5 + 1.5 + 3.5 + 3.5 = 10.0 valores |

Exercicio 1

(a) e V.a. de interesse
X

e A.a.
X =(X1,...,X,) a.a. de dimensado n proveniente da populacdo X

ii.d. )
X, VX, i=1,....n

e Parametros DESCONHECIDOS
E(X,) = E(X) =
V(X;)=V(X)= o?

e V.a. auxiliar
Z= 53X - X)?

e Resultados auxiliares
EZ)y=n-1
V(Z)=2(n-1)

¢ Estimador de o2

T=cY (Xi—X)?=co?Z
e Erro quadratico médio de T
Ao tirar-se partido desta férmula alternativa de T' e dos resultados auxiliares, tem-se:
EQM(T) = E|(T-0%)’]
= V(D) + [B@T) -
— V(c0®2) + [E(c0®2) — 0]
= Po'V(2)+ [c0’E(Z) — 07
= Fo*x2(n—1)+ [co®(n—1) - 0?]

= 2n—1c%* +[e(n—1) -1 ot

2

2

(b) e Minimizacao de EQM,:(T)
Atendendo ao facto de o ponto de minimo de EQM,2(T) = 2(n — 1)c2o* + [¢(n — 1) — 1]* o*
coincidir com o da funcio 2(n — 1)c2 4 [¢(n — 1) — 1]*, pretende identificar-se

. %ﬁzm o 0  (ponto de estacionaridade)
c
2
%ﬂé"zm e 0 (ponto de minimo)

{ dn—1Dc*+2(n—1)[c*(n—1)—1]=0
4n—1)+2(n—-1)2>0
{ 2+ [c*(n—1) - 1] =0 " +nc* =1 & ¢ = A5

Proposicao verdadeira para qualquer inteiro positivo n
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e Obs.

EQM,>(T) é efectivamente minimo quando ¢ = —

n+1°
estimacao da variancia de uma populacao normal com valor esperado e variancia desconhecidos,

nem a variancia corrigida da amostra aleatéria, S? = ﬁ > ?:1(XZ- — X)2, nem o estimador de
7’ . . . 2 1 n e 2 . . .
méxima verosimilhanca de o2, -3 ", (X; — X)?, minimizam o EQM.

Assim se conclui que, no contexto da

Exercicio 2

(a) e V.a. de interesse

X = eficiéncia térmica de motores Diesel

e Situacgao
X ~ Normal(, 0?)
/4 DESCONHECIDO

o2 desconhecido

e Hipdteses
Ho:p=po=35
Hy:p<po=35

e Estatistica de teste
X - Ho
T'=—5— ~H tin-)
T
pois pretendemos efectuar um teste sobre o valor esperado de uma populacao normal com
variancia desconhecida.

e Regiao de rejeicao de H (para valores da estatistica de teste)
Tratando-se de um teste unilateral inferior (H; : p < po), a regido de rejeicdo de Hp é um
intervalo a esquerda do tipo W = (—o0, ¢).

e Decisao

Uma vez que

n =25
=314
s=1.6
o valor observado da estatistica é igual a
= T —S Ho
vn
31.4—-35

- 1.6

V25

= —11.25

Decisao (cont.) e intervalo para o p-value
Dado que a regiao de rejeicao deste teste é um intervalo a esquerda, tem-se:
p—wvalue = P(T <t| Hp)
= P(T < -11.25 | Hy)
= F,, , (-11.25)
= 1-F,, (11.25)

Recorrendo as tabelas de quantis da distribuigao de t-student podemos adiantar um intervalo
para o p-value. Efectivamente,

Fi, (0.9995) = 3.745 < 11.25
0.9995 < Fy,, (11.25)
0.0005 =1—-0.9995 > 1—F,,, (11.25) = p — value.
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Deste modo, o intervalo para o p-value é (0,0.0005), pelo que devemos rejeitar Hy a qualquer
n.s. ag > 0.05%, nomeadamente aos niveis usuais de significancia de 1%, 5% e 10%.
e Decisao (cont.) e obtengao do p-value usando maquina de calcular
Uma vez que a regiao de rejeicao deste teste é um intervalo a esquerda, tem-se:
p—value = P(T <t| Hyp)
P(T < —11.25 | Hy)
Ft(2571)(—11.25)
= 2.34858 x 10~
pelo que

— nao devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. o < 2.34858 x 1079%;

— rejeitar Hy a qualquer n.s. oy > 2.34858 x 107°%, nomeadamente aos niveis usuais de
significancia de 1%, 5% e 10%.

e V.a. de interesse

X = eficiéncia térmica de motores Diesel
e Situacgao

X ~ Normal(y, 0?)

/4 DESCONHECIDO

o2 desconhecido

e Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para o2
(n—1)8? 2
Z="—5 "~ Xwn-1p

uma vez que é suposto determinar um IC para a variancia de uma populagdo normal, com valor
esperado desconhecido.

e Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

Ao ter-se em consideracao que n = 25 e (1 — «) x 100% = 99% far-se-4 uso dos quantis nao
simétricos:

o =F3" (a/2)=F3' (0.01) %" 9.886
X(n—1) X(24)
bo = F5' (1—a/2) = F5,' (0.99) "% 45 56.
X(n—1) X(24)
e Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plaa < Z<by)=1—a

P [aa < (n=1)§* < ba} =1—«

o2

e Passo 4 — Concretizagao
Atendendo ao par de quantis acima e ao facto de

n =25
s2 =1.62

_ (n—1)s2 (n—1)s*
IC(_ayx100%(0) = l\/p; - (lia/2)7 \/F;n (2/2)]’

X(n-1) (n—1)
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segue-se:

B_1)x1.62 [(24—1) x 1.62
[Cogn(o) = [\/( 45.)56 : \/( 9.8)86 1

¢

[V1.348551, v/6.214849]
[1.161271, 2.492960)].

| Grupo IT 4.0 4+ 3.0 + 3.0 = 10.0 valores

Exercicio 1

(a) e V.a. de interesse

X = tempo até conclusao do teste (em minutos)
e Hipodteses

Hy : X ~ Normal(y = 100,02 = 15.6%)

Hy : X o Normal(y = 100,02 = 15.6%)

e Nivel de significancia
Qg = 5%

o Estatistica de Teste
k
(0: — E)?
T=) % “# Xpp-1y
i=1 ¢

onde:
k = No. de classes = 4

O; = Frequéncia absoluta observavel da classe 7
FE; = Frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i

B = No.de parametros a estimar = 0.!
¢ Regiao de rejeicao de Hy (para valores de T))
A regido de rejeicao de Hy escrita para valores de T' é um intervalo a direita W = (¢, +00), onde

c=F3'  (l—a)=F3  (1-0.05) =F3' (0.95) "< 7.815.
X(k—p-1) X(a—0-1) X(3)

e Calculo das frequéncias absolutas esperadas sob H

Tendo em conta que P(X < x| Hy) = @ (xl_;go), as probabilidades de pertenca as 4 classes

sao, sob Hy, iguais a:

W = PIX <90 H)

90 — 100
= @ _—
( 15.6 )

®(—0.64)
= 1-—®(0.64)
1—0.7389
= 0.2611
pS = P[90< X <100 | Hy]

100 — 100 90 — 100
B q)( 15.6 )_q)( 15.6 )
®(0) — B(—0.64)

= 0.5-0.2611
= 0.2389

R

1

1Dado que a distribuigdo conjecturada em Hy estd completamente especificada, i.e., Hy é uma hipStese simples.
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py = P[100 < X <110 | Ho)

- 110 — 100 % 100 — 100
15.6 15.6

®(0.64) — ®(0)
= 0.7380 — 0.5
= 0.2389

p] = P[X >110| Ho)

110 — 100
= 1-@ | —
( 15.6 )

~ 1—®(0.64)
= 1-0.7389
= 0.2611.

1R

As frequéncias absolutas esperadas sob Hy sdo dadas por E; = n x p? = 100 x p{,i = 1,2,3,4,
2 logo iguais a: By = 26.11, By = 23.89, E3 = 23.89 ¢ £, = 26.11.3

e Decisao

No célculo do valor observado da estatistica de teste convém adiantar a seguinte tabela auxiliar:

Classe Freq. abs. obs. Freq. abs. esper.sob Hy  Parcelas valor obs. estat. teste
_E2
[ 0; E; =n X p? M
2
1 (—o0, 90] 29 26.11 (2926107 — 0.319881
2 (90, 100] 21 23.89 0.349607
3 (100, 110] 25 23.89 0.051574
4 (110, +00) 25 26.11 0.047189
. _E.)2
¥ o; =mn =100 P B =n=100 t=3F CiZE)" _ 768251

Como t = 0.768251 ¢ W = (7.815,400) ndo devemos rejeitar a hipétese de os dados serem
provenientes de uma populacio com distribuicio Normal(u = 100, 02 = 15.62), a qualquer nivel
de significancia menor ou igual que 5%.

Exercicio 2

(a) e [Modelo de RLS
Yi=po+ frzi + €
Y; = tempo até fractura da ¢ — ésima peca
x; = pressao aplicada a i — ésima peca
€; = erro aleatério associado a medigao do tempo até fractura da ¢ — ésima peca
e Hipdéteses de trabalho

€; ~i.i.a. Normal(0,02), i = 1,...,n (hipétese de trabalho)
Bo, 81,02 DESCONHECIDOS]

e Estimativas de 5y e (31
Dado que
n="7
S @ =569
T=13" @ =502 =81.285714

n

2Importa que nao serd necessario qualquer agrupamento de classes pois em pelo menos 80% das classes verifica-se F; > 5,
como veremos ja de seguida.

3Notar que ndo é necessério qualquer agrupamento de classes uma vez que F; > 1,Vi e E; > 5 em pelo menos 80% das
classes.
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Py x? = 46375
Z? 1 %2
Z?zl y; = 6310

g=13" y =80 =
T n 1=1Jt —
S 2 = 5764600

901.428571

n ()2 = 46375 — 7 x 81.2857142 = 123.428571

Sy —n(y)? = 5764600 — 7 x 901.428571% = 76585.714286

ZZL:l TiY; = 510410
Z?:l T;Yi

—nzy = 510410 — 7 x 81.285714 x 901.428571 =

—2502.857143,

as estimativas de (3, e By s@o, para este modelo, iguais a:

B = S XY — nTY
Yo 7 —n(7)?

—2502.857143

123.428571

= =20.2777778
g—pixz

901.428571 — (—20.2777778) x 81.285714

= 2549.722222

Recta de regressao

E(Y|z) =4 = fo+ f1 x & = 2549.722222 — 20.2777778

Estimativa de o2

Atendendo ao facto de V(€) = o2 e ao formuldrio, tem-se:

R (R I S|

1
= ——— (76585.714286 — (—20.2777778)* x 123.428571)

7—2
= 5166.666667.

Hipéteses
Hy:B1=p31,0=—-20vs. Hi: 51 # Pro
Nivel de significancia
Qg = 10%
Estatistica de teste
Br — Bro
T'= ——— ~H, t(n-2)

Regido de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)

Estamos a lidar com um teste bilateral (H;
W = (—o0, —c) U (¢, +0), onde

¢ : P(Rejeitar Hyo|Hp) = ap

_ 0
Ft(n 2) (1 B 7)

c = F1(0.95)

t(5)

c=2.015

Decisao

Tendo em conta que

: B1 # P1,0), pelo que a regido de rejeicao de Hy é
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By = —20.2777778
62 = 5166.666667
S a2 —nE? = 123.428571,

o valor observado da estatistica de teste é dado por

Bl — 51,0

—20.2777778 — (—20)

5166.666667
123.428571

= —0.042933

Como ¢t = —0.042934 ¢ W = (—o0, —2.015) U (2.015, +00), ndo devemos rejeitar Hy a qualquer
n.s. ag < 10%, nomeadamente a qualquer nivel usual de significancia de 1%, 5%, 10%.
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