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Resumo

Associadas aos avangos continuos em modelagao e computacao, as simulagdes numéricas tornaram-
se numa ferramenta essencial nas atividades diarias dos campos das ciéncias e engenharias [1]. Con-
tudo, para modelos multi-dimensionais, ao utilizar métodos numéricos classicos, em que a solugao é cal-
culada para cada conjunto de valores dos parametros, estas abordagens sofrem a chamada maldigcéo
da dimensionalidade, por envolver um nimero exponencial de solugdes a determinar. Abordagens al-
ternativas, como os métodos de ordem reduzida, foram desenvolvidos para evitar este problema. Este
trabalho foca-se na aplicagdo de uma dessas técnicas, a Proper Generalized Decomposition (PGD)
para a obtencao de solugdes complementares aproximadas, uma compativel e outra equilibrada, para
as variaveis essenciais de dois problemas simples de elasticidade plana. Estas solugdes sao usadas
para determinar os majorantes do erro global e local e com base nesta informacao é possivel conduzir
o processo de refinamento adaptativo, que tem em conta o efeito da variagdo dos parametros.

Para os problemas analisados, nomeadamente uma placa quadrada sujeita a tragdo e uma placa
encastrada em ambas as extremidades sujeita a uma pressdo no topo, mesmo usando malhas refi-
nadas, verifica-se que o niumero de modos necessarios para obter uma solugdo com uma precisao
adequada acaba por ser menor que umas dizias. No entanto, para uma dada precisao, usar malhas
refinadas implica geralmente um maior numero de modos, uma vez que mais detalhes do modelo estao
a ser capturados. Observa-se ainda que os maiores valores dos majorantes do erro ocorrem em geral
quando os materiais apresentam valores extremos opostos do médulo de elasticidade e esses majoran-
tes sdo menores quando as propriedades sdo iguais. Finalmente, usando o0 processo de refinamento
adaptativo orientado para uma dada quantidade de interesse, resulta geralmente em valores menores
para o erro da referida quantidade de interesse do que um refinamento uniforme ou do refinamento
baseado no indicador do erro global ou local para outra quantidade. Usando o indicador do erro global
para conduzir o processo de refinamento adaptativo resulta em valores menores para os erros globais

das solugdes e a um balango entre os diferentes majorantes do erro local.

Palavras-chave: Eiasticidade 2D, Modelos de Ordem Reduzida, Proper Generalized De-

composition, Quantidades de Interesse, Estimativas do erro, Processo Adaptativo






Abstract

Associated with the continuous advances in both modeling and computing resources, numerical si-
mulations became an everyday tool in science and engineering activities [1]. Yet, for multi-parameter
models, using classical numerical techniques, where one solution is computed for each set of para-
meters, those approaches suffer from the so called curse of dimensionality, due to the exponentialy
large number of solutions involved. Alternative approaches, such as reduced order methods, have been
developed to avoid this problem. This work is focused on the application of one of these techniques,
the Proper Generalized Decomposition (PGD) for obtaining approximated complementary solutions, one
compatible and other equilibrated, for the essential unknowns of two simple problems of plane elasti-
city. These solutions are used to compute global and local bounds of their errors and based on this
information it is possible to drive a mesh adaptivity process, which accounts for the effect of varying the
parameters.

For the problems analysed, namely a square plate subjected to a traction and a plate fixed at both
ends subjected to a pressure on top, even using finer meshes, it is observed that the number of modes
required to obtain an accurate solution turns out to be smaller than a few dozens. However, for a given
level of accuracy, using finer meshes generally implies a large number of modes, since more details
of the model are being captured. It is also observed that higher values for the bounds of the error of
local outputs occur in general when the materials have extreme opposite values of the Young’s modulus
and these bounds are smaller when the properties are equal. Finally, using a mesh adaptivity process
oriented for a given quantity of interest, led in general to smaller values for the error on that local output
than an uniform refinement or the refinement based on either the global error indicator or the local
error indicator for another quantity. Using the global error indicator to drive the adaptivity process led to

smaller global errors for the solutions and to a balance between the different local error bounds.

Keywords: 2D Elasticity, Model Order Reduction, Proper Generalized Decomposition, Quanti-

ties of Interest, Errors Estimation, Adaptivity Process
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Associadas aos avangos continuos em modelagao e computagao, as simulagdes numéricas tornaram-
se numa ferramenta essencial nas atividades diarias dos campos das ciéncias e engenharias [1]. Re-
almente, esta pratica esta cada vez mais disseminada no dia-a-dia, nomeadamente o0 seu uso em
grandes projetos de engenharia, pelo facto de simplificarem a analise e desenvolvimento de sistemas
complexos. O avango das tecnologias nas Ultimas décadas € claramente o principal impulsionador
desta forma de abordagem aos problemas, uma vez que a disponibilidade de recursos computacionais
€ cada vez mais vasta, tornando assim esta tarefa cada vez mais facilitada, a distancia de um clique e
com a obtengao da solugao em tempo Util. Neste sentido, é possivel resolver numericamente até uma
certa precisdo e sem grande esforco computacional, modelos complexos que visam a representacao
do sistema real.

Contudo, esta pratica torna-se pouco eficiente e quase impossivel, devido ao elevado esforgo do
ponto de vista computacional, quando se abordam modelos definidos num espaco com um grande
numero de parametros envolvidos [1]. Este nao é o cenario ideal para modelos que surgem, por exem-
plo, nas areas de quimica quantica para descrever a estrutura interna e comportamento dos materiais,
dinamica de fluidos complexos, sistemas bioldgicos complexos, etc. [2], em que a abordagem destes
por meio da formulagéo classica de elementos finitos ndo é a mais apropriada, uma vez que o nimero
de solucoes a determinar cresce exponencialmente com o nimero de parametros adicionados ao mo-
delo, sofrendo a chamada maldicdo da dimensionalidade. Consequentemente, abordagens alternativas
e inovadoras foram desenvolvidas para evitar este problema.

Neste contexto, introduzem-se os métodos de ordem reduzida que tornam possivel a resolucao
eficiente de modelos multi-dimensionais com um numero elevado de parametros, reduzindo assim o
tempo e esforgo computacional. Entre os diversos métodos de ordem reduzida, aplica-se neste trabalho
o PGD (Proper generalized decomposition). A ideia basica do PGD, consiste em aproximar a resposta
do sistema fisico até uma dada precisao como uma soma finita de termos, cada um deles consistindo no

produto de fungoes separaveis. Considerando u como sendo a resposta do sistema fisico dependente



de n parametros, a aproximacao pelo PGD resulta em:

N
U(X1, X2, Xn) = D Fl (1) X oo x F (xp)
i=1
onde o nuimero de termos N e as fungdes F{ (x;) s@o desconhecidas a priori.

Embora a utilizagao desta técnica se justifique mais no contexto de modelos com um ndmero ele-
vadissimo de parametros, estes estdo noutro patamar face a alguns problemas encontrados nas ativi-
dades correntes. Neste sentido, o PGD também permite uma abordagem completamente diferente a
problemas mais standard das ciéncias e engenharias [2], abrindo novas portas, como por exemplo a
possibilidade de otimizagao dos modelos. De facto, tome-se como exemplo os modelos matematicos
para problemas de elasticidade ou difusdo de calor em que as propriedades dos materiais costumam
ser, respetivamente, os valores fixos ou, se se preferir, os dados do problema. Com esta técnica pode-
se procurar resolver um problema mais geral para os valores daquelas propriedades definidas num
dado dominio, passando assim a desempenhar o papel de parametros do problema, para além dos
parametros convencionais de espaco ou tempo. Deste modo, em vez de resolver o mesmo problema
diversas vezes para cada conjunto de valores daqueles parametros, resolve-se de uma Unica vez um
problema mais geral, estando logo os resultados disponiveis para consulta, pelo que resta apenas ao
usuario especificar os valores dos parametros para o qual deseja a solucao.

A difusao crescente do PGD, nos ultimos anos, tem originado inimeros trabalhos de investigacao,
relativos aos fundamentos do método e a sua aplicagdo em problemas correntes nas areas de enge-

nharias.

1.2 Enquadramento do Tema

Foca-se nesta dissertagao na aplicagcdo do PGD na andlise elastica linear de problemas de mecanica
estrutural. Estes problemas sao geralmente definidos especificando a geometria, as condi¢coes de
apoio, propriedades mecanicas dos materiais e o carregamento. E a resposta fisica do sistema a de-
terminar, em termos de tensées, o, e deslocamentos, u, esta intrinsecamente dependente daqueles
detalhes. Neste contexto, a aplicagcdo do PGD pode revelar-se Gtil para lidar com determinados proble-

mas, nomeadamente:

« Em estruturas compositas, no qual se pretende obter melhor entendimento da resposta fisica do
sistema, em termos de deslocamentos e tensdes, para diferentes combinagdes de valores das

propriedades mecanicas dos materiais;

« Em estruturas assentes sobre apoios discretos, para ajudar a perceber o comportamento da es-
trutura aquando da variagao relativa das propriedades mecanicas (rigidez) dos apoios e 0 seu

impacto no funcionamento da mesma.

Comparativamente a uma analise classica por elementos finitos, que constitui o método mais uti-

lizado nesta area, a aplicagdo do PGD simplifica em grande parte a analise dos problemas uma vez



que nao requer a modificagdo dos detalhes do modelo e a sua consequente reanalise, permitindo as-
sim a obteng&o de multiplas respostas e a tomada de decisdo, em contexto de projeto, em tempo util.
Por exemplo, imaginando-se que pretende obter a resposta fisica da estrutura, u ou o, dependente de
D = 3 parametros referentes as propriedades mecanicas dos 3 materiais que constituem o modelo, uti-
lizar M = 10 valores para a discretizacdo dos valores no dominio dos parametros, resulta em MP = 103
combinagodes a calcular, o que levaria uma eternidade, caso se utilizasse a abordagem classica de ele-
mentos finitos para calcular cada combinagao, enquanto que, usando o PGD, o nimero de solucdes a
calcular corresponde a N x M x D = N x 30, i.e, a complexidade cresce linearmente com o nimero
de parametros adicionados ao modelo e ndo exponencialmente. Seria também ideal obter solugdes
que dependessem da geometria do problema, porém, pelo facto de a inversa da matriz jacobiana de
transformacéo de coordenadas nao ser de facil manipulagéo, surgem dificuldades na construgéo de
uma representacao separada da solugao do problema em funcdo dos parametros da geometria, que
nao se considerou neste trabalho.

Uma vez que o PGD, assim como a maior parte das técnicas numéricas, calcula uma aproximacao
da solugao, é crucial controlar os seus erros. Neste sentido, explora-se o conceito da analise dual do
erro, que consiste em calcular os majorantes do erro a partir de um par de solu¢gdes complementares
aproximadas, uma equilibrada e outra compativel. Com base nesta informacédo dos erros, conduz-se

um processo de refinamento adaptativo das malhas.

1.3 Objectivos

Esta dissertagao é desenvolvida com base no trabalho desenvolvido na Tese de Doutoramento do
Dr. Jonatha Reis, recentemente concluida [3], procurando identificar através da sua aplicagao a dois
problemas simples de elasticidade plana, vantagens e desvantagens da abordagem. Sao tracados os

seguintes objetivos:

+ Formular o problema a analisar e os meios disponiveis para calcular uma aproximacao da solucao;

» Formular a representagao separada da PGD da solugdao em fungao das propriedades dos materi-
ais;
« Formular a técnica da andlise dual do erro e a sua aplicagdo no processo de refinamento adapta-

tivo das malhas;

 Analisar os resultados da PGD e do processo de refinamento adaptativo em cada problema, com

vista a identificar as vantagens e desvantagens.



1.4 Organizacao do Trabalho

Com vista a cumprir os objetivos especificados, o trabalho encontra-se subdividido nos seguintes

capitulos:

+ Bases Teoricas

» Programa em Matlab

+ Exemplos de aplicacao
+ Conclusdes

No Capitulo 2, apresentam-se as bases tedricas relevantes ao tema em analise. No capitulo 3,
faz-se uma breve descricao do funcionamento do programa em ambiente Matlab, desenvolvido pelo
Dr. Jonatha Reis, que aplica o PGD e as outras funcionalidade inerentes, nomeadamente o refinamento
adaptativo das malhas. No capitulo 4, apresentam-se exemplos de aplicagao do método a problemas
simples e praticos, com vista a verificar os resultados e as vantagens e desvantagens da sua aplicacao.
Por fim, o dltimo capitulo dedica-se a apresentagao das conclusdes e algumas linhas orientadoras para

futuros trabalhos no tema.



Capitulo 2

Bases Teoricas

Neste capitulo apresentam-se as bases tedricas relevantes ao tema, nomeadamente as equagdes
governativas do problema, formulagdes de elementos finitos compativel e hibrida equilibrada, formulagao
do PGD na obtencao de solugbes aproximadas em fungao das propriedades dos materiais, a integragao
de fungdes na sua forma separada, a formulagao da andlise dual do erro, e por fim, a definicao de indi-

cadores do erro que permitem conduzir o processo de refinamento adaptativo das malhas.

2.1 Equacoes Governativas da Elasticidade Plana

Considere-se o corpo elastico linear ocupando o dominio 2 ¢ R? cuja fronteira é T, sujeito & agdo
de forcas de massa b, tragéo t e deslocamentos U impostos na fronteira, correspondente as condigoes

de Neumann, em T'y, e Dirichlet, em I'p, tal que 'y N I'p = 0.

I'n

X

Figura 2.1. Problema de referéncia
No referencial cartesiano (x,y) a equagao de compatibilidade é definida por:

e=Du (2.1)



onde as deformacdes ¢ e os deslocamentos u sdo representados, em termos das suas componentes,

pelos vetores:

Exx
Ux
y
€xy

e com o operador diferencial D a ser dado por:

)
% 0
- )
D=0 By (2.3)
9 0
gy  Ox
Sendo o o campo de tensdes de Cauchy, a equacao de equilibrio € dada pela expressao:
Dlo+b=0 (2.4)

ayy
[ Oxy
ny
Oxx l [ Oxx
y Oxy
PR—
ny J'
ayy

Figura 2.2. Coordenadas cartesianas positivas para as componentes de tensdo em 2D

onde as tensdes o e as forgas de massa b sao representados, em termos das suas componentes, pelos

vetores:
Oxx b
o= |oy b=| " (2.5)
b
y
ny

Sendo C o operador de elasticidade, a relagao constitutiva € expressa por:
e=Co (2.6)

e para um material isotropico com modulo de elasticidade E e coeficiente de Poisson v, o operador de



elasticidade C, em estados planos de tenséo, é dado por:

1 —v 0
1
C= E | 1 0 (2.7)
0 0 2(1+v)

A condigao de fronteira de Dirichlet é definida como:

u—-u=0, em Ip (2.8)

A condigao de fronteira de Neumann é expressa por:

No—-t=0, em Ty (2.9)

sendo N o operador de fronteira, que reline as componentes do versor da normal exterior a fronteira,

I'N, expresso como:

(2.10)
0 ny ny

2.2 Formulacao de Elementos Finitos Compativel

Para qualquer campo de deslocamentos compativel u, define-se a energia potencial do sistema II

como:

II(u) = U(e(u)) = W(u) (2.11)

onde U/ corresponde a energia de deformacao, expressa por:

Ule) = 5 / (e(u)T ¢ e(u)) dQ (2.12)
Q
e o trabalho das forgas exteriores W por:
W(u) = / uTbdQ + / uTtdr (2.13)
Q Iy
A solugao para o problema definido em 2.1, pode ser obtido minimizando a equagéo (2.11):

min(II(u)) = min(4(s(u)) — W(u)) (2.14)

Usando uma abordagem classica de elementos finitos, um campo aproximado de deslocamentos

Up, pode ser expresso por:

up =Uu (2.15)



em que U corresponde as fungbes de aproximagéo dos deslocamentos e U aos deslocamentos nodais.

A relagdo entre as deformacgoes e os deslocamentos nodais é expressa por:
e=(DU)u=BuU (2.16)
Substituindo as expressdes (2.15) e (2.16) em (2.14), resulta na equacado fundamental:
Ka=f (2.17)

onde K representa a matriz de rigidez global e f o vetor das for¢as nodais equivalentes, associadas
ao trabalho das forgas exteriores nas bases dos deslocamentos. Esta formulagao usual de elementos

finitos impoe fortemente a compatibilidade, enquanto que o equilibrio € imposto na sua forma fraca.

Figura 2.3. Modelo de elementos finitos para uma regiao irregular
A contribuicdo de cada partigao, 7, para a matriz de rigidez global, K, € expressa por:

Kiep = /Q BTc™' BdOf (2.18)

Refira-se que, na aplicagdo do PGD aos problemas de elasticidade plana utilizam-se elementos
finitos triangulares para a particdo do dominio, adotando fungdes de aproximagao dos deslocamentos
U, do 2° grau, que implicam tensdes o do 1° grau.

2.3 Formulacao de Elementos Finitos Hibrida Equilibrada

Para qualquer campo de tensdes de Cauchy equilibrado o, define-se a energia potencial comple-

mentar do sistema Il como:

le(o) = Ue(o) = We(o) (2.19)

onde U representa a energia complementar de deformagao, expressa por:

Us(o) = = /Q (o7 Co)dQ (2.20)



e o trabalho dos deslocamentos impostos na fronteira W, como:
We(o) = / (No)TTdr (2.21)
I'p
A solugéo para o problema definido em 2.1, pode ser obtido minimizando a equacéo (2.19):
min(Il¢(o)) = min(Ue (o) — We(o)) (2.22)

Devido a natureza tensorial do campo de tensoes, a determinagdao de uma aproximacao para este
nao é tao direta e simples como acontece para o campo de deslocamentos, isto porque o equilibrio entre
elementos é realizado através das projecdo das componentes de tensao nas interfaces, sem requerer
que haja continuidade das componentes do tensor das tensdes [4]. Neste sentido, a abordagem hibrida
procura satisfazer a equacao de equilibrio (2.4) a priori, em cada elemento, a condi¢cao de fronteira (2.9)
e sua generalizagao a posteriori, numa forma fraca [4].

Sem considerar o0 que acontece na fronteira, define-se para cada elemento uma aproximacgao auto-
equilibrada, sy, para o campo de tensdes de Cauchy:

s, =S8 (2.23)

onde S representa as fungdes que representam a distribuicao de tensdes e S os respetivos pesos.
De seguida, define-se a energia associada as condi¢des hibridas Vﬂl que projeta as tracdes dos

elementos nos deslocamentos na fronteira i de um dado elemento, tal que:

Vi(ow) = / vl (No)dr (2.24)

Considerando dois elementos genéricos A e B adjacentes a fronteira i, o equilibrio fraco € imposto
através da expressao:
Vi(oaN) +Vi(ogv) =0 Wy (2.25)

O equilibrio fraco no lado i de um elemento que pertence a fronteira, T'y, é dado por:

Vi) = / viidr wv (2.26)

Os deslocamentos v dos lados sao aproximados por:

vy =VV (2.27)
onde V representa as fungdes que caracterizam os deslocamentos nos lados e V 0s respetivos pesos
da combinagéo.

Quando as fungdes sao polinomiais e o grau de V4, nao ¢é inferior ao grau das tragdes, o que se
considera sempre, a forma fraca de equilibrio é equivalente a forma forte.

Combinando as equagodes (2.26) e (2.22), e substituindo as aproximagoes (2.23) e (2.27) em (2.22)



e (2.27) em (2.26), obtém-se o sistema:

-F DT
D 0

(2.28)

”)
—~) @)

<)

onde F representa a matriz de flexibilidade, € o trabalho dos deslocamentos e deformagdes impostas
nas bases das tensdes auto-equilibradas et o trabalho das tracbes impostas na base dos desloca-
mentos da fronteira. Utilizando esta abordagem, obtém-se uma aproximagao para o campo de tensoes
generalizado (2.23), que satisfaz fortemente o equilibrio, e uma aproximagao dos deslocamentos gene-

ralizados nas fronteiras (2.27), que satisfaz fracamente a compatibilidade [4].

2.4 Representacao Separada do PGD

Tem-se por objetivo determinar uma solugédo para o problema em fungao das propriedades mecanicas
dos materiais.

Neste sentido, define-se o vetor . com np parametros 4, 2, ..., jin, COrrespondentes as proprieda-
des dos materiais, em que cada uma se encontra definida em ; C R, comi=1,2,...,np. O vetor dos
parametros 1 € j1 C Q) = Qq X Qp X ... X, CR®.

As formulagdes de elementos finitos apresentadas anteriormente na Sec. 2.2 e Sec. 2.3, sao utiliza-
das para transformar o problema continuo num problema discreto, permitindo, desta forma, a resolugao
das equacdes algébricas do PGD. Neste sentido, as equagdes fundamentais das formulagdes de ele-

mentos finitos tomam a seguinte forma:

K(u)G(u) = (2.29)
_ T ]
F(u) D i(u) _ 8 (2.30)
D 0 V(1) t

Nk Np

U() = Upgp () = > U™ [TUMGm) (2.31)
m=1 i=1
Ns Np

S(u) ~ Sggp() = D 8™ [ SM(m) (2.32)
m=1 i=1

onde ny e ng correspondem ao nimero de modos usados em cada aproximagao, U™ e s™ as fungdes
do espago que caracterizam para cada modo os deslocamentos e tensdes, e U™ (x;) ou S["(x) aos
coeficientes que definem o peso correspondente a cada parametro ;.

A aproximacéao pelo PGD permite obter para o problema em analise dois pares de solugdes aproxi-
madas, uma compativel, ux e o, € a outra equilibrada, s € os. Obtém-se assim, um par de solugdes

complementares.

10



2.5 Integracao da Representacao Separada

Para a solucao do problema representada na sua forma separada, o calculo de integrais definidos
num dado espago torna-se numa tarefa facilitada do ponto de vista computacional. llustre-se esta
vantagem com um exemplo:

Considere-se a integragdo em €, = Q,,, x €, de uma fungdo genérica F(x, s, 12):

/Q F(X, pi1, 12) dpy dpip (2.33)

ny XSy
onde x denota o parametro das coordenadas espaciais e i = {11, uo} 0s parametros correspondentes
as propriedades dos materiais. Num caso geral, o integral é calculado em Q, = ©,,, x Q,, para cada
valor da coordenada x. No entanto, tendo a representacéo separada para a fungao F(X, u1, u2) na

forma:

N
FX, 11, p2) = Y FFX) x FIT (uq) x FE2 (up) (2.34)
i=1

Substituindo (2.34) em (2.33), obtém-se:

/| S FER)  FI ()  FI% 1)l iy -

RS LT
N
-Sro (]

i=1

1
F (u1)du1> (/Q

FI'2 (o) duz)

1 1

(2.35)

A partir da equacéo (2.35) € possivel verificar que o problema definido em Q,, = Q,,, x €, & decom-
posto em problemas uni-dimensionais formulados em ©Q,, e €,,,. A mesma ideia pode ser estendida
para um problema com np parametros, isto €, u = {11, po, ---,unp} C Q4 x Qo X ... X Qn,, € para este
caso, a solugao pelo PGD consiste numa série de problemas formulados em cada ;, que ilustra a

capacidade desta técnica para lidar com modelos multi-dimensionais sem grandes dificuldades.

2.6 Majorantes do Erro

2.6.1 Majorante do Erro Global

Dado um par de solugdbes complementares, uma compativel e a outra equilibrada, € possivel relaci-

2

onar a energia da diferenca entre as duas solucdes, €<, e a energia dos seus erros:

o—0 d
2 = / (0 — 06)(ex — £5) Q. > Jolo = s)(e —25) A2 (2.36)
Q

Jalo = oK) (e —gx) A2

11



Utilizando as relagdes de elasticidade obtém-se:

Ne
= / (EICEK + U;I—C_1 os— 20;r5k) dQ = Z 6[2e] (2.37)
Q e=1
Deste modo, constata-se que este majorante do erro global é obtido como a soma da energia da

diferenca das aproximagdes em cada elemento.

2.6.2 Quantidade de Interesse e Majorantes do erro

A determinacao dos valores de deslocamentos ou reagdes em regides especificas de um determi-
nado problema é de extrema importancia, em contexto de projeto, para o dimensionamento e verificacao
de seguranca de uma dada estrutura. Para o efeito, para além do problema real, é necessario que
se defina um problema virtual, dependendo da quantidade de interesse em causa. Neste sentido,
para a obtencdo de um deslocamento (L) o problema virtual corresponde a aplicar como agao uma
distribuicdo de tensdes na zona pretendida, e para a obtencdo de reagdes (Ls) corresponde a impor
um deslocamento.

Usando qualquer tensao equilibrada s correspondente a solugao virtual, € possivel calcular o valor
exato da quantidade de interesse Li(u) a partir da solu¢éo exata para o campo de deslocamentos u,

pela expressao [4]:

Ly (u) = /Q 7l ed0 - /F (Nzs)udl (2.38)

Saliente-se que, uma expressao semelhante pode ser usada para obtengao da quantidade de inte-
resse associada a uma reagao Ls(o).

Uma vez que nao se conhece a solucido exata para a maior parte dos problemas praticos, a equacéo
(2.38) pode ser usada para obter uma estimativa da quantidade de interesse e respetivo majorante do
erro [4]. Deste modo, utilizam-se o par de solu¢des disponivel, equilibrado e compativel, para obter
aquela estimativa. Manipulando a equacao (2.38), forca-se o aparecimento da quantidade de interesse
usando uma solucdo compativel, £, (uy), apresentada na equagéo (2.39), e outra usando uma solugéo

equilibrada, Ly (os), apresentada na equacao (2.40).

Solugéo compativel: £ (u) = £y (uy) = / (Eg—ﬁl)(s—sk)dﬂ (2.39)
Q
Solugdo equilibrada: Ly (u) — Lk(os) = / (Eg—ﬁl)(s—ss)dﬁ (2.40)
Q
Pretendo-se obter o erro da quantidade de interesse associada & uma solugdo média, o5 = %5%,
obtém-se:
L) = Eidoa) = [ (0 ~])(e=ca)d0 (2.41)
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Uma vez que a equacao (2.41) depende do valor exato das deformagoes, ¢, este erro ndo pode, em
geral, ser determinado. Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz obtém-se um majorante para a

equacao (2.41), tal que:

L4 (U) = Lyloa)| < \/ / —5])(Fs —5) A \/ / (0T —od) (e —ea)dQ < %Ee = €ae, (2.42)

-1
=3¢

Reordenando os termos da desigualdade (2.42), obtém-se os limites, inferior e superior, para o valor

exato da quantidade de interesse:

Ek(Ua) ~ €ajpcal < ‘Ck(u) < Ek(Ua) + €agcal (243)

Usando as equagoes de elasticidade, a quantidade de interesse corrigida associada a solugao me-
dia, £y (0a), € 0 majorante do erro, €apc SA0 apresentados nas expressoes (2.44) e (2.45), respetiva-

mente.

N 1
Li(oa) = 5 /Q (G4 Cos +T0 e+ Ep C 1 ey + 2f 05) dQ (2.44)

€ajocal = 4 Z 6[e +€[e] (245)

Para o processo de refinamento adaptativo das malhas, a expressao envolvendo o quadrado da

equacao (2.45) é mais (til, obtendo-se:

Ne

1_\? 1
(2 66) = 6§|Ocal = g Z (62 E[Ze] + E[ze] Ez) (246)

e

2.7 Processo Adaptativo

As equagbes apresentadas anteriormente para valores especificos dos parametros, sdo agora es-
tendidas a todo o dominio paramétrico. Neste sentido, obtém-se o integral do majorante do erro, que
permite conduzir o processo de refinamento adaptativo das malhas, orientado pelo erro global ou local.

O erro global das solugoes dado pela equagao (2.37) escrito em fungao dos parametros do pro-

blema, é integrado no espaco dos parametros, resultando em:

Ugopal = /Q ¢ (1) A€, (2.47)

I
Da mesma forma, usando a equacao (2.46) escrita em funcao dos parametros do problema e inte-

grando no espaco dos parametros, obtém-se:

Yiocal =/Q €§|Oca|(ﬂ) dQy, (2.48)

“w
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Tendo a representacao das fungdes a integrar na sua forma separada em fungéao dos parametros,
a sua integragao é facilitada como apresentado na Sec. 2.5. Desta forma o integral no espago dos

parametros €2, é transformado numa série de integrais em 1D para cada um dos parametros.
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Capitulo 3

Programa em Matlab

Neste capitulo faz-se uma breve descricao do funcionamento do programa em ambiente Matlab,
desenvolvido pelo Dr. Jonatha Reis, que aplica o PGD e as outras funcionalidade inerentes, nomeada-
mente o refinamento adaptativo das malhas. Descreve-se ainda, o procedimento para a definicao do
modelo estrutural da placa e os scripts desenvolvidos e usados para o pés-processamento dos resulta-
dos. Por fim, a partir de um exemplo simples ilustra-se o algoritmo usado pelo PGD na construgao da

representacdo separada para as solugoes.

3.1 Estrutura do Programa

llustra-se na Fig. 3.1, de forma resumida, a estrutura de funcionamento do programa que aplica o
PGD, e as outras funcionalidades associadas, nhomeadamente o refinamento adaptativo das malhas
através do calculo de indicadores do erro Wgjopa € Yincq, COM base num par de solugdes complemen-

tares. Na Fig. 3.2 ilustra-se mais detalhadamente o processo de refinamento adaptativo das malhas.

3.2 Modelo Estrutural e Pos-Processamento dos Resultados

O modelo para os problemas foi definido utilizando o programa Gmsh, uma ferramenta de geragao de
malhas de elementos finitos 3D, com ferramentas integradas de assisténcia a definigdo dos modelos e
pos-processamento [5]. Deste modo, a definicdo da geometria e do carregamento correspondentes aos
modelos foram realizados em modo nao interativo, através de ficheiros de texto usando uma linguagem
apropriada do Gmsh. Relativamente a recolha de informagao, para além das rotinas existentes, foram
desenvolvidas rotinas adicionais em ambiente Python para o pés-processamento dos resultados obtidos

pelo programa, nomeadamente:
» Obtencao dos modos utilizados pelo PGD no processo de construgao das solugdes ;
 Representacao grafica dos diagramas de tensdes ou deslocamentos numa dada secgao ;

 Determinagao das trajetorias das tensdes principais [6].
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PGD_ComputeAlgebric_nD_v0.m
P.V: Problema Virtual

No

P: Problema Real

Output: Ly ou Lg

Adaptativo

. Malhas uniformes geradas no Gmsh)
Geometria / Malha

PGD_Pos_MidErrUniform_nD_v0.m*

Critérios de Paragem

Dominio Paramétrico Global?

Local?

Qp, 2,

Output: ug e ok
Output: es € og

Output: uk e ok
Output: €5 € o

PGD_Output_Algebric_nD_vals_v2.m

PGD_Pos_MidErrAdapt_nD_v1.m*

Wyobals Yiocal

No

End

Yes

Ne > MaXelem?

Figura 3.1. Esquema representativo da estrutura do programa que aplica o PGD e o processo de refinamento

adaptativo em ambiente Matlab.

PGD_Pos_MidErrUniform_nD_v0.m*

PGD_ComputeAlgebric_.nD_v0.m

End

Caélculo do Integral do Calculo do Integral do

majorante do erro ¥

‘I/global
Wiocal

majorante do erro ¥

\Ilglobal
Wiocal

Global? — Wy
Local? — Wpcal

No

Nelem >

MaXelem

Gera uma nova

malha refinada

Figura 3.2. Esquema detalhado do Processo de Refinamento Adaptativo.
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3.3 Algoritmo do PGD

Considere-se o problema de elasticidade plana definido para (x, \) € Q x Q, comQ c R2e Q) C R,
onde x se refere as coordenadas espaciais e A ao moédulo de elasticidade do material. Pretende-se

obter a solugao pelo PGD para o campo de deslocamentos (u) na forma separada:

N
u(x,\) = > FX(x)-F}(\) (3.1)
i=1

Refira-se que este problema simples apresenta solugdo exata, uma vez que para um material ho-
mMogéneo u ~ } Apesar disso, este problema permite ilustrar de forma simplificada o algoritmo aplicado
pelo PGD na construcao da representacao separada para as solugdes.

A solugao é construida por enriquecimento sucessivo, onde cada termo da expansao é determinado
de forma sequencial. Portanto, numa dada etapa n do processo de enriquecimento a solucao ja é

conhecida para as n—1 etapas anteriores, sendo dada por:

U, ) = Y R ) - RO (3.2)

Pretende-se na presente etapa n determinar o novo produto F (x) - Fa (\). Considere-se por simpli-
cidade de notagcao que essas funcdes sao representadas por A(x) e B()\). Deste modo, a aproximacgao

na etapa corrente n € dada por:

u"(x,A) = Y P (x) - F (A + AX) - B(Y) (3.3)

onde todas as fungdes sdo conhecidas, exceto A(x) e B()\). Estas fungbes aparecem na forma de
produto, pelo que resulta num sistema nao linear por resolver. Por esta razdo, a determinagao destas
funcoes é realizada de forma iterativa, em que cada iteracdo p consiste em duas etapas que sao repe-
tidas até que a convergéncia seja atingida, i.e, na primeira etapa fixa-se B()\) e determina-se A(x), e na

segunda etapa fixa-se A(x) e determina-se B()) até atingir um ponto fixo.

BP~'()\) conhecido — AP(x) desconhecido

O primeiro passo consiste em considerar que na iteracdo p a fungédo B()\) é conhecida da iteragao

anterior p— 1, obtendo-se a aproximagao seguinte:

u"(x, ) = > FX(x) - () + AP(x) - BPT()) (3.4)

onde todas as fungbes sdo conhecidas, exceto AP(x). Para a sua determinagao, recorre-se a forma

fraca do problema de elasticidade linear dada por:

/ @.K-@dxm:/ o* - fdxd) (3.5)
QXQ/\ (9X 8X FNXQ)\
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onde ®* & 0 peso do residuo, K a rigidez e f a for¢ca de superficie na fronteira T'y. Para a fungao de

aproximagao de u e a fungao de peso do residuo ®* assume-se:

Aproximagao :

Funcao de Peso :

Substituindo as expressoes (3.6) em (3.5), obtém-se:

n—1
* FX p
/ OA" g1 k. oFi -Fﬁ+%-sp—1 dxd\ = A*.BPT . fdxdi
Ox0, ox - ox ox Qx0y
com o operador de diferencial a ser dado por:
)
% O
0. 5
— =0 <
ox oy
o 0
ay  OXx
A rigidez K pode ser escrita na sua forma separada, obtendo-se:
1 v O
A
K= 5 |V 1 0 — K=\ &
1-v
00

Substituindo (3.9) em (3.7) e reordenando os termos da equacao, resulta em:

0 FiX
19) ¢

* p * n—1
/ %.59—19\.%.%.59—1 ddi=/ A* . BP-1 .f_)\.%.Bp—1 .,{.Z
QxQ, 19) 4 19) 4 OxQ,y 19) 4 i

(3.6a)

(3.6b)

ﬁ) dx dA

(3.10)

Uma vez que as fungdes que dependem de A sdo conhecidas na equacgao (3.10), estas podem

entao ser integradas em 2, obtendo-se:

OA*  HAP oA o
)‘ . . [ = * . . A —_ . . | . )‘
/Q « K dx /Q <A f-8 " E o dx

ox ox
N———
~BTDBdu, (A*=AP)

onde o, 3* e4* sdo constantes dadas por:
A p-1 2
ot = o, A (B ()\)) dA

B = [q, BTN dA
7= Jo, A BPTTO) R () dA
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Obtém-se assim a forma fraca do problema uni-dimensional definida em Q. Aplicando o Método
de Galerkin, considera-se a mesma base para a fungao de peso A* e a fungédo a determinar AP, i.e,
A* = AP, que resulta na formulagéo classica de elementos finitos, usado para a obtencdo da fungéo
AP(x), que corresponde ao modo na iteragao p.

A correspondente forma forte da equagao (3.11) no dominio 2 e na fronteira I" é dada por:

T p T n—1 d FX
a”(g,'() .,ﬂ“’gi%g)-() Y Sl A 20 em (3.13a)
P 1 oFx
ak.n.ﬁ.?(:(f.m—n.ﬁ. X M) ,emTIy (3.13b)
i=1

com n sendo as componentes do versor da normal exterior a fronteira I'y, dado por:

n=lnx 0 ny] (3.14)

0 ny ny

A forma forte resulta numa equagao diferencial parcial de 22 ordem em Q e de 12 ordem em I'y, uma
vez que a expressoes originais de equilibrio envolvem segundas e primeiras derivadas de u em relagao

as coordenadas espaciais.

AP(x) conhecido — BP(\) desconhecido

O processo que se segue € semelhante ao apresentado anteriormente, porém com o papel desem-
penhado pelas fungdes invertido. Neste sentido, ja se conhecendo a fungéo AP(x) da iteragao corrente
p, pretende-se determinar BP()\), resultando a aproximagéo pelo PGD em:

n—1

u(x, \) = Z FX(x) - F}(\) + AP(x) - BP()) (3.15)

1=
onde todas as fungdes sdo conhecidas, exceto BP()\). Recorrendo novamente a forma fraca do pro-
blema apresentada na equagao (3.5), consideram-se as fungdes de aproximagao para u e fungao de

peso do residuo ¢*:

n—1
Aproximagao : u(x, \) = Z FX(x) - Fi’\ (\) + AP(x) - BP()\) (3.16a)
i=1
Fungéo de Peso : ®*(x, \) = AP(x) - B*()\) (3.16b)

Substituindo as expressoes (3.16) e (3.9) em (3.5), e reordenando os seus termos, obtém-se:
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p p p -1 5px
/ %.B*.)\.,{.%.dedi=/ Ap-B*-f—%B*-)\-m-Za'-Fi}‘ dxd)
OxQ, 19) ¢ 19) ¢ QxQ, ox 1 15) ¢

(8.17)

Sendo conhecidas as fungdes que dependem de x na equagao (3.17), estas podem ser integradas

em Q) e I'y, obtendo-se:
n-1
/ aX~B*~)\~de/\=/ B*-(fﬁh»ZFh%) dA (3.18)
Q5 25 i=1

onde o*, 3* e v* sdo constantes dadas por:

oX = fQ
OFx

B = [r
= fo ZA%(%) - k- S5 (%) dx

(3.19)

Obtém-se assim a forma fraca do problema uni-dimensional definido em 2, que permite a determinagao

de B()\). Esta expressao nao possui derivadas uma vez que a equagao de equilibrio ndo possui deriva-

das em relacdo ao mddulo de elasticidade .

BO(\) Initialization of the

given iterative process

AP(x) : unknown

Step n iteration p
u" = U™+ A®X) - B()) u" = U™ + AP(X) - B () ————
BP~'(A) : known
l weak form
Aprox. : u"(x,)\) = u"

A(x) < AP(x) End of Enrichment pr =1
+ =
B(\) < BP()) step n Weight : ®*(x, \) = A*(x) - B”'())
Yes
- No AP(x)
Updated

Update solution

n
weak form  AP(x) : known
<« u" =u"" £ AP(X) - BP(N)

BP(\) Aprox. : u"(x,\) = u
| €—
Updated Weight : ®*(x, A) = AP(x) - B*()\) BP()\) : unknown

Figura 3.3. Algoritmo do PGD na determinagao dos termos da expansao numa determinada etapa de enriqueci-

mento n.

Com o critério de paragem y a ser dado pela norma:

¥ = | AP(x) - BP(A) — AP (x) - BPT(\)|| < ¢ (3.20)
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O processo iterativo continua até convergir. Quando isto acontece, obtém-se assim para a etapa de
enriquecimento n o novo produto F (x) - FA (A). Em forma de resumo, na Fig. 3.3 ilustra-se o processo
iterativo do PGD na determinacao dos termos da expansao numa dada etapa de enriquecimento n. O
processo de enriquecimento da solugéo pelo PGD também continua até que se atinja uma determinada

tolerancia.
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Capitulo 4

Exemplos de aplicacao

Neste capitulo, analisam-se dois problemas de elasticidade plana aplicando o PGD. Para o efeito,
usa-se o programa desenvolvido em ambiente Matlab, cuja estrutura esta descrita no capitulo anterior.
O primeiro problema a analisar consiste numa placa quadrada sujeita a uma tracgao e o segundo numa
placa encastrada em ambas extremidades e sujeita a uma pressao no topo. Ambas as geometrias
sdo compostas por duas secg¢obes diferentes, em que cada uma delas apresenta como propriedades:
o médulo de elasticidade, E, e coeficiente de Poisson, v, sendo estes os parametros das solugoes.
Para estes dois problemas, obtém-se os resultados para diferentes combinagdes dagueles parametros
e explora-se, ainda, a influéncia de outros detalhes de implementagao nos resultados obtidos, como por
exemplo o tipo e o nimero de elementos das malhas, o nimero de modos presentes na aproximacao e
o intervalo do dominio paramétrico.

Sao utilizadas fungdes de aproximagao quadraticas para as solugdes compativeis e fungoes lineares
para as solugdes equilibradas, de forma que as tensdes e deformagdes sejam lineares.

Utilizam-se as rotinas referidas no capitulo anterior para a representacdo dos modos do PGD usados
na construgao das solugdes, representacao dos diagramas de tensdes ou deslocamentos numa dada
secgao e a determinagao das trajetérias das tensoes principais.

Assume-se um sistema coerente de unidades para as grandezas: ¢[m] e F [kN]. Na auséncia desta

imposigao, pode ser também considerado outro sistema equivalente.

4.1 Critérios de Paragem do PGD e do Processo Adaptativo

Para o controlo da precisdo da aproximacao das solugdes pelo PGD, utiliza-se 10~ para a tolerancia
do PGD e das iteragdes do ponto fixo, ou caso sejam atingidos 100 modos e 15 iteragdes, respetiva-
mente. E utilizam-se 10 valores para a discretizacao do dominio paramétrico, isto &, das propriedades
mecanicas dos materiais, E e v. Para o processo de refinamento adaptativo, define-se como critérios de
paragem: quando a malha refinada atinge os 6000 elementos, por razdes de eficiéncia computacional,

ou quando atinge o0 maximo de 15 refinamentos.
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4.2 Placa quadrada composta por dois materiais

O quarto de placa, apresentado a esquerda na Fig. 4.1, resulta da dupla simplificacdo de simetria
da placa quadrada a direita na mesma figura. Para a representacdo das outras partes, aplicam-se
as condigcbes de fronteira de simetria que impedem o deslocamento horizontal no lado esquerdo e
deslocamento vertical no lado inferior no quarto de placa. E de referir que existe solugdo analitica para
o problema homogéneo, E = E» = E, e apresenta-se para este problema na equagao (4.1), a solugao
para as componentes do tensor das tensées e das deformacdes, em fungao das propriedades E e v.

Em primeira analise, tendo como agao real a tragdo aplicada, estuda-se a convergéncia do método
relativamente as variaveis essenciais do problema, u e o, no dominio e na fronteira para diferen-
tes combinacoes dos parametros da solucao, diferentes malhas e nimero de modos utilizados na
aproximacao. De seguida, efetua-se o mesmo tipo de andlise, porém, referente a convergéncia do
método para as quantidades de interesse, que correspondem a deslocamentos ou reagdes em zonas

especificas da placa.

S
0.50 S, I S
S4
S1
0.50 S1 R EEEE R
Sz
1.0

Figura 4.1. Simplificagdo de simetria da placa quadrada

Oxx 1,0 EXX %
oy (= 0 eyy (=4 —F (4.1)
ny 0 Exy 0
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4.2.1 Convergéncia Global: Deslocamentos (u) e Tensoes (o)

Nesta parte, estuda-se a convergéncia do método para uma das componentes de tensio, oxx, €
para o campo de deslocamentos, u, da placa. O processo de construgao das solugoes para as outras
componentes de tenséo, oyy € oxy, € apresentado nas Fig. A.1 e Fig. A.2 para a malha da Fig. 4.2(c).

As malhas de elementos finitos geradas para a geometria do problema, desempenham um papel
importante no processo de convergéncia das solugoes, razio pelo qual se exploram diferentes tipos
de malhas para as analises em questao, de forma a aferir a sua influéncia nas solugées. Deste modo,
utilizam-se as malhas apresentadas na Fig. 4.2. A primeira e a segunda geradas por refinamento
uniforme, ao passo que a terceira foi gerada a partir do refinamento adaptativo baseado no indicador
do erro global das solugdes. Enquanto que, as duas primeiras malhas sao geradas sem qualquer
informacao relativa aos erros das solugdes, razao pelo qual ndo apresentam uma distribui¢cao particular
de elementos, ja a terceira € gerada tendo em conta essa informacao, onde € possivel observar uma
maior concentracdo de elementos na zona de transicdo das propriedades mecanicas, o que permite

minimizar os erros das solugdes.

(a) uniforme: ne = 256 (b) uniforme: ne = 1024 (c) global: ng = 1589

Figura 4.2. Malhas de elementos finitos usadas para o estudo da convergéncia das solugdes pelo PGD de u e o

% Q
Ei [0,1;2,1]
E> [0,1;2,1]
1 0,3
Vo 0,3

Tabela 4.1. Dominio dos parametros (E, v) para cada secgao

Na Fig. 4.3, apresenta-se para a malha uniforme, com ne = 256, o0 processo de enriquecimento
do PGD para a componente de tensao oxx do campo equiliborado de tensdes, para 4 combinagoes de
valores do médulo de elasticidade das seccdes que constituem a placa. Dois casos correspondem a
situagao em que a placa € homogénea, com os seguintes modulos de elasticidade: E;{ =Es =E =0,1¢
E, = E> = E = 2,1, e 0s outros dois casos correspondem a situacao de uma placa nao homogénea, em

gue as secgoes tomam os modulos de elasticidade: E; =2,1,E5> =0,1 e E{ =0,1,E> =2,1. A primeira
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coluna de cada caso ilustra a solugao para a componente de tensdo oxx correspondente as 4 primeiras
etapas do processo de enriquecimento pelo PGD, enquanto que, a segunda coluna corresponde aos
modos que alteram a solucdo ao passar de uma dada etapa n para a etapa seguinte n+ 1, com a
excecdo da Ultima linha que ilustra a solugédo ja convergida, apés a soma de A’ modos. Os valores
do dominio paramétrico, usados no programa, para a obtencao dos resultados, estdo apresentados na
Tab. 4.1, em que se opta por fixar o valor do coeficiente de Poisson, v, em ambas as sec¢des, com vista
a simplificar a analise.

A partir do processo ilustrado na Fig. 4.3, é possivel observar que a aproximagao do método na
etapa inicial para a componente de tensao oy, independentemente da combinagdo dos parametros,
corresponde a solucao exata do problema homogéneo. Se o método fosse perfeito, seria de se esperar
que para as situagdes em que a placa é homogénea, esta solucao inicial se mantivesse ao longo das
diferentes etapas, o que corresponderia a ter modos que fossem zero entre etapas, que seria benéfico
neste caso, mas que, prejudicaria a construgao das solugdes para outras combinagdes de parametros
que correspondem as situagcoes nao homogéneas. Neste sentido, de forma a também satisfazer as
outras combinagoes dos parametros, o PGD modifica a solugido do problema homogéneo, mas que é
recuperada apds alguns modos. E possivel observar que ndo sdo precisos muitos modos para o efeito,
ja que com N = 3 modos, a solugcéo se encontra proxima do valor exato, 0,75 < oxx < 1,4, no entanto,
s6 com N = 20 modos é que a solucdo converge completamente. Apesar disso, a partir da Fig. 4.4,
que ilustra as solugdes apos 3-6 modos, verifica-se que com A = 6 modos a solugdo se encontra ainda
mais proxima da solugéo exata, 0,95 < oxx < 1,05, pelo que modos superiores a este sdo de menor
importancia na solugéo do PGD.

Para as situagées ndo homogéneas, observa-se que com A" = 4 modos, a solugao praticamente
ja convergiu, pelo menos visualmente, no entanto a convergéncia completa para estes casos também
s6 acontece com N = 20 modos. Verifica-se, ainda, que a utilizacdo de modos superiores, N' > 4,
apresenta menor importancia na solucéo, e para o caso em que a secgao inferior € mais rigida e a
superior mais flexivel, é possivel observar alguma concentragao de tensédo na regiao da singularidade
mecanica da placa.

Observando os modos de cada combinacdo, que ocupam a mesma posi¢ao no processo de en-
riquecimento, é possivel constatar que sdo semelhantes entre si, uma vez que representam as mes-
mas fungdes de espaco, variando apenas o0 seu peso ou importancia, dependendo da combinagao em
causa, e sendo mais importantes em determinadas combinacdes do que noutras. Por exemplo, o pri-
meiro modo, N = 1, tem um maior peso para as combinacdes que tém a seccio inferior rigida, enquanto
que, para a combinagoes que tém a seccao inferior flexivel apresenta um peso menor. Outro facto a
realcar, € a mudanca de sinal do modo, em que para as combinagdes onde a secgao superior € flexivel
apresenta um dado sinal, e para o caso no qual a seccao superior € rigida, apresenta o sinal contrario.
Para o segundo modo, N = 2, ocorre o oposto do modo anterior, no qual desta vez, o modo apresenta
um maior peso para 0s casos em que a Secgao superior € rigida e peso menor para 0s casos com a
parte superior flexivel. O terceiro modo apresenta a maior importancia somente para a combinagdo em

que a parte superior rigida e a inferior flexivel, e peso reduzido para os restantes casos.
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Nas Fig. 4.5 e Fig. 4.6, apresenta-se o processo de enriquecimento do PGD para a componente
oxx do campo equilibrado de tensdes, com 1-3 e 3-6 modos do PGD, respetivamente, para as malhas
apresentadas na Fig. 4.2(b) e Fig. 4.2(c), limitando-se a analise apenas para 2 combinagoes do médulo
de elasticidade das secgoes: E4y =E> =E =0,1e Ey =2,1,E, =0,1. O processo para as outras duas
combinagdes dos parametros, E1 =E> =E =2,1 e E; =0,1,E, = 2,1, esta apresentado na Fig. A.3.

Tendo em conta os resultados obtidos para a malha da Fig. 4.2(a), é possivel observar que com
estas novas malhas de elementos finitos, as solugées melhoram ao nivel da representagao visual, com
uma distribuicdo mais suave para a componente de tensao oxx, sobretudo para a malha obtida a partir
do refinamento baseado no indicador do erro global e, desta vez, com a convergéncia completa das
solugdes a dar-se com A = 30 modos, para a malha da Fig. 4.2(b), e com A/ = 50 modos para a
malha obtida por refinamento adaptativo baseado no erro global, uma vez que estas capturam mais
detalhes do problema. Como acontecia para a malha uniforme, com ne = 256, para a combinacédo que
corresponde a situagdo homogénea, com A = 6 modos a solugdo ja esta visualmente muito proxima
do valor exato, e para os casos ndo homogéneos, essa situacdo acontece para a solugdo com N = 4
modos. Verifica-se que modos superiores aos referidos apresentam um peso menor para as solugoes,
relativos a pequenos detalhes capturados pelas malhas e a sua inclusdo nas solugdées. Uma vez que
estas malhas apresentam um maior grau de detalhe do modelo, a presenca de um nimero maior de
modos visa a inclusao destes novos detalhes nas solugdes, que antes nao se estava a ter em conta.
Tome-se como exemplo, a combinagao que corresponde ter a parte inferior rigida e a superior flexivel,
em que na zona da singularidade mecanica, verifica-se que o valor maximo da componente de tensao
oxx, para a solucao ja convergida, atinge o valor de 3,0; 3,5 e 4,7, respetivamente, para as malhas da
Fig. 4.2, na ordem em que sao apresentadas.

Ainda, entre as diferentes malhas, notam-se diferengas substanciais no pesos dos modos, tendo
em conta que o grau de detalhe de cada uma delas é diferente. Para a situacdo homogénea, com
E4 = E> = E = 0,1, observa-se uma mudanga de sinal no primeiro e segundo modo comparativamente
a solugao obtida para a malha da Fig. 4.2(a), que néo afeta de todo a solugao, uma vez que para aquela
combinagao, os modos somados entre si voltam a reconstituir a solugao inicial, e por isso, se cancelam
uns com os outros. Ainda para a combinacao homogénea, pode-se observar para a malha obtida pelo
refinamento baseado no indicador do erro global, que a presenca da singularidade mecéanica tem um
maior impacto nos pesos do 4°-6° modo, efeito este que ndo estava a ser capturado da melhor forma
pelas outras duas malhas. No entanto, as tensdes destes modos sao bastante semelhantes as da

malha da Fig. 4.2(b), exceto na zona da singularidade mecénica.
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Nas Fig. 4.7 e Fig. 4.8, usando a malha uniforme com ne = 1024, apresentam-se as tensdes de
tracdo ou de compressao que se geram na zona dos apoios, para as combina¢des de modulo de
elasticidade das sec¢des com os valores extremos opostos.

Na Fig. 4.7, é possivel observar que se desenvolvem tensdes verticais oyy no apoio inferior de
resultante f01 oyy dx = 0, para as duas combinagdes, uma vez que ndo existe tensdo vertical aplicada a
placa. Para a situacao em que a parte inferior € mais rigida ocorrem tensdes de tragao na parte inferior
esquerda, uma vez que a placa tem a tendéncia de se levantar nesta zona e de comprimir na parte
inferior direita. Para a combinagao contraria, acontece o oposto.

A partir da Fig. 4.8, observa-se que para os casos em que a secgao inferior é rigida e a superior
flexivel, uma maior percentagem da tensao horizontal aplicada, cerca de 80 %, é equilibrada pela
seccao inferior e, mesmo sendo flexivel, 20 % pela seccdo superior. Para a combinagédo contraria, a
secgao superior € que absorve mais tensdo, mantendo-se as percentagens de absorgao da parte rigida
e flexivel. Para qualquer das combinacdes, a resultante das tensoes, fo1 oxx dy = 1, que corresponde
a tensdo aplicada. E possivel ainda observar que para cada combinagdo, em cada apoio, esquerdo e
inferior, geram-se momentos que se auto-equilibram globalmente.

Na Fig. 4.9, apresentam-se as trajetérias das tensdes principais, em que se ilustra o caminho que
a tenséo horizontal aplicada na extremidade livre direita perfaz até chegar a zona do apoio na extremi-
dade esquerda. Ainda, é possivel observar na fronteira do apoio inferior, que as tensdes principais de
tracao de um lado e de compressao de outro, correspondem as tensdes na fronteira apresentadas na
Fig. 4.7. Da mesma forma, as tens6es apresentadas na Fig. 4.8, correspondem as tensdes principais

na extremidade esquerda.
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Figura 4.7. Distribuicao de tensdes oyy no encastramento deslizante inferior da placa (malha uniforme: ne = 1024).
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Figura 4.9. Trajectdria das Tensdes Principais para os casos em que as secg¢des apresentam mdédulos de elastici-
dade extremos opostos

Na Fig. 4.10 e Fig. 4.11, apresenta-se o processo de enriquecimento da solugao pelo PGD para
o campo de deslocamentos compativel (u), com 1-3 e 3-6 modos do PGD, respetivamente, e relativo
a malha da Fig. 4.2(a). Da mesma forma como foi ilustrado para a componente de tensao oxx an-
teriormente, apresenta-se este processo para 4 combinagdes de valores do modulo de elasticidade
das seccoes que constituem a placa, em que dois casos correspondem a situagdo em que a placa é
homogénea, com os seguintes modulos de elasticidade: E; = E; = E =0,1e E; = E> = E = 21,
e 0s outros dois casos correspondem a situacdo de uma placa ndo homogénea, em que as secgdes
tomam os médulos de elasticidade: Eq = 2,1,E, = 0,1 ¢ E; = 0,1,E> = 2,1. E de salientar que, a
representacao do campo de deslocamentos esta sob a forma vetorial, pelo que a escala de cor engloba
a informagado da sua amplitude. A primeira coluna, de cada combinagdo de moédulos de elasticidade,
ilustra as solugdes para o campo de deslocamentos referentes as 4 primeiras etapas, na Fig. 4.10, e

as 4 etapas seguintes na Fig. 4.11. A segunda coluna, ilustra os modos usados para enriquecer as
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solugdes, ao passar de uma etapa n para uma etapa n+ 1.

E possivel observar, para a etapa inicial e independentemente da combinagéo, que a aproximagao
corresponde a solugao exata do problema homogéneo, com um valor do moédulo de elasticidade a meio
do dominio paramétrico [0,1;2,1], i.e, E = 1,1 e a fungéo que representa esta solugao inicial € dada por
dn(x) = . Partindo desta solugéo inicial, para as combinagdes homogéneas, é possivel observar que
os deslocamentos sdo amplificados para o caso em que o médulo de elasticidade é menor, e reduzidos
no caso em que o modulo de elasticidade € maior. Para o efeito, observa-se que o primeiro e 0 segundo
modo desempenham um papel preponderante naquela agao, onde ambos apresentam um peso maior,
no sentido de amplificar os deslocamentos, para o caso com o médulo de elasticidade, E, menor e,
peso menor com sinal contrario, no sentido de reduzir os deslocamento, para o caso com o moédulo
de elasticidade, E, maior. Para as combinagdes ndo homogéneas, verifica-se que o primeiro modo é
importante para o caso em que a secgao inferior é flexivel, enquanto que, o0 segundo modo € importante
para 0 caso em que a secgao superior € flexivel. Assim, constata-se que os dois primeiros modos sao
0s mais preponderantes, independentemente da combinagao.

O terceiro modo, ao contrario dos dois primeiros, ja apresenta um peso mais uniforme entre todas
as combinagbes, porém, sendo mais visivel a sua influéncia, para solugao da combinagdao homogénea
em que E; = E» = 2,1. E possivel, ainda verificar que surgem outros modos, que sido mais impor-
tantes numa dada combinagao que noutra, como por exemplo, o 42 modo revela-se importante para a
combinagao homogénea com o modulo de elasticidade, E, menor, enquanto que o 52 modo revela-se
importante para a combinagdo nao homogénea que tem a parte inferior flexivel, e, o 7¢ modo, para a
combinagao que tem a parte superior flexivel.

Na Fig. 4.12, apresenta-se o0 processo de enriquecimento para a solugao do campo de desloca-
mentos compativel (u) da placa, usando a malha obtida por refinamento baseado no indicador do erro
global das solugbes. Limita-se a analise as combinacoes que apresentam a parte superior flexivel,
ie, E1 = E> = 0,1 e Ey = 2,1,E> = 0,1. Comparativamente ao processo apresentado para a malha
uniforme, com ne = 256, é possivel notar, logo a primeira vista, a alteragdo do primeiro modo, A/ = 1,
sendo um modo que ja ndo apresenta a parte superior completamente rigida, permitindo assim, que
esta se deforme. O segundo modo, A = 2, mantém a sua posicao, verifica-se, porém, que existe uma
reducdo do peso para a situagdo homogénea, Eq = E> = 0,1, como consequéncia da deformagao que
se verifica na parte superior do primeiro modo. Para a combinagdo nao homogénea, E4 =2,1,E> = 0,1,
nota-se um aumento no peso do segundo modo. Verifica-se ainda, que o primeiro modo da malha uni-
forme, com ne = 256, passa a ser o terceiro modo para esta nova malha, que tem maior impacto na
combinagao, E4 = E» = 0,1, fazendo a correcdo do deslocamento excessivo na parte inferior da solugéo
apos o primeiro modo.

Para além dos 3 primeiros modos, observa-se que para a situacao homogénea, E; = E> = 0,1,
0 5% e 0 82 modo sao importantes para pequenos ajustes, mas importantes para a solugdo. Para a
situagao nao homogénea, E1 = 2,1,E> = 0,1, para além do segundo modo, que basicamente constitui
a maior contribuicao para a solugao, nota-se a pequena, porém, importante contribuigao do 10° modo,

que amplifica ligeiramente o deslocamento na parte superior.

33



E1_2 1/E,=0.1

'l!

/

0+1+2+3/04+1+...+A

E1=01]E,=2.1

[o]

\ +
"‘

o
EY

°
o

°
IS

[«

°

I\;+

um

0+1+2+3

I D -_:_:_ _—
+ B

o
o

0

3
) Hm

Figura 4.10. Processo de enriquecimento sucessivo do PGD na obtencéo de solu¢des aproximadas para o campo
de deslocamentos compativel (u), com 1-3 modos e correspondentes aos 4 cantos do dominio paramétrico (uni-
forme: ne = 256)

0

34



m
A
1l
m
~
]
o
i

AR

&)
iy
G
=

+

\

0+...+5

\

| —
ANK 1A

S
iy
G
£

0.05

I

+

0.025

3
ik
3

m
]
s |o
IH
X
i
]
N
>

+

AN 1IN

| -

O+...+4

+

)
e
i
w

Ik

0.001

+

0.0005

4

05

05

™
N
I

!-

m
b
SR
| m
ARy
o |1
N
P

L

N
=
m

B
+

g g H
5 : :
+ + + +

!

+
w

N}

(=}

FICNN FICNIT

@

=

0.014

0.03

0.0075

0.00375

0

0.055

0.0275

Figura 4.11. Processo de enriquecimento sucessivo do PGD na obtencao de solugdes aproximadas para o campo
de deslocamentos compativel (u), com 3-6 modos e correspondentes aos 4 cantos do dominio paramétrico (uni-

forme: ne = 256).

35



m
M
Il
m
N
Il
o
=

=

[0+1] 2

+

\

)
by

T
N

® N
d

/

[ —

\

——Zo
b
S :
¥ +
M -
© .|

m
bl
HRiL
O |m
AN
Sl
°
-

0.005

B

)
by

4
=

i 'A’

55 + 0.38
0 I . I 0
1 I

55 +

B

\

)
g

G
N

+

08
‘ Iu

:
3
3
3
1 3
3
3
3

—dll

E1=2.1]E;=0.1

1 I @ I036
M l l + m
| /I ‘ |

0+1 - 23

I "

m l ‘ + . m
0 I I 0

I

i

0.18

Z

°

)
e
+
W,
®

o

O+14.. 4N

!

0

]
M,
Il
o |N
o=
MR
~
Il
IS4
=

_
AN
AC ] AN

0+..+4

-

|

S
R
Y
M

°

t

.

S
e
i
©

-_—
: +

Figura 4.12. Processo de enriquecimento sucessivo do PGD na obtencéo de solugdes aproximadas para o campo
de deslocamentos compativel (u) e correspondente as combinagdes com a parte superior flexivel (global: ne =
1589). 12 linha - Solugdo com 1-3 modos ; 22 linha - Solugao com 3-6 modos

36



4.2.2 Convergéncia das Quantidades de Interesse (Qd/)

De seguida, efetua-se uma analise dos resultados, orientada aos valores de deslocamentos ou

reagoes em regides especificas da placa, e respetivos majorantes do erro.

Para o efeito, estudam-se as quantidades de interesse (Qd/) referentes as situagdes apresentadas

na Fig. 4.13. Cada uma das situacoes, corresponde ao problema virtual que é necessario definir para

a obtencao dos valores da quantidade de interesse que se deseja, como se ilustra no esquema da

Fig. 4.14.
f2 =1 (SV
fi=1
A=l S ,
| | 0 =1
R = | v E> Ep
| v ! v v
Ri ! 2 : p 2 2
«— |-~ mmmmm e [ | et A |
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Figura 4.13. Quantidades de Interesse e Problemas Virtuais
Mo 6y =1
My 02 =1
(Quantidades de Interesse Rn > A=1
6h f1 =1
e fo=1
Figura 4.14. Esquema representativo das Quantidades de Interesse consideradas e correspondentes Problemas
Virtuais.
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Quantidade de Interesse: R},

Comeca-se pela analise da reagao horizontal no encastramento deslizante esquerdo, cujo problema
virtual corresponde a impor uma translagao horizontal unitaria. Para uma malha uniforme, com ng = 16,
apresentam-se na Tab. 4.2, os valores obtidos para esta quantidade de interesse, em fungdo do numero
de modos, fixando o valor do coeficiente de Poisson, v, e variando o médulo de elasticidade, E, das

secgbes num dado intervalo.

Qg =[0,1;2,1] Q,=0,3
Parametros E{=E>=21 E{=E>=01 E{=21;E>=0,1 E;=0,1;E>=2,1

modos A=1
0 1,00 + 0,00 1,00 &+ 0,00 1,00 + 0,00 1,00 + 0,00
1 1,00 + 0,00 1,00 + 0,00 1,00 + 0,00 1,00 + 0,00
40 1,00 + 0,00 1,00 &+ 0,00 1,00 £+ 0,00 1,00 £+ 0,00

Tabela 4.2. Valor da Reacao Horizontal, Ry,, e majorantes do erro em fun¢édo do nimero de modos para diferentes
combinagoes dos modulos de elasticidade dos materiais (refinamento uniforme: ne = 16).

A partir da Tab. 4.2, é possivel verificar que logo para a solugéo inicial do método e para as diferentes
combinagbes dos modulos de elasticidade, o valor da reacao é igual a solucao exata do problema.
Relativamente ao majorante do erro, uma vez que o problema virtual associado a esta quantidade de
interesse tem solug@o exata, sucede que o erro associado ao problema virtual, e = 0 — ea,,, = 5 €€ = 0.
Relativamente ao valor médio, de forma que haja equilibrio, o integral das tensoées, oxx, Na extremidade
esquerda da placa tem que verificar, f01 oxx dy = 1, qualquer que seja a combinacao de médulos de
elasticidade das secgdes. Por estas razdes, os resultados relativos a esta quantidade de interesse nao
se alteram, independentemente dos detalhes usados para a aproximagao das solugdes, i.e, numero de

elementos das malhas, niumero de modos e intervalo do dominio paramétrico.

Quantidade de Interesse: M =—-M>

Para qualquer combinagdo de parametros, verifica-se que M4 = —Mo, isto é, um é o simétrico
do outro, de forma que a sua soma seja nula. Neste sentido, tange-se apenas na analise de um
dos momentos, escolhendo-se para tal M1, relativo ao momento gerado no apoio esquerdo da placa.
Ao contrario do problema anterior, o problema virtual associado a esta quantidade de interesse, que
corresponde a impor uma rotagao virtual unitaria, ja ndo apresenta solugao exata, o que implica que
0 erro associado ao problema virtual, € # 0, e por conseguinte, o majorante do erro, ¢5,,, # 0. Neste
sentido, a qualidade dos resultados esta dependente de alguns aspetos ligados a aproximagao das
solugbes, como por exemplo o tipo € nimero de elementos das malhas, o nimero de modos e 0
intervalo do dominio paramétrico.

Para os casos em que ambos os médulos de elasticidade sdo iguais, apresentam-se os valores

médios e os majorantes do erro na Tab. 4.3 e Tab. 4.4, relativos as malhas com ne = 16 € ng = 1024,
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respetivamente, obtidas a partir de um refinamento uniforme. Da mesma forma, apresentam-se na
Tab. 4.5 os valores para os casos em que os mddulos de elasticidade sao extremos. Saliente-se que a
solucéo exata do problema homogéneo € M = M, = 0. Para além dos valores de M1, para os casos
em que os médulos de elasticidade sao iguais apresentam-se os valores de M», e 0os majorantes do
erro, de forma a ilustrar que os valores médios sao simétricos e que os majorantes de erro sao iguais.
Nos casos apresentados, o intervalo do dominio paramétrico usado é o mesmo, pretendendo avaliar
os resultados em termos do ndmero de modos e do nimero de elementos da malha. Os graficos
apresentados na Fig. 4.15, complementam a informagéo da Tab. 4.3, Tab. 4.4 e Tab. 4.5, ilustrando-se
os resultados para todos os modos inferiores a 10 e também usando outras duas malhas uniformes

intermédias, com ng = 64 € ng = 256.

Qe =[0,1;2,1 @, =0,83—Malha: ng =16
Parametros Ei=E>=2,1 Ei=E>=0,1 Ei=E>=2,1 Ei=E>=0,1
modos 01 =1 6> =1
0 -0,00000 + 0,12973 -0,00000 +0,12973 0,00000 + 0,12973  0,00000 + 0.12973
1 -0,01144 + 0,07371  0,02357 + 0,09756 0,01145 + 0,07372 -0,02358 + 0,09755
10 -0,00000 + 0,00308 -0,00012 + 0,00196 0,00000 + 0,00308 0,00012 + 0,00196
20 0,00000 + 0,00071 -0,00002 + 0,00125 0,00000 + 0,00071  0,00002 + 0,00125
40 0,00000 + 0,00071 -0,00002 + 0,00125 0,00000 + 0,00071 0,00002 + 0,00125

Tabela 4.3. Valor médio dos Momentos, M1 e Mo, e respetivos majorantes do erro, em fungao do nimero de
modos, para as situagées com os médulos de elasticidade dos materiais iguais (refinamento uniforme: ne = 16).

Qe =1[0,1;2,11 Q, =0,3 — Malha: ne = 1024
Paréametros Ei=Ex=2,1 Ei=E>=0,1 Ei=Ex=2,1 Ei=E>=0,1
modos 0y =1 0o =1
0 -0,00000 + 0,12393  0,00000 + 0,12393 -0,00000 + 0,12393 -0,00000 + 0,12393
1 -0,00970 £ 0,02462 -0,04595 + 0,17700 0,00970 + 0,02462  0,04596 + 0,17700
10 0,00000 + 0,00042 0,00007 + 0,00017 -0,00000 + 0,00042 -0,00007 + 0,00017
20 0,00000 + 0,00010 -0,00000 + 0,00003 0,00000 + 0,00010 -0,00000 + 0,00003
40 0,00000 + 0,00003 0,00000 + 0,00002 0,00000 + 0,00003 0,00000 + 0,00002

Tabela 4.4. Valor médio dos Momentos, M1 e Mo, e respetivos majorantes do erro, em fungao do nimero de
modos, para as situagoes com os modulos de elasticidade dos materiais iguais (refinamento uniforme: ne = 1024).

A partir dos resultados apresentados na Tab. 4.3 e Tab. 4.4, relativos aos casos homogéneos,
observa-se que o valor médio do momento, para a aproximacao inicial do método, coincide com o
valor da solugao exata do problema, porém, pelo facto do PGD modificar a solugdo globalmente nos
modos seguintes, de forma a também satisfazer as outras combinagdes dos parametros, sucede que
os valores médios associados a quantidade de interesse também acabam por ser alterados. Verifica-se

ainda gue o valor médio, M1, é recuperado com um nimero de modos do PGD inferior a 10, i.e, com
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aproximadamente 5-6 modos, e que 0os majorantes do erro estabilizam com 20 modos, para a malha

com neg = 16, e com 40 modos, para a malha mais refinada, sendo menores neste ultimo caso.

Qe =[0,1;2,1] Q,=0,3
Parametros E4=2,1; E, =0,1 E{=0,1; Ex=2,1 E{=2,1;E>=0,1 E{=0,1; Ex=2,1
modos uniforme: ng = 16 uniforme: ne = 1024
0 0,10646 + 0,36522 -0,10646 + 0,24606 0,11077 +0,34289 -0,11077 + 0,24376
1 0,13307 + 0,21423 -0,08339 + 0,13126 0,13877 + 0,16832 -0,09932 + 0,09092
10 0,13114 £ 0,07719 -0,06561 + 0,02233 0,13822 + 0,00261 -0,06380 + 0,00083
20 0,13114 £ 0,07705 -0,06558 + 0,02217 0,13825 + 0,00249 -0,06380 + 0,00062
40 0,13114 + 0,07705 -0,06558 + 0,02217 0,13825 + 0,00248 -0,06380 + 0,00062

Tabela 4.5. Valor médio do Momento, M+, e majorantes do erro, em fungao do nimero de modos, para os casos
com os médulos de elasticidade dos materiais extremos opostos (refinamento uniforme: ne = 16 € ne = 1024)

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz

Figura 4.15. Valor médio do Momento, M1, e os seus limites, em fungdo do nimero de modos, para as
combinagoes dos modulos de elasticidade das seccgdes correspondentes aos 4 cantos do dominio paramétrico
e para diferentes malhas obtidas a partir de um refinamento uniforme.

Para os casos em que os mddulos de elasticidade sao extremos opostos, verifica-se na Tab. 4.5 que
guando a secgao inferior € rigida gera-se um maior valor do momento nos apoios, comparativamente
ao caso em que a seccao superior € rigida. A partir dos graficos apresentados na Fig. 4.15, é possivel
observar que quando os modulos de elasticidade sdo extremos opostos, os valores médios do momento
nao diferem muito entre as malhas para os 10 primeiros modos apresentados, ao contrario do que se
verifica para os casos em que os modulos de elasticidade sao iguais, particularmente para as solugdes
com os 5 primeiros modos do PGD. Uma das razdes que pode explicar isto, € o facto da solucao global
ser modificada nos primeiros modos, para os casos homogéneos, enquanto que para as situagées no
qual os médulos de elasticidade sao extremos opostos, aqueles primeiros modos sdo fundamentais
para estabelecer a solucao.

De forma geral, é possivel verificar que os majorantes do erro sdo maiores com poucos modos, uma
vez que o erro global das solugdes, ¢, ainda sdo significativos, e menores com mais modos do PGD.

Para as solugdes ja convergidas, na Fig. 4.16 apresentam-se os valores do momento e os limites,
superior e inferior, para as varias combinacoes dos modulos de elasticidade e usando as malhas obtidas
a partir de um refinamento uniforme com ng = 16 e ng = 1024. Nos graficos da Fig. 4.17, apresentam-se

as secgoes correspondentes aos 4 extremos do grafico da Fig. 4.16(a). Na Fig. 4.18, usando malhas
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uniformes com diferentes nimero de elementos, apresentam-se os majorantes do erro para as varias

combinagdes dos mddulos de elasticidade.

Vo = 03, V) = 0.3

(a) uniforme: ne = 16

vo =103, v =0.3

(b) uniforme: ne = 1024

Figura 4.16. Valor médio, M, e os seus limites, para as varias combinagoes dos valores dos modulos de elastici-

dade dos materiais.
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Figura 4.17. Secgoes especificas do grafico da Fig.
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4.16(a) para: E» =0.1,E;y =2.1,Eo =2.1e E; =0.1.

[ . = 16
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Figura 4.18. Majorantes do erro associados aos valores de M, para as varias combinagdes dos valores dos
mdbdulos de elasticidade e para diferentes malhas obtidas a partir de um refinamento uniforme.
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Observa-se claramente nos graficos da Fig. 4.17, que os maiores majorantes do erro se verificam
para os casos em que os modulos de elasticidade apresentam valores extremos opostos e menores
erros para os casos em que sao semelhantes. E utilizando uma malha mais refinada, na Fig. 4.16(b),
a superficie do valor médio e dos seus limites praticamente se confundem. Verifica-se ainda, que
se geram momentos nulos para os casos em que os materiais sdo semelhantes e o maior e menor
momento, em valor absoluto, para os casos: E1 =2,1; E> =0,1 e E; =0,1; Ex = 2,1, respetivamente.
No grafico da Fig. 4.18, verifica-se que quanto mais refinada for a malha, menores valores se obtém
para os majorantes do erro. E mais uma vez, é possivel ainda observar que no espago dos parametros
0s maiores valores dos erros se registam nos casos em que os materiais apresentam valores extremos

opostos do médulo de elasticidade, e os menores erros quando os médulos de elasticidade sao iguais.

Refinamento Adaptativo, usando como Qd/ M

Usando o refinamento adaptativo, baseado no indicador do erro global e local, obtém-se as malhas
apresentadas na Fig. 4.19. Na Fig. 4.20, apresenta-se o integral no espago paramétrico do majorante
do erro das malhas obtidas a partir de um refinamento uniforme e do processo adaptativo baseado no

indicador do erro global e local.

(a) local : ne = 1070 (b) global : ng = 1379

Figura 4.19. Malhas de elementos finitos geradas a partir refinamento adaptativo baseado no indicador do erro
global e local, usando o momento, M4, como a Qdl.
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Figura 4.20. Integral no espago paramétrico do majorante do erro em fungdo do nimero de elementos das malhas
geradas a partir de um refinamento uniforme e de refinamentos adaptativos baseados no indicador do erro global
e local, usando o momento, M+, como a Qdl/.

A partir da Fig. 4.20(a) e Fig. 4.20(b), observa-se que o refinamento global conduz a menores
majorantes do erro global, enquanto que o refinamento local conduz a melhores resultados para os ma-
jorantes do erro da Qdl. As malhas do refinamento uniforme apresentam os maiores erros em ambos 0s
casos. E possivel observar na Fig. 4.19(a) que a malha do refinamento local, para além de representar
a zona de singularidade mecanica, consegue também representar o efeito da acéo virtual na solugédo
do problema, apresentando para tal um maior refinamento no canto inferior esquerdo da placa.

Na Tab. 4.6, apresentam-se os valores médios para 0 momento, M4, e 0s majorantes do erro,
limitando a apresentagao dos resultados para as malhas da Fig. 4.19(a) e Fig. 4.19(b) e para os casos
em que os materiais possuem médulos de elasticidade extremos opostos. No grafico da Fig. 4.21,
apresentam-se os majorantes do erro, para as varias combinagdes dos moédulos de elasticidade e

usando os trés diferentes tipos de malhas: uniforme, global e local.

Qg =[0,1;21] ©,=0,3
Parametros E{=2,1;E>=0,1 Ei{=0,1;Es=2,1
modos global: ng = 1379 local: ng = 1070 global: ng = 1379 local: ng = 1070
0 0,11084 + 0,34285 0,11084 + 0,34250 -0,11084 + 0,24373 -0,11084 + 0,24370
1 0,13877 + 0,16761 0,13886 + 0,16710 -0,10036 + 0,09231 -0,09978 + 0,09143
5 0,13838 + 0,00122 0,13901 + 0,00371 -0,06405 + 0,00686 -0,06420 + 0,00140
10 0,13842 + 0,00064 0,13842 + 0,00020 -0,06371 + 0,00022 -0,06372 + 0,00017
20 0,13846 + 0,00027 0,13845 + 0,00011 -0,06372 + 0,00006 -0,06372 + 0,00002
40 0,13846 + 0,00024 0,13845 + 0,00011 -0,06372 + 0,00005 -0,06372 + 0,00002

Tabela 4.6. Valor médio do Momento, M+, e majorantes do erro, em fungao do nimero de modos, para os casos
com os médulos de elasticidade dos materiais de valores extremos opostos (local: ne = 1070 e global: ne = 1379)
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[ uniforme: n, = 1024
[ global: n, = 1379
[ local: n, = 1070

1072

Figura 4.21. Majorantes do erro associados aos valores de M, para varias combinacdes dos valores dos médulos
de elasticidade dos materiais e para trés diferentes tipos de malhas.

A partir da Tab. 4.6, € possivel verificar que o valor médio estabiliza por volta dos 20 modos, en-
quanto que os majorantes do erro aos 40 modos do PGD. A partir do gréafico da Fig. 4.21, verifica-se
que a malha do refinamento uniforme apresenta os maiores valores para o majorante do erro compa-
rativamente as malhas obtidas usando o refinamento adaptativo baseado no indicador do erro global
e local. Por sua vez, a malha obtida a partir do refinamento local apresenta os menores valores para
0s majorantes do erro do que a malha obtida a partir do refinamento global, como esperado, mesmo

possuindo um menor nimero de elementos.

Quantidade de Interesse: 4, e oy

Na Tab. 4.7, sdo apresentados os valores da solugao exata do problema homogéneo, referentes
as quantidades em questao, para diferentes combinacdes dos parametros, E e v, para comparacao a

posteriori com os resultados obtidos pelo PGD.

O exato dy exato
v\ E 0,1 2,1 0,1 2,1
0 10 0,47619 O 0

03 10 047619 3 0,14286

Tabela 4.7. Solugao exata do problema homogéneo para as quantidades de interesse ¢y, e dv, para diferentes
combinagoes de parametros E e v

Pretende-se perceber o impacto que cada um dos parametros tem na construgao das solugoes pelo
PGD. Para tal, fixa-se o parametro correspondente ao médulo de elasticidade E e varia-se o parametro
v e vice-versa. Assim, na Tab. 4.8 e Tab. 4.9, sdo apresentados os resultados referentes a &y, e dy, res-
petivamente, utilizando uma malha uniforme, com ne = 16, para diferentes combinacdes do coeficiente

de Poisson, v, fixando neste caso o valor do médulo de elasticidade, E.
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Qe =0,1 Q, =[0;0,3] — uniforme: ne = 16
Parametros vi=v=0 vi=v=03 vr1=0;15=0,3 r1=03;1=0
modos fi=1
0 9,87961 £ 0,12039  9,89021 + 0,10979  9,88491 + 0,11509  9,88491 + 0,11509
1 9,93896 + 0,06104  9,94377 + 0,05623  9,94376 + 0,05624  9,93803 + 0,06197
5 10,00000 + 0,00000 10,00000 + 0,00000 10,00000 + 0,00000 10,00000 =+ 0,00000
10 10,00000 + 0,00000 10,00000 + 0,00000 10,00000 + 0,00000 10,00000 =+ 0,00000

Tabela 4.8. Valor do deslocamento médio, 4;,, € majorantes do erro, em fungao do nimero de modos, para diferen-
tes combinagdes do coeficiente de Poisson v, fixando Qg (refinamento uniforme: ne = 16)

Qe =0,1 Q. =[0;0,3] — uniforme: ng = 16
Parametros vi=v=0 vi=v=03 vr1=0;15=0,3 1r1=03;1=0
modos fo=1
0 -0,03532 + 0,12039 -2,99921 + 0,10979 -1,51726 + 0,11509 -1,51726 + 0,11509
1 -0,01814 + 0,05900 -2,99614 + 0,05274 -1,50266 + 0,06726 -1,51656 + 0,06026
5 -0,00000 + 0,00000 -3,00000 + 0,00001 -1,50000 + 0,00017 -1,50000 =+ 0,00015
10 0,00000 + 0,00000 -3,00000 + 0,00000 -1,50000 + 0,00001 -1,50000 + 0,00000

Tabela 4.9. Valor do deslocamento médio, dv, e majorantes do erro em fungdo do nimero de modos, para diferentes
combinagoes do coeficiente de Poisson v, fixando Qg (refinamento uniforme: ne = 16).

Usando a mesma malha, na Tab. 4.10 e Tab. 4.11, apresentam-se os resultados de J, e dy, respe-
tivamente, para as combinagdes do modulo de elasticidade correspondentes aos 4 cantos do dominio

paramétrico, e fixando o valor de coeficiente de Poisson v.

Qe =[0,1;2,1 9, =0,3— Malha: ne = 16
Parametros Ei=E>=2,1 Ei=E>=0,1 Ey=21;E>=01 E;{=0,1;E>=2,1
modos fi=1
0 0,27942 + 0,19677 5,86777 +4,13223  3,07359 + 2,16450 3,07359 + 2,16450
1 0,31465 + 0,22228 10,43429 + 0,86409 2,30810 + 1,37149 2,54075 + 1,65524
5 0,47615 + 0,00077 9,94282 + 0,08039  3,28300 + 0,31814 3,35141 + 0,38974
10 0,47584 + 0,00045 9,99716 + 0,00371  3,29039 + 0,30713 3,40211 + 0,33431
20 0,47617 + 0,00002 9,99851 + 0,00153  3,29084 + 0,30658 3,40346 + 0,33246

Tabela 4.10. Valores dos deslocamentos médios, d;,, € majorantes do erro em fungéo do nimero de modos para as
combinagoes correspondentes aos 4 cantos do dominio paramétrico, fixando 2, (refinamento uniforme: ne = 16)
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vo = 0.3, v = 0.3 v =103, v =0.3
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(a) uniforme: ne = 16 (b) uniforme: ne = 1024

Figura 4.22. Valores dos deslocamentos médios, d;,, € os seus limites, para as varias combinagoes dos valores
dos mddulos de elasticidade dos materiais.
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Figura 4.23. Secgoes especificas do grafico da Fig. 4.22(a) para: E» = 0.1 e E; = 2.1.
Qe =1[0,1;2,1 Q, =0,3—Malha: ng =16
Parametros E1 =E2=2,1 E1 =E2=0,1 E1 =21; E2=0,1 E1 =0,1; E2=2,1
modos fo=1
0 -0,08383 + 0,19677 -1,76033 4+ 4,13223 -0,92208 + 2,16450 -0,92208 + 2,16450
1 -0,11253 £ 0,15130 -3,17679 +1,36720 -0,71351 + 1,65615 -1,13076 + 0,53707
5 -0,14297 £+ 0,00036 -3,00468 + 0,01362 -0,98451 + 0,09758 -1,01875 £+ 0,10969
10 -0,14287 + 0,00008 -3,00077 £ 0,00117 -0,98744 + 0,09201 -1,02111 £+ 0,10005
20 -0,14287 + 0,00002 -3,00013 + 0,00032 -0,98746 + 0,09191 -1,02116 £+ 0,09973

Tabela 4.11. Valor dos deslocamentos médios, v, € majorantes do erro, em fungdo do nimero de modos, para as
combinagoes correspondentes aos 4 cantos do dominio paramétrico, fixando Q. (refinamento uniforme: ne = 16)
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Figura 4.24. Valores dos deslocamentos médios, dv, € os seus limites, para as varias combinagdes dos valores
dos médulos de elasticidade dos materiais.
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Figura 4.25. Secgbes especificas do grafico da Fig. 4.24(a) para: E; = 0.1 e E; = 2.1.
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Figura 4.26. Majorantes do erro para os deslocamentos médios, &y, e dv, para as varias combinagdes dos modulos
de elasticidade dos materiais e usando diferentes malhas obtidas a partir de um refinamento uniforme.

Nos gréaficos da Fig. 4.22 e Fig. 4.24, apresentam-se os valores dos deslocamentos médios, &y, € dy,
respetivamente, e os seus limites, para as varias combinagdes dos médulos de elasticidade dos materi-
ais. Para cada Qd/, ainda apresentam-se nos graficos da Fig. 4.23 e Fig. 4.25, secgbes especificas dos
graficos apresentados na Fig. 4.22(a) e Fig. 4.24(a). Por fim, ilustram-se na Fig. 4.26, os majorantes
do erro para as varias combinacoes dos médulos de elasticidade, usando diferentes malhas obtidas a
partir de um refinamento uniforme.

Relativamente ao valor do deslocamento horizontal na extremidade direita da placa, ¢y, verifica-se
a partir da Tab. 4.8, que fixando o valor do médulo de elasticidade, em E = 0,1, o valor médio d
atinge a solugao exata do problema homogéneo com A = 5 modos do PGD, independentemente da
combinagao dos valores do coeficiente de Poisson v, uma vez que na solu¢do exata o valor de ¢, ndo
depende daquele parametro, enquanto que, variando os valores dos modulos de elasticidade, E, num
dado intervalo, como consta na Tab. 4.10, é possivel observar que para a combinagao de parametros
especifica, E; = E> = E = 0,1, o valor médio nao atinge propriamente o valor da solugao exata com
N =5 modos, pelo que, s6 com N = 20 modos é que se verifica o valor mais préximo do exato e com
0 majorante do erro ja suficientemente pequeno. Para a combinagdo especifica, E; = E> = 2,1, para
N =20 modos, nota-se um facto curioso, que mostra o valor exato, o0 = 0,47619, mesmo no limite
do intervalo do erro, ficando assim a prova de que o majorante do erro, ea,, € extremamente rigoroso.
Do grafico apresentado na Fig. 4.22(a) e das secgoes representadas na Fig. 4.23, é possivel verificar,
por um lado, que o maior valor do deslocamento se verifica, como se seria de esperar, quando ambos
materiais sdo flexiveis e 0 menor quando sao rigidos, e por outro lado, que 0os majorantes dos erro sdo
maiores para os casos em que os modulos de elasticidade sao extremos opostos, i.e, Es = 0,1; E4 = 2,1
e E> = 2,1; E; = 0,1, comparativamente aos casos em que os médulos de elasticidade sdo iguais.
Da Fig. 4.26(a), é possivel também retirar a mesma conclusao, observando-se ainda que refinando a
malha obtém-se, regra geral, majorantes do erro menores, tanto que para a malha da Fig. 4.22(b) nao

se consegue distinguir o valor médio dos limites.
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Relativamente ao valor do deslocamento vertical na extremidade superior da placa, dy, verifica-se
a partir dos resultados na Tab. 4.9, no qual o parametro E = 0,1 esta fixo, que com 5 modos do PGD
o valor médio atinge a solucao exata do problema homogéneo, enquanto que, fixando o parametro, v,
que consta na na Tab. 4.11, verifica-se que para a situacéo especifica, Eq = E> = E = 0,1, o valor médio
com 5 modos néo atinge precisamente o valor exato, ficando o mais perto possivel do valor exato para
N =20 modos, com um erro ja desprezavel. Dos graficos apresentados na Fig. 4.24, também se ve-
rifica novamente que o maior valor do deslocamento acontece para a situacdo de ambos os materiais
serem flexiveis e 0 menor valor quando ambos sao rigidos. Quando os valores dos moédulos de elas-
ticidade sao extremos opostos tém-se valores intermédios comparativamente as situagoes referidas
anteriormente. E mais uma vez, a partir dos cortes apresentados nos graficos da Fig. 4.25, é possivel
verificar que os maiores valores do majorante do erro ocorrem quando os médulos de elasticidade tém
valores extremos opostos. Comparando os majorantes do erro apresentados na Fig. 4.26, obtidos para
as Qdl, &, e éy, é possivel observar que a ordem de grandeza dos valores sao muito semelhantes no
dominio dos parametros.

De forma geral, constata-se que variar os valores do coeficiente de Poisson, v, e fixando o parametro,
E, ndo tem influéncia significativa na convergéncia dos valores de ¢y, ou dy, comparativamente a variagao
dos valores dos moédulos de elasticidade, E, e fixando o parametro, v, na medida em que sdo ne-
cessarios poucos modos, para o primeiro caso, e mais modos, para o segundo caso, para que o valor
médio seja igual ou préximo ao do valor exato do problema homogéneo. Isto tem a ver com a maior ou
menor facilidade que o PGD tem para construir as solugdes globais, ao variar um ou outro parametro.
Variando os dois parametros ao mesmo tempo, E e v, apresentados na Tab. 4.12 (4,,) e Tab. 4.13 (4v),
implicam mais modos do PGD na construgao da representagdo separada, porém, os resultados nao
diferem muito dos apresentados somente com o médulo de elasticidade, E, a variar. Assim, variando
os dois parametros, apesar da solugao nao convergir logo, conseguem-se obter os valores de 4}, ou dy,
para as varias combinacdes desejadas, que representa uma vantagem e com majorantes do erro que

garantem adequada fiabilidade ao valor médio.

Qe =[0,1;2,1] €, =[0;0,3]— Malha: ng =16
Parametros Eq =E, =2,1 Ei=E>=0,1 E1=21;E>=01 E;{=0,1;E>=2,1
modos fi=1;v1=1»b=03
0 0,27939 + 0,19680 5,84784 + 4,15216 3,06361 + 2,17448 3,06361 + 2,17448
1 0,32469 + 0,20463 9,92002 + 1,35222 2,26235 + 1,37933 2,65013 + 1,64544
5 0,46202 + 0,01547 9,74499 + 0,27769 3,19298 + 0,41245 3,34844 + 0,39523
10 0,47393 + 0,00265 9,94710 + 0,05360 3,28163 + 0,31721 3,39445 + 0,34357
20 0,47598 + 0,00022 9,99511 4+ 0,00494 3,28447 + 0,31292 3,39865 + 0,33706

Tabela 4.12. Valores médios do deslocamento, dy,, € majorantes do erro, em fungéo ao nimero de modos, variando

QE ey.

49



Qp =[0,1;2,1]

Q, =[0;0,3] — Malha: ng = 16

Parametros E; =E, =2,1 E{=E>=0,1 E{=2,1;E>=0,1 E{=0,1;E>=2,1
modos fo=1;v1=10,=0,3
0 -0,20480 + 0,19680 -1,63921 + 4,15216 -0,92201 + 2,17448 -0,92201 + 2,17448
1 -0,18226 + 0,14292 -2,48558 + 1,71712 -0,63900 + 1,66273 -1,04943 + 0,60981
5 -0,14367 + 0,00240 -2,98334 + 0,02481 -0,96279 + 0,11977 -1,00722 + 0,13010
10 -0,14286 + 0,00145 -2,99512 + 0,01460 -0,98473 + 0,09612 -1,01992 + 0,10454
20 -0,14291 £ 0,00016 -2,99845 + 0,00255 -0,98737 + 0,09349 -1,02092 + 0,10078

Tabela 4.13. Valores médios do deslocamento, dv, e majorantes do erro, em fungéo ao nimero de modos, variando

QE eOy.

Refinamento Adaptativo, usando como Qd/ iy

Usando como quantidade de interesse o valor do deslocamento vertical na extremidade superior

da placa, dy, procede-se ao refinamento adaptativo baseado no indicador do erro global e local das

solucdes, obtendo-se as malhas apresentadas na Fig. 4.27. Na Fig. 4.28, apresentam-se o integral dos

majorantes do erro em fungao do ndmero de elementos das malhas geradas a partir de um refinamento

uniforme e do refinamento adaptativo baseado no indicador do erro global e local, sendo possivel ob-

servar que as malhas do refinamento uniforme apresentam os maiores erros nas duas situagoes, pelo

que a sua utilizagdo conduz a maiores erros das solugdes. E possivel ainda verificar que usando tanto

o refinamento global ou local conduz a majorantes do erro global semelhantes, enquanto que, usando

o refinamento local conduz a majorantes do erro menores para a Qd/ em analise.

(a) global: ng = 1589

(b) local: ne = 1420

Figura 4.27. Malhas de elementos finitos geradas a partir do refinamento adaptativo baseado no indicador do erro
global e local, usando o deslocamento vertical, éy, como a Qd/
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‘I’global Yiocal
107" —— uniforme —— uniforme
—— local 1074 ¢ —— local
102 = global = global
1076 |
1078
4 1078 | .
10~ + —> Fig. 4.27(a)
Fig. 427(b) < NG~ Fig. 4.27(a)
107 ¢ 1071 4 Fig. 4.27(0)
1076 ¢ -12 |
+ + + Ne 10 + + + Ne
107 102 108 107 102 108
(a) Wylobal (b) Yigcal = dv

Figura 4.28. Integral dos majorantes do erro em fungao do nimero de elementos das malhas geradas a partir
do refinamento uniforme e de refinamentos adaptativos baseado no indicador do erro global e local, usando o
deslocamento vertical, 6y, como a Qadl.

Na Tab. 4.14, para as malhas obtidas a partir do refinamento uniforme e do refinamento adaptativo
global e local, apresentam-se os resultados do deslocamento médio, 4y, € os majorantes do erro, em
funcao do numero de modos, para situacdes dos modulos de elasticidade iguais e na Tab. 4.15, quando
sao extremos opostos. Usando os trés diferentes tipos de malhas, no gréafico da Fig. 4.29, apresentam-
se 0s majorantes do erro para as varias combinagées dos mddulos de elasticidade dos materiais.

A partir dos resultados apresentados na Tab. 4.14, para os trés diferentes tipos de malhas, observa-
se gue com N = 20 modos, o valor médio praticamente j& atingiu o valor exato do problema homogéneo.
E a partir da Tab. 4.15, é possivel verificar que os valores de dy sao praticamente semelhantes conside-
rando a parte inferior rigida e a superior flexivel, e vice-versa. A partir do grafico da Fig. 4.29, observa-se
que os majorantes do erro sdo maiores para a malha uniforme comparativamente as malhas do refina-
mento global e local. Entre as malhas do refinamento global e local, verifica-se que as diferengas nao
sdo muito expressivas, podendo estar relacionado ao facto de ambas as malhas apresentarem uma
configuracao semelhante, apesar de ambas terem sido geradas com base em indicadores de erros di-

ferentes, um global e outro local, e de o integral do majorante do erro local ¥y, para as duas malhas

ser significativamente diferente, \I/I':o'gﬁm(b) ~10711; \I/I':o'g:l"zﬂa) ~ 1079,
Qe =[0,1;21] ©,=03

Parametro

Ei=21;Ey=21

Eq=0,1;E,=0,1

modos

uniforme: ng = 1024

global: ne = 1589

local: ng = 1420

uniforme: ng = 1024

global: ne = 1589

local: ng = 1420

0

1

5
10
20
40

-0,08383 + 0,19677
-0,11803 + 0,12563
-0,14316 + 0,00053
-0,14295 + 0,00012
-0,14286 + 0,00001
-0,14286 + 0,00000

-0,08383 + 0,19677
-0,11807 + 0,12567
-0,14310 + 0,00091
-0,14288 + 0,00019
-0,14285 + 0,00000
-0,14286 + 0,00000

-0,08383 + 0,19677
-0,11804 + 0,12561
-0,14304 + 0,00031
-0,14293 + 0,00016
-0,14286 + 0,00000
-0,14286 + 0,00000

-1,76033 + 4,13223
-2,54383 + 2,53908
-3,03394 + 0,03574
-2,99996 + 0,00028
-3,00001 + 0,00001
-3,00001 + 0,00001

-1,76033 + 4,13223
-2,565263 + 2,52442
-3,03354 + 0,04051
-3,00093 + 0,00189
-3,00001 + 0,00004
-3,00000 + 0,00000

-1,76033 + 4,13223
-2,54827 + 2,53462
-3,03463 + 0,03923
-3,00009 + 0,00111
-2,99998 + 0,00004
-3,00000 + 0,00000

Tabela 4.14. Valor médio do deslocamento,

dv, € majorante do erro, em fungdao do nimero de modos, para 0s
casos com os modulos de elasticidade dos materiais de valores iguais e usando trés diferentes tipos de malhas

51



Qe =[0,1;21] Q,=03

Parametro

E1=21;E,=0,1

Ei=01;Ey=21

modos

uniforme: ne = 1024

global: ne = 1589

local: ne = 1420

uniforme: ng = 1024

global: ne = 1589

local: neg = 1420

0 -0,92208 + 2,16450 -0,92208 + 2,16450 -0,92208 + 2,16450 -0,92208 + 2,16450 -0,92208 + 2,16450 -0,92208 + 2,16450
1 -0,64833 + 1,50902 -0,64520 + 1,50286 -0,64527 4 1,50229 -0,98935 + 0,37599 -0,98915 + 0,38143 -0,98990 + 0,37793
5 -0,93560 + 0,01851 -0,93873 + 0,00232 -0,93404 4+ 0,01166 -0,96166 + 0,00921 -0,95172 + 0,02431 -0,95944 + 0,00503
10 -0,94018 + 0,00469 -0,93769 + 0,00022 -0,93765 + 0,00019 -0,96101 + 0,00443 -0,95881 + 0,00027 -0,95873 + 0,00025
20 -0,94014 + 0,00449 -0,93763 + 0,00007 -0,93763 + 0,00006 -0,96119 + 0,00398 -0,95883 + 0,00006 -0,95883 + 0,00005
40 -0,94014 £ 0,00449 -0,93763 + 0,00005 -0,93763 + 0,00005 -0,96119 + 0,00397 -0,95884 + 0,00005 -0,95883 + 0,00004

Tabela 4.15. Valor médio do deslocamento, éy, € majorante do erro, em fungdo do nimero de modos, para os
casos com os médulos de elasticidade dos materiais de valores extremos opostos e usando trés diferentes tipos
de malhas

[ uniforme: n, = 1024
[ global: n, = 1589
local: n, = 1420

6al ocal

Figura 4.29. Majorantes do erro para o valor do deslocamento médio, dv, para as varias combinagdes de valores
no espago dos parametros e usando trés diferentes tipos de malhas.

Em forma de resumo, na Tab. 4.16, envolvendo as trés Qdl anteriormente analisadas, apresenta-
se o integral dos erros para os trés tipos de malhas: uma obtida a partir de um refinamento uniforme
e as outras duas obtidas a partir do refinamento adaptativo, baseado no indicador do erro global e
local, usando como Qd/ o momento, M, apresentadas na Fig. 4.19(a) e Fig. 4.19(b). Verifica-se que
Vgiobal € Menor usando a malha obtida a partir do refinamento adaptativo baseado no indicador do
erro global. A malha do refinamento uniforme apresenta os maiores valores dos integrais Vgiopa €
U\ocal COMparativamente as restantes duas malhas, pelo que conduz em média aos maiores valores do
erro. Verifica-se ainda que, usando a malha do refinamento local, obtém-se os menores valores para o
integral, ¥|4ca1, para a quantidade de interesse a partir do qual foi obtida, M4, mas ndo para as outras
Qal.
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uniforme: ng = 1024 global: ng = 1379 local: ng = 1070

Qd/ \IJgIobal VYiocal \IJgIobal VYiocal ‘I’global Yiocal
My 1,90x108 1,72x107 3,02x10° 2,18x10° 6,53x10° 3,60 x 10710
o 1,90x10% 396x10° 3,02x10° 9,78x10710 £53x10° 4,89 x 1072
o 1,90x108 427x107 3,02x107° 879x10""" 6,53 x107° 4,41 x 10710

Tabela 4.16. Integral dos majorantes do erro para Mi, é, € év usando uma malha obtida de um refinamento
uniforme e as malhas obtidas a partir do refinamento adaptativo baseado no indicador do erro global e local,
usando como Qd!/ M.
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4.3 Placa bi-encastrada composta por dois materiais

Apresenta-se na Fig. 4.30 o problema a modelar e analisar, onde se define em fungao dos parametros,
a e b, a geometria e a simplificacao de simetria da placa sujeita a uma pressao no topo. Esta é com-
posta por seccoes distintas designadas por S e S,, cada possuindo um mdédulo de elasticidade, E, e
coeficiente de Poisson, v.

As quantidades de interesse (Qd/) que se pretendem analisar para este problema, correspondem
ao deslocamento e o valor do momento a meia largura da placa. Neste sentido, para a determinagao
do deslocamento, define-se uma distribuigao de tensao virtual cuja resultante corresponde a uma carga
virtual unitaria. Esta distribuicdo tem a forma parabdlica, o que garante que o campo de tensdes
resultante da solucado virtual possa ser equilibrado. Para a determinagcdo do momento, define-se como
problema virtual uma rotacéo unitaria, a qual implica uma variacao linear do deslocamento horizontal.

No esquema da Fig. 4.31, ilustram-se os problemas virtuais associados a cada Qdl.

\19_1
1.5
a

[}
| |
[ i
| | | |
[ r T i
n (2] 0p]
= N =
(92] 0p]
N =
P —
<
\/ !
5
£
<

b

5V fy (y)

Guantidades de Interesse

Figura 4.31. Esquema representativo das Quantidades de Interesse e os correspondentes Problemas Virtuais.
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4.3.1 Geometria da placa: a=b=1
Quantidade de interesse: jy,

Comeca-se por analisar o problema para a situacdo em que ambas as dimensoées, a e b, sdo iguais
e com o dominio para as propriedades do materiais relativos a cada seccao apresentados na Tab. 4.17.
Fixa-se o valor do coeficiente de Poisson, v, para ambas as secgoes, com vista a simplificacdo da
analise e uma vez que a influéncia deste nao é consideravel, ao nivel das tensées e deslocamentos,
quando comparado com o modulo de elasticidade, E. Neste sentido, foca-se maior atencdo na variagao
dos modulos de elasticidade das secgdes e o impacto desta no comportamento da placa.

Apresentam-se nos graficos da Fig. 4.32, o integral no espago paramétrico do majorante do erro para
as malhas apresentadas na Fig. 4.33, geradas a partir de um refinamento uniforme e de refinamentos

adaptativos baseados no indicador do erro global e local das solugdes, usando como Qal dy, -

n Q

1

1
Es [0,1;2,1]
E> [0,1;2,1]
2 0,15
Vo 0,15

Tabela 4.17. Dominio dos parametros (E, v) de cada secgao. Geometria da placa: a=b = 1.

‘I’global Wiocal
-3 1
107" 4 = uniforme 10 = Uuniforme
- |ocal 104 | — |ocal
= global = global
102 10°5
108
107° ¢
1077
-8 |
104 | 10
1070
1075 ES 10 |
! ! Ne 10 ! ! Ne
102 108 102 108
(@) Ygiobal (0) Wigcal = dv,

Figura 4.32. Integral no espaco paramétrico do majorante do erro, em fungéo do nimero de elementos das malhas
geradas a partir de um refinamento uniforme e de refinamentos adaptativos baseados no indicador do erro global
e local, usando como Qd/ dy, .
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Figura 4.33. Esquema das malhas geradas a partir de um refinamento uniforme e de refinamentos adaptativos
baseados no indicador do erro global e local, usando como Qd/ dy, .

A partir dos graficos da Fig. 4.32, constata-se que as malhas obtidas a partir de um refinamento
uniforme apresentam os maiores valores para os majorantes do erro, uma vez que nao tém informacao
relativa aos erros das solucoes, ao contrario das malhas do refinamento global e local, que tém acesso
a esta informacao, razao pelo qual apresentam mais elementos em regides localizadas da placa.
Observa-se que o refinamento global conduz a menores valores para os majorantes do erro global
das solugdes, enquanto que o refinamento local conduz a menores valores para os majorantes do erro
associados a Qdl. O refinamento global tem a informagao relativa ao erro das solugdes do problema
real e € capaz de representar a transigao das propriedades mecanicas e as singularidades geométricas.
O refinamento local tem informacao relativa aos erros das solucoes do problema virtual, pelo que é ca-
paz de representar efeito da acao virtual, para além, da transicdo das propriedades mecanicas e das
singularidades geométricas.

Pretende-se verificar o impacto no processo de refinamento adaptativo das malhas, relativamente
a utilizacao de diferentes tolerancias 7 do PGD na aproximacgao das solugoes. Desta forma, utilizando
diferentes tolerancia = do PGD, nos graficos da Fig. 4.34 e Fig. 4.35, apresentam-se os integrais do

majorante do erro referentes as malhas geradas a partir de refinamento adaptativo baseado no indicador
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do erro global e local das solugdes, com 7 variando de 10~! até 10™*. Os gréficos para = = 107 séo
idénticos aos da Fig. 4.32.

A partir dos graficos da Fig. 4.34 e Fig. 4.35, observa-se que usar a menor tolerancia, neste caso
7 =107, conduz em média a maiores valores do majorante do erro, a nivel global e a nivel local para
a Qdl, enquanto que, para as restantes tolerancias, os erros sdo muito semelhantes para a sequéncia
de malhas geradas. No entanto, como se pode observar para = 10~', a partir de um certo nimero de
elementos, os erros comecam a divergir dos erros das outras tolerancias, pelo que, para as tolerancias,
7 > 1072, usando malhas mais refinadas do que as apresentadas, sucede 0 mesmo. Apresentam-se
na Fig. 4.36, as ultimas malhas geradas do processo adaptativo baseado no indicador do erro local e

global, usando para cada, como tolerancia do PGD, 7 = 107! e 7 = 1074.

‘I’global ‘Ijlocal
-3 1
1072 ¢ 10
1074 +
1078 | 107° ¢
1076 +
10—4 + —7 1
10 7=10"
= —2
08 | 7=10
=103
-5 1 — = {04
10 10 | =10
+ + > Ne + + > Ne
102 103 104 102 103 104

Figura 4.34. Integral no espago paramétrico do majorante do erro, em funcdo do nlimero de elementos das
malhas geradas a partir do refinamento adaptativo baseado no indicador do erro global. Tolerancias + do PGD
entre r =107 e 7 = 107%.

‘I’global Yiocal
-3 1
107 4 10
1074
1 0_2 + 1 0—5
1076
1073
1077
10 r=10" 108 | ——7=10"
=102 —r =102
=103 10-° —r =103
— = {04 — o _ 1 O—4
1075 =10 00 | =10
+ + Ne + + Ne
102 103 102 103

Figura 4.35. Integral no espaco paramétrico do majorante do erro, em fungao do nimero de elementos das malhas
geradas a partir do refinamento adaptativo baseado no indicador do erro local. Tolerancias = do PGD entre 7 = 10~
er=10"*
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Figura 4.36. Malhas de elementos finitos geradas a partir de refinamentos adaptativos baseados no indicador do
erro global e local, para as tolerancias 7 = 107" er =107

A partir da figura Fig. 4.36, observa-se que apesar da tolerancia inferior, as malhas geradas para
7 = 107" também sdo capazes de representar as zonas de singularidades, assim como as malhas
obtidas para 7 = 107, porém, com uma menor precisdo, que resulta em zonas menos refinadas.
Isto pode ser notado de forma mais explicita, nos cantos superior e inferior direito, para a malha do
refinamento local e no canto superior esquerdo para a malha do refinamento global.

Na Fig. 4.37, para a malha inicial, com ne = 48, apresentam-se os valores médios do deslocamento
vertical a meia largura da placa, dy,, € 0s seus limites, para as varias combinagées dos modulos de
elasticidade dos materiais que constituem a placa. Na Fig. 4.38, apresentam-se secgdes especificas do
grafico da Fig. 4.37 para os valores dos parametros: E; = 2,1, E{ = 2,1, e na Fig. 4.39 para os casos:
E>=0,1eE>=1,0.

vo = 0.15, 1 = 0.15

5V1 (M) + €ajocar

Figura 4.37. Valores dos deslocamentos médios, dy,, € 0s seus limites, para as varias combinagoes dos valores
dos médulos de elasticidade dos materiais.

No grafico da Fig. 4.37, verifica-se claramente que quando ambas secc¢oes sao flexiveis ocorre o
maior valor de éy, e, quando ambas secgOes sao rigidas, apresenta o menor valor. E para qualquer
outra combinagdo de parametros, os valores de dy, estdo compreendidos entre aqueles dois limites,
ie, 5{}‘:” = 0,162 < dy, < 3,407 = 6\’}‘1ax. A partir dos gréficos da Fig. 4.38 e Fig. 4.39, é possivel
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observar que os maiores valores dos majorantes do erro ocorrem quando os médulos de elasticidade
apresentam valores extremos opostos, i.e, S» rigida e S¢ flexivel, e vice-versa. E os menores valores
para os majorantes do erro ocorrem quando os modulos de elasticidade de ambos os materiais séao

iguais.

5V1 (“) + €apgcal 5V1 (,LL) * €aypcq
— oy, (W — by, (w)

— 0y, (1) —e —— by, () —e

5\/1 (1) £ a0 1 Alocal 6\/1 (0) £ Calneat 1 Alocal
1 e 1
0.6 | 106 | :
: : ! :
| | | h
| 1 ! |
[N 1 - 1
| 1 1
| 1 1
| 1 1
0.4 +° ~ 104 f '
€apea ~ 4,5.1072 ! '
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
0.2 + - 02 -
1 1 1 —— = E,

0.5 1 1.5 2
E>=21,v1 =0.15,1, =0.15 Ei=21,v1 =0.15,1, =0.15

Figura 4.38. Seccdes especificas do grafico da Fig. 4.37 para: E; =2.1 e Eq = 2.1.

1. - 6\/1 E;’L) 'E' E)a\ocal 4= —_— 6V1 (,U,) + €apeal
5V1 (/J‘) :t Ea\ocal o 5\/ (l; _Mea 6\/1 (M) :t Ealocal : 5 6\/1 ip‘)
1 local V4 (U) €ajocal
08| | % R B .
\ €ayoca ~ 0,48.1 02 1 \\ N - e 3 T N

’
y -~ \
~ 4481072 | I 3.407 |

1
1
1

€ajocal

0.6 +

0.4 +

E, E,

E2 = 1.0,1/1 = 015, Vo = 0.15 E2 = 0.1,1/1 = 0.15,1/2 =0.15

Figura 4.39. Seccodes especificas do grafico da Fig. 4.37 para: E; =1.0e E> = 0.1.

Comparam-se de seguida os valores de dy, e os seus limites, usando dois tipos diferentes de ma-
Ihas, sendo uma obtida a partir de um refinamento uniforme e a outra obtida a partir de um refinamento
adaptativo com o indicador do erro local. Desta forma, na Fig. 4.40 apresentam-se os valores médios,
dy,, e respetivos limites para as varias combinag6es dos modulos de elasticidade dos materiais. E nos
graficos da Fig. 4.41 e Fig. 4.42, apresentam-se secc¢oes dos graficos da Fig. 4.40 para os seguintes

valores dos parametros: E> =2,1 e E1 = 2,1.
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vy =0.15, vy = 0.15 vy = 0.15, vy = 0.15

{—
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35 35
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H 2 H 2
=15 =15
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> 05 i o 05
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(a) uniforme: ne = 768 (b) local: ne = 540

Figura 4.40. Valores dos deslocamentos médios, dy, , € 0s seus limites, para as varias combinag6es dos médulos
de elasticidade dos materiais.

uniforme: ng = 768

6V1 () £ €ajocal 6\/1 (1) + Carpea 6V1 (1) £ €ayocal 5\/1 () + Ao
— by, (w) — oy, ()
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\ I’
7
02 | -
‘ ‘ ‘ ; E,
0.5 1 15 2
E; =2.1,11 =0.15,15 = 0.15 E; =2.1,14 =0.15,15 = 0.15
Figura 4.41. Seccao especifica dos graficos da Fig. 4.40 para E, = 2.1.
uniforme: ng = 768 local: ng =540
vy (1) £ €apea By, (1) + € dv, (1) £ €apen 8v, (1) + Cagen
Sy, (1) dv, (1)
0.6 ! 0.6 !
- -~ _— 6\/1 (u) — €ayoca A — 6V1 ()= €ajocal
\\\\\\ // \\\ \\\\\ ,/, \\\
0.4 | - — R 0.4 | T SN
€ajpcal ~ 2,46 x 10 I,’ - 0.568 ‘\I €apea ~ 2,47 X 1073 II - 0.569\‘
' |
1
7
0.2 | 02 | i
‘ ‘ ‘ E, ‘ ‘ ‘ : E,
1.5 2

Ei=21,v1 =0.15,1», =0.15

local: ng = 540

Ei =21, =015, = 0.15

Figura 4.42. Seccao especifica dos gréaficos da Fig. 4.40 para E4 = 2.1.
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Olhando para os graficos da Fig. 4.40, percebe-se que a diferenga entre o valor medio, dy,, € 0s
limites superior e inferior € muito reduzida, razao pelo qual as superficies dos graficos se confundem.
Por outro lado, comparando os graficos da Fig. 4.40 e da Fig. 4.37 correspondente a malha uniforme
com ne = 48, nota-se uma redugao para os majorantes do erro, uma vez que, regra geral, os majorantes
tendem a diminuir com o refinamento da malha, dada a caracterizagdo do modelo ser melhor. A partir
da comparacao dos gréaficos da Fig. 4.41 e Fig. 4.42, e do graficos da Fig. 4.38, estima-se uma reducao
num fator ~ 10~1. Para o caso em que o material intermédio, i.e, S, é rigido e Sy flexivel, apresentado
no detalhe da Fig. 4.41, observa-se que a malha obtida a partir do refinamento adaptativo com base
no erro local, apresenta um menor valor do majorante do erro comparativamente a malha uniforme,
mesmo tendo um menor nimero de elementos. Para o caso contrario, no detalhe da Fig. 4.42, verifica-
se que os majorantes do erro para ambas as malhas sao praticamente semelhantes. No entanto, pelo
facto da malha uniforme apresentar ne = 768, € a malha obtida a partir do refinamento local apresentar
ne = 512, as comparacoes realizadas sdo meramente qualitativas.

Usando malhas com diferentes nimero de elementos obtidas de um refinamento uniforme e de um
refinamento adaptativo baseado no indicador do erro local, apresentam-se na Fig. 4.43 os majorantes
do erro associados ao valor médio, dy,, para as varias combinagdes de valores do modulo de elasti-
cidade dos materiais. Apresentam-se na Fig. 4.44 e Fig. 4.45, cortes dos graficos da Fig. 4.43 para
os seguintes valores dos parametros: E» = 2,1, E; = 2,1, E> = 1,0 e E5> = 0,1. A partir da Fig. 4.43,
observa-se claramente que os maiores valores dos majorantes do erro associados a dy,, ocorrem
quando um dos materiais € o mais flexivel, i.e, E; = 0,1 ou E> = 0,1 e 0 outro rigido, i.e, E €]0,1; 2,1],
como é possivel observar no corte E> = 0,1 da Fig. 4.45. E com a ajuda dos graficos da Fig. 4.44 e
da Fig. 4.45, verificam-se os menores valores dos majorantes do erro para 0s casos em que os mate-
riais apresentam os modulos de elasticidade iguais. A partir dos graficos apresentados na Fig. 4.44 e
Fig. 4.45, nota-se que para as malhas obtidas a partir do refinamento adaptativo baseado no indicador
do erro local, se obtém valores para os majorantes do erro menores do que os obtidos usando malhas
do refinamento uniforme com aproximadamente o mesmo nimero de elementos. Porém, a observagao
anterior ndo é totalmente afirmativa para a malha, com ne = 124, obtida a partir do refinamento adapta-
tivo baseado no erro local, uma vez que o processo de refinamento adaptativo ainda se encontra numa

fase inicial.
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uniforme local

Ey 0 o ) E, Ey 0 o ’ B

Figura 4.43. Majorantes do erro associados ao valor medio, éy,, para as varias combinagbes dos modulos de
elasticidade dos materiais e para diferentes tipos de malhas.

€acal €ayocal
107" % 107" 5
- Adaptativo - Adaptativo
—— Uniforme —— Uniforme
1072 + 1072 +
103 + K 1078
1074 + 1074 +
1075 ¢ 107 ¢
1078 : : : : E4 1076 : : : : E,
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Eo =2.1,v1 =0.15,1, = 0.15 Ei{=21,v1 =0.15,1, = 0.15
Figura 4.44. Secgoes especificas dos graficos da Fig. 4.43 para: E; =2,1 e Eq = 2,1.
€aocal €aygcal
10_1 * 10—1 .
— Adaptativo — Adaptativo
—— Uniforme —— Uniforme
102 | 102 =
—
i ¥ e T
107 + \\ - o | 7
1075 . : . . E4 105 . . . . E4
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
E> =1.0,1v1 =0.15,15 =0.15 E; =0.1,v1 =0.15,0 =0.15

Figura 4.45. Seccoes especificas dos graficos da Fig. 4.43 para: E; = 1,0 e E; = 0,1.
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Na Fig. 4.46, para combinacoes especificas dos médulos de elasticidade das secgdes, apresentam-
se 0os majorantes do erro, em funcdo do nuimero de elementos das malhas obtidas a partir de um
refinamento uniforme e de um refinamento adaptativo baseado no indicador do erro local. Observa-se
que os valores dos majorantes do erro sdo menores para as malhas obtidas a partir do refinamento
adaptativo baseado no indicador do erro local, especialmente para as malhas com um maior nimero
de elementos. Nota-se, mais uma vez, que para as situagdes homogéneas, i.e, Eq = Es> = E, os erros
sao inferiores comparativamente aos casos em que os modulos de elasticidade sdao extremos opostos,
com a excegao para 0 caso em que os dois materiais s&o flexiveis, uma vez que o valor medio, dy,,
correspondente aquela combinagao especifica apresenta o maior valor, pelo que a incerteza, ou se se
preferir o erro associado, é também superior. Usando as malhas obtidas a partir de um refinamento
uniforme, observa-se que o logaritmo dos majorantes do erro tende a reduzir a uma taxa constante com
o logaritmo do nimero de elementos, enquanto que usando as malhas do refinamento local se observa

uma taxa de redugao variavel, aumentando para as malhas mais refinadas, i.e, com mais elementos.

uniforme local
€ajocal €ajocal
1071 %
IS
102 | T
L -
o
1078 |
1074 4 107 4
~mEy=21;E;=0.1 —=-E1=21,E=0.1
~m E{=01;E;=21 —=—-E;=0.1;Ex =21
105 || ® E1=10;E2=10 105 1 | E1=10;E2=1.0
E;=0.1;E; =01 E1=0.1;E2=0.1
—m—E =21;E, =21 —8-E1=21;Ex =21
106 : : Ne 106 : : Ne
102 108 102 108

Figura 4.46. Majorantes do erro associados ao valor médio, éy,, em fungéo do numero de elementos das malhas
e para combinagoes especificas dos moédulos de elasticidade dos materiais.

Apesar do valor meédio, dy,, n&o evidenciar alteragéo significativa para as malhas apresentadas
na Fig. 4.37 e Fig. 4.40, aquela diferenga existe, porém com valores muito reduzidos, praticamente
desprezaveis. Assim, na Fig. 4.47, apresenta-se 0 modulo da diferenga entre o valor médio de diferentes
malhas e o de uma malha de referéncia obtida a partir do refinamento adaptativo baseado no indicador
erro local, com ng = 2084. E nos graficos da Fig. 4.48 e Fig. 4.49, ilustram-se cortes do grafico da

Fig. 4.47 para os seguintes valores dos parametros: E»> =2,1,E{ =2,1,E> =1,0e E> = 0,1.
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0 = |

Figura 4.47. Diferenca do valor médio da Qdl, éy, correspondente a diferentes malhas com

uniforme

local

62984 relativa a uma

malha de referéncia (local: ne = 2084) para as varias combinagdes dos médulos de elasticidade dos materiais.
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Figura 4.48. Secgbes especificas do grafico da Fig. 4.47 para: E; =2.1 e E; = 2.1.
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Figura 4.49. Secgbes especificas do grafico da Fig. 4.47 para: E; = 1.0 e E5 = 0.1.
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A semelhanca do comportamento evidenciado pelos majorantes do erro, apresentado anteriormente
na Fig. 4.43, observa-se que as maiores diferengas se registam quando os valores dos modulos de
elasticidade apresentam valores extremos, e as menores diferencas quando os modulos de elasticidade
sdo iguais. Porém, no corte E» = 0,1 da Fig. 4.49, verifica-se que as malhas obtidas a partir de um
refinamento uniforme apresentam uma menor diferenga para o caso em que os modulos de elasticidade
dos materiais apresentam valores extremos opostos, i.e, Es = 0,1; E; = 2,1 em detrimento do caso
E; = E»> = 0,1. Verifica-se ainda que as diferengas sdo menores para a malha mais refinada, obtida a
partir de um refinamento uniforme, com ng = 3072, e as diferengas sdo maiores para a malha menos
refinada obtida a partir do refinamento adaptativo baseado no indicador do erro local, com neg = 124.
De forma qualitativa, pode-se aferir que a malha uniforme, com ne = 768, apresenta um melhor valor
médio do que a malha obtida a partir refinamento local, com ne = 540, porém, apresenta um valor do
majorante do erro superior a esta Ultima malha, como pode ser verificado nos gréaficos das Fig. 4.44 e

Fig. 4.45 apresentados anteriormente.

Quantidade de Interesse: M,

Na Tab. 4.18, apresentam-se os valores do momento, M4, e 0s majorantes do erro para as combinacdes
correspondentes aos 4 cantos do dominio paramétrico. Utiliza-se uma malha obtida a partir de um re-
finamento uniforme e a outra obtida a partir do refinamento adaptativo baseado no indicador do erro

local, usando como Qal dy, .

Parametro uniforme: ne = 768 local: ne = 540
Ey=E> =21 -0,05333 £+ 0,00005 -0,05334 =+ 0,00002
Ey=E>=0,1 -0,05333 £+ 0,00005 -0,05334 + 0,00002

E1=2,1;E>,=0,1 -0,04979 £+ 0,00010 -0,04979 + 0,00009
E;=0,1;E>=2,1 -0,05604 + 0,00011 -0,05604 + 0,00004

Tabela 4.18. Valor da Qd/, My, e majorantes do erro, para as combinagdes correspondentes aos 4 cantos do
dominio paramétrico.

A partir da Tab. 4.18, verifica-se que o valor do momento, My, assim como 0s majorantes do erro,
sdo iguais para as situagdes que correspondem a uma placa homogénea, i.e, E; = E5, enquanto que,
para os casos em que os modulos de elasticidade apresentam valores extremos opostos, observa-se

um valor superior para 0 momento no caso que tem o material intermédio, S», rigido.

Diagramas de Deslocamentos (u) e Tensoes (o)

Na Fig. 4.50, apresenta-se o campo de deslocamentos compativel u, e a componente de tensao
equilibrada oxx da placa, para os casos em que os modulos de elasticidade dos materiais apresentam
valores extremos opostos. Para as mesmas situagdes na Fig. 4.51 e Fig. 4.52, apresentam-se os
diagramas de deslocamentos uy, e das tensdes oxx a meia largura da placa, e na Fig. 4.53 os diagramas

de tensdes oxx, Na sec¢ao do apoio.
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Para o caso em que o material intermédio (S,) é flexivel, a partir da Fig. 4.50 e do diagrama da
Fig. 4.61(b) € possivel verificar uma redugdo quase linear da componente de deslocamento uy do topo
para o inferior da placa, enguanto que, para o caso contrario cujo diagrama consta na Fig. 4.61(a), se
verifica que as maiores amplitudes da componente de deslocamento uy se verificam na secgdo de topo,
com as restantes secgdes a evidenciarem deslocamentos muito pequenos.

Através dos diagramas de deslocamentos uy apresentados na Fig. 4.51, que provém de uma solugdo
compativel, & possivel validar de forma aproximada os valores médios da Qql, dy,, apresentados ante-
riormente nos graficos da Fig. 4.37 e Fig. 4.40. Assim, denotando 6'\‘,1 o valor aproximado da Qad/ obtido
através de uma solugdo compativel para o campo de deslocamentos, este valor pode ser calculado
através da ponderacao dos valores de uy com a fungéo fy(y) ilustrada na Fig. 4.30, que representa a

acao virtual. A aplicacao disto resulta em:

1
ol ~ /O uy x fy(y)dy ~ 0,567, Fig. 4.38 = oy, =0,568 (Eq =2,1;Ep=0,1) (4.2)

1
ok, ~ /O uy x fy(y)dy ~ 0,485, Fig. 4.38 = 6y, =0,490 (E; =0,1;Ep=2,1) (4.3)

Saliente-se que, estes valores ndo sao exatamente iguais aos obtidos nos graficos das Fig. 4.37
ou da Fig. 4.40 apresentados anteriormente, uma vez que aqueles levam também em consideracdo
os valores da componente uy obtida a partir de uma solugao equilibrada, constituindo o valor final
uma média de ambos. No entanto, estes valores calculados de forma expedita constituem uma boa
aproximacgao para a verificacao dos valores obtidos pelo programa.

Relativamente as tensdes oxx, a partir da Fig. 4.50 é possivel observar, de forma geral, que os
maiores valores de oxx se desenvolvem nos materiais mais rigidos. Comparando os diagramas da
Fig. 4.52 e Fig. 4.53, relativos as tensoes, oxx, Nas seccoes a meio e no apoio da placa, respetivamente,
notam-se maiores valores de tensdes na seccao do encastramento do que na seccao a meia largura
da placa, que pode ser explicado comparando o problema em questao ao modelo de uma viga bi-
encastrada, em que o maior valor do momento se verifica na secgdo do encastramento. E possivel
ainda observar que as tensdes que se desenvolvem no caso E1 = 2,1; E> = 0,1, sdo superiores em
valor absoluto as tensdes que se desenvolvem para a combinagao de médulos de elasticidade oposta,
uma vez que a altura da secgao rigida de topo, S1, € metade da seccao, S,, que implica uma inércia
inferior e por isso, mobilizam um maior valor de tenséo, oxx. De forma qualitativa, estima-se que as
tensdes maximas oxx para o casos em que Eq = 0,1; E» = 2,1 ~ %—% das tensdes maximas para a

combinagao oposta, i.e, E; =2,1; E» =0,1.
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|E1=2.1|E2=0.1 E;=2.1|E;=0.1

Figura 4.50. Campo de deslocamentos (u), e componente de tensao oxx, referentes aos casos em que os modulos
de elasticidades dos materiais apresentam valores extremos opostos (malha uniforme: ne = 768).

1 1
0.75 0.75 |
> 05 > 05
0.25 0.25|
%2 0 %2 0
Uy Uy
(@) Ey =0,1; Ep = 2,1 (b) Ey =2,1; E = 0,1

Figura 4.51. Diagrama de deslocamentos uy & meia largura da placa para valores extremos opostos dos médulos
de elasticidade dos materiais (malha uniforme: ne = 768).

1 1
0.75 = 0.75 R
> 0.5 4 > 05 =
0.25 = 0.25 =

| | | |
0 -1 -05 0 05 1 0
Oxx
(@) E{ =0,1; Ep =2,1 (b) B4 =2,1; E2 = 0,1

Figura 4.52. Diagrama de tensdes oxx a meia largura da placa quando os médulos de elasticidade dos materiais
apresentam valores extremos opostos (malha uniforme: ne = 768).
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1
0.75 | . 0.75 | |
> 05 4 > 05} s
0.25 = 0.25 1
0 010 5 0 -5 -10
Txx
(a) E1 =0,1; Eo =21 (b) Ey =2,1; E» = 0,1

Figura 4.53. Diagrama de tensdes oxx no apoio quando os mddulos de elasticidade dos materiais apresentam
valores extremos opostos (malha uniforme: ne = 768).

4.3.2 Geometriadaplaca:a=1,b=2

Analisa-se de seguida o problema para o caso em que as dimensdes apresentam a relagao % =0,5,

i.e, com a largura maior que a altura, e com o dominio das propriedades mecanicas dos materiais
referentes a cada secgao apresentados na Tab. 4.19.

% Q

1
b 2
Ei [0,1;21]
E> [0,1;2,1]
4 0,15
Vo 0,15

Tabela 4.19. Dominio dos parametros (E e v) de cada secgdo. Geometria da placa: a=1; b = 2.

Quantidade de interesse: Jy,

Usando como Qal o deslocamento a meia largura da placa, dy,, apresenta-se na Fig. 4.54 o integral
no espacgo paramétrico do majorante do erro para a sequéncia de malhas ilustradas na Fig. 4.55 obtidas

a partir de um refinamento uniforme e de refinamentos adaptativos baseados no indicador do erro global
e local.
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Figura 4.54. Integral no espaco paramétrico do majorante do erro, em fung@o do nimero de elementos das malhas
geradas a partir de um refinamento uniforme e de refinamentos adaptativos baseados no indicador do erro global
e local, usando como Qd/ dy,.

A partir dos graficos da Fig. 4.54, observa-se mais uma vez que as malhas do refinamento uniforme
apresentam os maiores erros, enquanto que, as malhas do refinamento global conduzem a menores
valores para o erro global das solugdes e as malhas do refinamento local conduzem a menores valores
para os erros da Qdl em andlise. A partir da Fig. 4.55, é possivel verificar que as malhas do refi-
namento adaptativo baseado no erro global concentram mais elementos na zona das singularidades,
nomeadamente a transicao das propriedades mecanicas e singularidades geométricas, e as malhas do
refinamento adaptativo baseado no erro local, para além daquelas zonas, também conseguem capturar
o efeito da acao virtual aplicada a meia largura da placa. Comparando os resultados do integral do
majorante do erro da Fig. 4.54, com os resultados obtidos para a geometria a = b = 1, que constam na
Fig. 4.32, é possivel constatar que apresentam maiores valores para ambos os integrais ¥, por um lado
pelo facto da geometria ser maior, o que explica o maior valor para os majorantes do erro global, e por
outro lado, pelo facto da largura b ser maior, o que induz valores superiores para a Qdl em analise dy,,

e por conseguinte, valores maiores do majorante do erro local.
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\If|oca| = 2,02 X 10_2

Figura 4.55. Esquema das malhas geradas a partir de um refinamento uniforme e do refinamento adaptativo
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baseado no indicador do erro global e local, usando como Qadl éy,.
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Vo = 015, vy = 0.15

Ovy (1) % €ayy

Figura 4.56. Valores dos deslocamentos médios, dy,, e 0s seus limites, para as varias combinagdes dos valores
dos modulos de elasticidade dos materiais.
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Figura 4.57. Seccdes especificas do grafico da Fig. 4.56 para: E, =2.1 e Eq = 2.1.
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Figura 4.58. Seccdes especificas do grafico da Fig. 4.56 para: E, = 1.0 e E, = 0.1.

Nos gréaficos da Fig. 4.56, para a malha inicial com ne = 32, apresentam-se os valores do deslo-

71



camento medio, dy,, € 0s seus limites, para as varias combinagdes dos modulos de elasticidade dos
materiais. Observa-se claramente a partir da Fig. 4.56, mais uma vez, que o maximo valor de dy, ocorre
quando os materiais sao flexiveis e 0 minimo valor quando os materiais sdo rigidos. Para qualquer ou-
tra combinag&o dos parametros, os valores de dy, estdo compreendidos entre aqueles dois limites, i.e,
5{}!” =0,86 < dy, < 18,05 = 5{‘,“2“. A partir dos gréficos da Fig. 4.57 e Fig. 4.58, observa-se claramente
que os maiores valores para os majorantes do erro ocorrem quando os modulos de elasticidade dos
materiais apresentam valores extremos opostos, i.e, E{ = 0,1; E»> = 2,1 e vice-versa. E 0s menores
valores para os majorantes ocorrem, regra geral, quando os médulos de elasticidade séo iguais. Apesar
disso, note-se que para a situagdo E1 = E; = 0,1, o majorante do erro é superior para 0 caso em que
E1 =0,1; Ep = 2,1, verificando-se assim que quanto maior for a ordem de grandeza do valor médio, dy,,
maior é também a estimativa para o majorante do erro. E consequentemente, para o caso em que 0s
materiais sdo rigidos, o valor do majorante do erro é o menor de todos. Observa-se ainda, que quando
o material intermédio S, é flexivel e Sy rigido regista-se um maior valor de dy, comparativamente a
situacao oposta. Em geral, o comportamento do grafico da Fig. 4.56 € semelhante ao apresentado no
grafico da Fig. 4.37 para a geometria a = b = 1, exceto para os valores do deslocamento médio dy e
dos majorantes do erro, que sdo maiores.

No gréafico da Fig. 4.59, apresentam-se os valores do deslocamento médio, dy,, correspondente a
malha de referéncia obtida a partir de um refinamento adaptativo baseado no indicador do erro local,
com ne = 852, e os limites, superior e inferior, das solugdes com 1 e 10 modos do PGD correspondente
a malha uniforme com ne = 8. A partir da Fig. 4.59 e da Fig. 4.60, verifica-se claramente que os
majorantes do erro sao superiores para a solucdo com 1 modo do PGD comparativamente a solucao
com 10 modos, especialmente para as situagdes em que os moédulos de elasticidade dos materiais
apresentam valores extremos opostos, i.e, E»> = 2,1; E; = 0,1 e vice-versa. Para as situagcdes em que
os médulos de elasticidade sao iguais, i.e, E1 = Eo, a diferenga nao é tao expressiva. A partir do detalhe
ampliado na Fig. 4.60 para o corte E4 = 2,1, verifica-se que mesmo com poucos modos do PGD os

majorantes do erro sao sempre figveis.

Vo = 015, VG = 0.15

Figura 4.59. Valores do deslocamento médio, dy,, correspondente & solugéo de referéncia (local: ne = 852) e os
limites para as solugdées com 1 e 10 modos do PGD da malha grosseira (uniforme: ne = 8).
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Figura 4.60. Seccoes especificas do grafico da Fig. 4.59 para os casos: E> =2.1, E;y =2.1,E; =0.1 e E» = 0.1.

Quantidade de Interesse: Mo

Na Tab. 4.20, apresentam-se o0s valores do momento, M, e 0s majorantes do erro, para as combinagdes
do médulo de elasticidade correspondente aos 4 cantos do dominio paramétrico e usando uma malha
uniforme e outra obtida a partir do refinamento adaptativo com base no erro local, usando como Qad/
dv

5"

Parametro uniforme: ng =512  local: ng = 852
Ey=E> =21 -0,17914 + 0,00026 -0,17910 + 0,00001
Eqy=E>=0,1 -0,17914 + 0,00026 -0,17910 + 0,00001

E1=2,1;E>,=0,1 -0,17544 £ 0,00087 -0,17544 + 0,00008
E;{=01;E>=2,1 -0,18214 £+ 0,00024 -0,18211 &+ 0,00002

Tabela 4.20. Valor médio da Qdl, M,, e majorantes do erro, para as combinagoes correspondente aos 4 cantos do
dominio paramétrico.

A partir da Tab. 4.20, é possivel observar que os valores do momento, assim como os majorantes
do erro, sao iguais para os casos em que os modulos de elasticidade sao iguais, i.e, E; = E>. Estas
situacdes apresentam os menores majorantes do erro comparativamente aos casos em que os modulos
de elasticidade sdo extremos opostos. Observa-se um maior valor do momento para a situagao que

apresenta o material intermédio S» rigido e Sy flexivel, e o menor valor para a situacao oposta.

Diagramas de Deslocamentos (u) e Tensoes ()

Na Fig. 4.61, apresentam-se os diagramas de deslocamentos uy a meia largura da placa, para
os valores extremos opostos dos modulos de elasticidade dos materiais. A partir da Fig. 4.61(b) é
possivel observar que a magnitude da componente do deslocamento uy ao longo da altura da placa
€ superior para o0 caso em que a seccdo intermédia, S», é flexivel, pelo que é possivel constatar, de
forma qualitativa, que o valor médio do deslocamento naquela zona é superior comparativamente a
situagao oposta apresentada na Fig. 4.61(a). Do grafico da Fig. 4.57, para aquela situagao verificou-se

que dy, = 4,676 > 2,694 = §y, para a situagao oposta, conforme o esperado.
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Figura 4.61. Diagrama de deslocamentos uy & meia largura da placa para os casos em que 0s moédulos de
elasticidade dos materiais apresentam valores extremos opostos (malha uniforme: ne = 512).

De seguida, comparam-se os diagramas de tensoes, oxx, obtidos a meia largura da placa pelo PGD,
com os diagramas oxx considerando um modelo de viga com a secgao transversal da placa. Adotando
o modelo de viga, apresentado na Fig. 4.62, utiliza-se a equacgao (4.4) para a determinagao das tensdes

oxx a0 longo da altura da viga, a luz da teoria de Bernoulli.

1.0
—>l

0 :

Figura 4.62. Representagao do modelo de viga, e respetiva simplificagao de simetria, com a secgao transversal
da placa

B EiM y
> Eil,

Assim, na Fig. 4.63 apresenta-se o diagrama de tensdes oxx na sec¢do a meio vao da viga para

o b=2e{|\/|+=1§422=0,167 (4.4)

os casos em que os modulos de elasticidade dos materiais apresentam valores extremos opostos e
para o caso em que os médulos de elasticidade séo iguais. Para as mesmas situacoes, na Fig. 4.64
apresentam-se os diagramas obtidos pelo PGD na secgao a meia largura da placa. Observa-se que,
para os casos em que a secgao intermédia, S», é rigida, a distribuicdo obtida por ambas as abordagens
assemelham-se, e para o caso em que os modulos de elasticidade sao iguais, a distribuicao de tensoes,

€ por conseguinte, as extensdes nao apresentam uma variagao linear, no entanto, a ordem de grandeza
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dos valores assemelham-se bastante. Constata-se assim, que para aqueles valores especificos dos
parametros, a modelagéao deste problema como viga ou placa, nao é assim tao diferente. Observa-se
que quando a secgao intermédia, S,, é rigida, a tensao que se gera nos materiais adjacentes flexiveis
é praticamente desprezavel, conferindo a nogdo de que s6 o material intermédio esta a funcionar.
Quando os médulos de elasticidade sao iguais, verifica-se que a distribuicao é independente do médulo
de elasticidade dos materiais. Por outro lado, para o caso em que a secgoes inferior e de topo, S¢, sdo
rigidas, verifica-se que as duas abordagens divergem, fornecendo diferentes resultados. Para o caso
da viga, nao existe descontinuidade no diagrama de extensdes, enquanto que para a placa observa-se
um comportamento independente entre os diferentes materiais, verificando-se a descontinuidade no
diagrama de tensoes, e por conseguinte, das extensdes.

Na Fig. 4.65, apresentam-se as trajetérias das tensdes principais na placa para as situagdes com
modulos de elasticidade dos materiais extremos opostos e para a situagdo com os moédulos de elas-
ticidade dos materiais iguais. E possivel perceber, para cada situacdo, os caminhos que a tensdo
aplicada no topo perfaz até chegar a zona de apoio. Para os casos em que os médulos de elasticidade
sdo extremos, é possivel observar que as tensdes que se geram nos materiais flexiveis sao prati-
camente desprezaveis, servindo apenas como meio de transmissdo de tensao para o material mais
rigido. Observa-se ainda que as tensoes oxx apresentadas na Fig. 4.64, correspondem as tensdes
principais no lado direito de cada caso da Fig. 4.65, e ainda se verifica que nessa zona as trajetérias
sao retilineas e paralelas entre si, comparativamente as zonas mais préximas do apoio. Os maiores
valores das tensoes principais, de tracdo e de compressao, verificam-se na zona do apoio, i.e, no en-
castramento. Para o caso E1 = 2,1; E> = 0,1, os valores maximos verificam-se nas fibras, superior e
inferior, da secgéo S¢ de topo, e para o caso oposto, nas fibras inferior e superior, da seccao intermédia
S,. Para o caso em que os médulos de elasticidade sao iguais, os maiores valores ocorrem nas fibras

superior e inferior correspondentes a altura total da placa.

0.5 0.5 0.5
0.25 |- f 0.25 |- a 0.25 |- f
> 0r B > 0r - > 0r B
-0.25 |- f -0.25 |- a -0.25 |- f
— L | . I I - I
0'5—4 —2 0 2 4 0.5 -5 0 5 0'5—2 -1 0 1 2
Oxx Oxx Oxx
(a) E1=0,1; Ex =211 (b) E1 =2,1;E2=0,1 (c) Ey=Ex=E

Figura 4.63. Diagrama de tensoes oxx @ meio vao do modelo de viga a luz da Teoria de Bernoulli.
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0'5—4 -2 0 2 4 05 -5 0 5 0'5—2 -1 0 1 2
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(@) Ey=0,1; Ex =21 (b) Ey=2,1;E» =0,1 () Ey=Ex=E

Figura 4.64. Diagrama de tensdes oxx na secgdo a meia largura do modelo de placa, calculada através do PGD
(malha uniforme: ne = 512).

E1=2.1|E>=0.1 E1=0.1]E=2.1
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Figura 4.65. Trajetéria das Tensoes Principais para as situagdes em que os materiais apresentam valores de
modulos de elasticidade extremos opostos e para a situagdo em que os médulos de elasticidade sao iguais.

Convergéncia Global: Deslocamentos (u) e Tensoes (o)

Nas Fig. A.4 e Fig. A.5, para uma malha obtida a partir de um refinamento uniforme, com ne =
512, e a outra obtida a partir de um refinamento adaptativo baseado no indicador do erro global, com
ne = 686, respetivamente, apresenta-se o processo de enriquecimento das solugdes pelo PGD para a
componente de tensdo equilibrada oxx. As malhas de elementos finitos estao apresentadas na Fig. 4.55.

O processo é apresentado para as situacoes correspondentes aos 4 cantos do dominio paramétrico,
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com um esquema semelhante para os processos apresentados para a placa quadrada na Sec. 4.2.
Saliente-se que a escala das tensdes apresentada nas duas figuras é a mesma, de modo a facilitar a
sua leitura, no entanto, para o processo da Fig. A.5, por se verificar alguma concentracdo de tensdes
no canto superior esquerdo da placa, o valor nessa zona em particular pode ser ligeiramente superior
ao apresentado na escala.

Nas Fig. A.4 e Fig. A.5, é possivel observar que a aproximacao inicial do método corresponde a
uma situacao em que os moédulos de elasticidade das secgoes sao iguais. Quando se quer conhecer as
solucdes para esses casos, o ideal seria esta solugao inicial. No entanto, esta solugao ¢ alterada para
também se poder satisfazer as outras combinagoes dos parametros e posteriormente recuperada, apos
se acrescentarem alguns modos do PGD. Neste sentido, estes novos modos adicionados a solugéo fa-
vorecem as situagoes em que os moédulos de elasticidade das secgdes apresentam valores extremos
opostos, de modo que uma solucao para estas situagoes especificas possa ser representada. Refira-se
que a solugdo de oxx, para a malha obtida a partir de um refinamento uniforme, converge completa-
mente ap6s N = 20 modos do PGD, enquanto que a malha obtida a partir do refinamento com base no
erro global converge ao fim de aproximadamente A/ = 40 modos. Apesar disso, para ambos os casos
verifica-se que com 3-4 modos do PGD, a solugao praticamente ja convergiu, pelo menos visualmente,
servindo os modos seguintes apenas para ajustes localizados da solugao, em fungao do grau de de-
talhe das malhas. As fungbes do espaco de um dado modo N sdo semelhantes para as diferentes
situacdes, a menos do sinal e do seu peso. Destaque-se a importancia do primeiro modo, A/ = 1, para
0 caso em que a secgao intermédia, S, € rigida e as adjacentes flexiveis, e a importancia do segundo
modo, N = 2, para a situacdo oposta. Nao se observam diferencas significativas para os pesos das
funcdes do espaco referente as situagcdes semelhantes apresentadas na Fig. A.4 e Fig. A.5.

Usando as mesmas malhas de elementos finitos, na Fig. A.6 e Fig. A.7 apresenta-se o processo da
construgao das solucdes do PGD para o campo de deslocamentos compativel (u). E possivel observar,
que a aproximacao inicial do método corresponde ao campo de deslocamentos correspondente a um
caso homogéneo, com um valor de médulo de elasticidade intermédio do intervalo que define o dominio
paramétrico [0,1;2,1], i.e, E=1,1, umavez que 2 x 1,1 = 23 x 0,1 ~ 1 x 2,1. Para o caso em que as
secgoes apresentam o menor valor do modulo de elasticidade, agueles deslocamentos da aproximacao
inicial sao amplificados, e para o caso contrario, os deslocamentos sao reduzidos. Para tal, verifica-se
gue o primeiro modo, NV = 1, e 0 segundo modo, A = 2, sdo importantes naquela modificagao. Para os
casos em que os médulos de elasticidade sdo extremos opostos, nota-se que o primeiro modo, N =1,
é preponderante para a situagcdo em a seccdo S, é rigida, enquanto que, o segundo modo, N = 2,
revela-se mais importante para a situagdo oposta. Observa-se ainda, que o terceiro modo, N = 3, de
peso menor que os primeiros dois, atribui maior importancia as situagées que tém a secgao S flexivel e
importancia desprezavel nas restantes. Comparando os processos apresentados na Fig. A.6 e Fig. A.7,
observam-se pequenas alteragdes nos pesos dos 2 primeiros modos para o caso Ey = E5 = 0,1 e ainda
se verifica na Fig. A.7 a ligeira alteracao da fungdo do espaco que corresponde ao terceiro modo, A/ = 3,

em que a secgao intermédia e a secgao inferior j& passam a apresentar alguma flexibilidade.
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste capitulo revisitam-se alguns tépicos importantes apresentados neste trabalho, complementado-
0s com as conclusdes retiradas e finalizando com algumas linhas orientadoras para futuros trabalhos

neste tema.

Em forma de resumo, saliente-se que, assim como os outros métodos de ordem reduzida, o PGD
€ uma técnica numérica relativamente recente e transversal, i.e, pode ser aplicada a uma grande va-
riedade de problemas das ciéncias da engenharia, e que surge com o principal objetivo de colmatar
a ineficiéncia dos métodos classicos de elementos finitos ao lidar com modelos multi-dimensionais,
uma vez que o numero de graus de liberdade cresce exponencialmente com a dimensao do problema.
Porém, o surgimento desta técnica também abre novas alternativas ou abordagens aqueles problemas
mais classicos envolvendo as coordenadas espaciais ou de tempo, aos quais podem-se adicionar no-
vos parametros, como por exemplo, as propriedades dos materiais, as condigcdes de fronteira ou ainda
os parametros de geometria. Abre-se assim a porta para a otimizagao dos modelos, i.e, a obtencao de
multiplas solugées ao mesmo tempo. Neste sentido, é importante também enfatizar que um dos pontos
chave do sucesso da técnica para fazer face aos modelos multi-dimensionais, ou mesmo com os mais
classicos, sem grandes dificuldades, é a representacao separada das solugdes e a vantagem que esta
representa no célculo dos integrais, uma vez que, o integral de um modelo definido num espaco de
dimensao D, i.e, 241, Q,..., Qp é transformado numa série de integrais 1D em §; como ilustra a equagéao

(5.1), tornando-se assim numa tarefa simples do ponto de vista computacional.

=N Fl(x1)x...xFP(xp)
——N—

/ F(X1,X2,...,XD) dQ
Q xQx...xp (5.1)

N
i; (/91 Fi1(x1)dx1> X oue X ( o FP(XD)de)

Relativamente as solugdes globais obtidas para a componente de tensao equilibrada oxx € para o

campo de deslocamentos compativel u, dos 2 problemas analisados compostos pelos materiais Sq e
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S,, de forma geral observou-se que para a componente de tensdo oxx, a aproximagao inicial do método
corresponde a solugdo exata do problema homogéneo, contudo, por forga de também ter que se sa-
tisfazer as outras combinacoes dos parametros, aquela solugcao é modificada mas recuperada apés se
acrescentarem alguns modos do PGD. Assim, este facto ilustra que quando se quer conhecer a solugao
para a combinagao homogénea este ndao € o mais vantajoso, porém, para os casos nao homogéneos
aqueles modos iniciais sdo fundamentais para que as solucdes correspondentes a essas situacoes es-
pecificas possam ser representadas. Também se verificou para o campo de deslocamentos (u), que
a aproximagao inicial do método corresponde a uma solugdo homogénea para um valor intermédio no
dominio E € [0,1; 2,1], i.e, E = 1,1, e consoante a situacdo, a amplitude do deslocamento & amplifi-
cada ou reduzida com a adicao de novos modos de maneira que as solugdes especificas possam ser
representadas.

De forma geral, observou-se ainda que para as solugdes apresentadas de oxx € u, 0 numero de
modos A para que se atinja uma solugdo com uma precisdo adequada, nao passam, em geral, dos
dez ou menos, mesmo com a utilizacdo de malhas mais refinadas. No entanto, usando malhas mais
refinadas e para uma dada precisao, tem-se um maior nimero de modos N utilizados na representagao
separada das solugdes e a sua utilizagdo conduz, regra geral, a uma melhor representagdo da com-
ponente oxx € do campo u no dominio e na fronteira. Referiu-se ainda, que para as combinacdes de
parametros apresentadas, as fungoes das coordenadas espaciais em cada etapa de enriqguecimento n
sao semelhantes, porém, com importancias diferentes. Este facto, ilustra bem o carater separavel das
solugdes, uma vez que cada parametro do modelo depende apenas da fungdo que o caracteriza em
cada modo.

Relativamente as Qd/ analisadas para a placa quadrada, verificou-se para a reagdo horizontal R,
que o valor coincide com o valor exato independentemente dos detalhes de implementagdo, uma vez
que a solugdo virtual é exata, i.e, € = 0 — €3, = 0. Relativamente ao momento M e M, disse-se que
sao iguais e de sinais opostos, i.e, auto-equilibrados. O maior momento, em valor absoluto, verificou-
se para o caso em que a parte inferior S¢ é rigida e a superior S, flexivel, e 0 menor valor quando
acontece o oposto. E para a situagdes em que os materiais apresentam maédulos de elasticidade iguais
o valor € nulo. Por fim, relativamente aos deslocamento horizontal na extremidade direita d,, e vertical na
extremidade superior dy, verificou-se que o valor maximo ocorre quando ambos materiais sdo flexiveis e
o valor minimo quando s&o rigidos. Para qualquer outra combinacéo, os valores estdo compreendidos
entre aqueles dois limites. Assim, para as solucdes ja convergidas, verificou-se que fixando v = 0,3
e E € [0,1;2,1] obtém-se: 6" = 0,4762 < &, < 10 = §M" e 5N = —0,1428 < &y < -3 = o,
cujos limites correspondem as solucdes exatas do problema homogéneo para os valores extremos do
dominio, i.e, o, ~ % ; oy ~—g, E€{0,1;2,1}. Utilizando estas Qadl, observou-se ainda que variar o
modulo de elasticidade, E, e fixando o parametro, v, tem uma maior influéncia na convergéncia de ¢, e
dv, i.e, sdo precisos mais modos para que a solucdo do problema homogéneo seja atingido. Variando
os dois parametros, E e v, os valores nao diferem muito do caso referido anteriormente.

Relativamente ao problema da placa fixa nas duas extremidades, analisaram-se os resultados cor-

respondentes a duas geometrias a = b =1 e a = 1,b = 2. Relativamente as Qd/ analisadas, para o
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deslocamento vertical médio a meia largura da placa, 4y, observou-se que valor maximo ocorre quando
ambos os materiais séo flexiveis e o valor minimo quando os materiais sdo rigidos. Fixando v = 0,15
e E € [0,1; 2,1] verificou-se: 6\”,“1in = 0,162 < §, < 3,407 = 6{}‘1&"‘ para a geometriaa = b = 1 ;
6{/“;“ = 0,86 < §, < 18,05 = 6\’}‘2""X para a geometria a = 1,b = 2. Evidentemente que para o caso em
que a dimensao do vao é maior, o deslocamento vertical médio, inclusive os majorantes do erro, sédo
também maiores para as varias combinagoes de parametros. Relativamente ao momento M verificou-
se que os valores sao maiores para a geometriaa =1; b =2 do que para a geometriaa =b =1, como
era de se esperar.

De forma geral, relativamente aos majorantes do erro associados as Qdl/, verificou-se que tendem a
ser superiores guando os modulos de elasticidade dos materiais apresentam valores extremos opostos,
i.e, um rigido e outro flexivel, e inferiores quando apresentam valores iguais. E com o refinamento da
malha aqueles valores tendem a reduzir. Verificou-se que o refinamento uniforme conduz a maiores
valores para ambos os integrais do majorante do erro Wy opg € Viocq, @0 passo que o refinamento
adaptativo com base no erro global conduz a menores valores para o integral do majorante do erro
global ¥gjopa1, € logo menores erros globais das solugdes, e o refinamento adaptativo com base no erro
local conduz a menores valores do integral do majorante do erro local ¥4, que implica menores erros
associados a Qdl.

Como parte do trabalho realizado, desenvolveram-se rotinas adicionais em ambiente Python que
permitiram a obtengdo dos modos utilizados pelo PGD na construgao das solugdes, a representagao
grafica dos diagramas de tensdes ou deslocamentos numa dada secgao e a determinagao das tra-

jetérias das tensoes principais.

5.1 Desenvolvimentos Futuros

Desde o surgimento da técnica por volta dos anos 2000, é extenso 0 nimero de trabalhos que surgi-
ram desde entao neste tema, inclusive este, relativos aos fundamentos da técnica e a sua aplicagao a di-
versos problemas dos varios ramos das ciéncias das engenharias. Em particular no ramo de mecanica

estrutural, propoem-se futuros trabalhos neste tema que explorem os seguintes aspetos:

» Explorar geometrias diferentes e mais complexas, uma vez que este trabalho limitou-se a geome-

trias simples;

» Para geometrias simples obter a representacao separada para as solugdes em fungao das di-
mensdes. Em vez de resolver o problema varias vezes para dimensoes particulares, procura-se
assim obter uma solugao mais geral com os valores para os parametros da geometria especifi-
cados num dado dominio. No entanto, obter uma representacao separada da solugao em funcao
daqueles parametros ndo é uma tarefa facil, dada a dependéncia entre as coordenadas dos ele-
mentos da malha e os parametros da geometria e, por conseguinte, a dificuldade na manipulagao

da inversa da matriz Jacobiana de transformacao de coordenadas.
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Apéndice A

Construcao da solucao pelo PGD

Problema da Placa Quadrada apresentado na Sec. 4.2:

* Na Fig. A.1 e Fig. A.2 apresenta-se o processo de construgcdo das solu¢des pelo PGD para as
componentes de tensao equilibradas, oyy € oxy, correspondentes aos 4 cantos do dominio pa-

ramétrico.

» Na Fig. A.3 apresenta-se o processo de construgao das solugdes pelo PGD para a componente
de tensao equilibrada oxx correspondente as combinagdes com a parte superior rigida.

Problema da Placa Bi-Encastrada apresentado na Sec. 4.3:

» Na Fig. A.4 a Fig. A.7 apresenta-se o processo de construgdo das solugdes pelo PGD para a
componente de tensao equilibrada oxx € para o campo de deslocamentos compativel (u), corres-

pondentes aos 4 cantos do dominio paramétrico.
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