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Questionário de Laboratório 5 � Resolução comentada

Licenciatura em Engenharia Mecânica e em Engenharia Naval e Oceânica (LEMec / LEAN)

Professor responsável: Carlos Cardeira � 2.o Semestre 2024/2025

Laboratório 5 � Filtros

Resoluções comentadas de uma das variantes numéricas do questionário (plataforma ExOnlineX).

O Lab 5 de 2024/25 (Signal Filtering) tem dois exercícios. O primeiro (bibliotecas HighFreq

e LowFreq) dá um �ltro RC passa-baixo e uma entrada sinusoidal com o�set e pede o sinal de
saída; resolve-se o caso geral uma vez e aplica-se a uma variante de cada biblioteca (baixa e alta
frequência). O segundo (biblioteca MilkCoffee) é o problema do café com leite do Prof. Mário
Ramalho: separar dois sinais misturados com um �ltro Chebyshev de 2.a ordem. Cada questão
tinha múltiplas variações numéricas; escolheu-se uma por variante. A cor azul assinala a
resposta �nal; as notas de rodapé remetem para o livro. Convenção: ponto decimal ( . ).

1. Saída de um �ltro RC a uma sinusóide com o�set

Lab 5 � 2024/25 � fonte: 2025_Quiz_Lab5_{HighFreq,LowFreq}_1stOrd_filter
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Filtro RC passa-baixo de 1.a ordem (saída no condensador).

O �ltro RC passa-baixo de 1.a ordem da �gura recebe à entrada um sinal sinusoidal com o�set.
Determine o sinal de saída Vo = Aout cos(ωout t+ φout) + Vo�,out para duas variantes do

mesmo circuito (valores diferentes de R, C e da entrada):

(i) R = 2.2 kΩ, C = 100 nF, Vin = 2.9 cos(37.2 t− 0.182) + 0.24 V;

(ii) R = 100 kΩ, C = 560 nF, Vin = 2.1 cos(16 900 t− 0.272) + 0.58 V.

Resolução (caso geral).1 Passo 1 � função de transferência do circuito. A saída é a tensão
no condensador. Pelo divisor de tensão com R e a impedância do condensador ZC = 1

sC em série,

Vo = Vin
ZC

R+ ZC
= Vin

1/(sC)

R+ 1/(sC)
=

Vin

1 + sRC
=⇒ G(s) =

Vo

Vin
=

1

1 + sRC
.

A resposta de regime a uma sinusóide obtém-se substituindo s = jω:

G(jω) =
1

1 + jωRC
.

Passo 2 � módulo e fase. O módulo de G é o inverso do módulo do denominador, e a fase é
o simétrico do argumento do denominador (um número complexo 1 + jx tem módulo

√
1 + x2 e

1
Livro: D. Valério, Lecture Notes of Signals, Systems and Control, IST, cap. 10 � resposta de regime a uma

sinusóide; �11.2 � 1.a ordem: |G(jω)| = 1√
1+(ωRC)2

(eq. 11.22), ∠G = − arctan(ωRC) (eq. 11.24)..
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argumento arctanx):

|G(jω)| = 1√
1 + (ωRC)2

, ∠G(jω) = − arctan(ωRC).

Passo 3 � efeito sobre a sinusóide. Num sistema linear, a saída de regime a A cos(ωt + φ) é
A |G(jω)| cos

(
ωt+φ+∠G(jω)

)
. Logo a frequência não muda, a amplitude vem multiplicada por

|G| e a fase soma ∠G:

ωout = ω, Aout =
A√

1 + (ωRC)2
, φout = φ− arctan(ωRC).

Passo 4 � o o�set. O termo constante Vo� é uma componente contínua, ou seja ω = 0. Subs-
tituindo, G(0) = 1√

1+0
= 1 e ∠G(0) = 0, pelo que o o�set atravessa o �ltro sem alteração:

Vo�,out = Vo�.

Passo 5 � aplicar aos números. Tudo depende do produto adimensional ωRC (a frequência
normalizada pela de corte 1/RC). Detalhe-se a montagem (i) (R = 2.2 kΩ, C = 100 nF, ω =
37.2 rad/s):

ωRC = 37.2×2200×10−7 = 0.0082, |G| = 1√
1 + 0.00822

= 1.000, ∠G = − arctan(0.0082) = −0.0082.

Aout = 1.000× 2.9 = 2.90, φout = −0.182− 0.0082 = −0.190, Vo�,out = 0.24.

A variante (ii) segue exatamente os mesmos passos; os resultados resumem-se na tabela:

variante ωRC Aout (V) φout (rad) Vo�,out (V)

(i) baixa freq. (2.2k, 100n) 0.0082 2.90 −0.190 0.24

(ii) alta freq. (100k, 560n) 946 0.00222 −1.842 0.58

em ambas ωout = ωin.

Nota. a leitura física: na variante (i) ωRC ≪ 1 (bem abaixo da frequência de corte) ⇒ ganho ≈ 1,
fase ≈ 0, o sinal passa intacto; na (ii) ωRC ≫ 1 ⇒ forte atenuação (Aout cai para milivolts) e fase a
aproximar-se de −π/2. Em ambos os casos o o�set DC passa sem alteração (G(0) = 1) � o �ltro corta
a parte rápida do sinal mas não o nível médio. É o erro clássico: pensar que a alta frequência �também
atenua o o�set�.

Respostas: ver tabela; em síntese, abaixo da frequência de corte o sinal passa quase intacto,
acima dela a amplitude é fortemente atenuada com fase a tender para −90◦, e o o�set mantém-se
sempre.

2. Café com leite: o problema do Prof. Mário Ramalho

Lab 5 � 2024/25 � fonte: 2025_Quiz_Lab5_MilkCoffee_Filter_Design

Nota. exercício para se resolver em modo descontraído, de imaginação alargada :)

O Prof. Mário Ramalho entra numa das melhores pastelarias de Lisboa e pede um café com

leite. Ao provar, comenta: �está delicioso, mas suspeito que as proporções de leite e café não

estão lá muito certas. Pode dizer-me exatamente quanto leite e café usou?� A empregada,

atrapalhada, responde que fez o melhor que pôde, mas que já misturados não consegue con-

�rmar as percentagens. O Prof. sorri: �Ah, mas se fosse minha aluna de SSM saberia que há
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certamente solução!� E explica-lhe a ideia: �modele a bebida como um sinal � o leite varia

devagar (baixa frequência), o café depressa (alta) � e passe-a por um �ltro passa-baixo, por
exemplo um Chebyshev de 2.a ordem: ele deixa passar o leite e corta o café, e a amplitude

que sobra dá-lhe a proporção de leite.�

Intrigada, a empregada vai aos serviços técnicos, que têm um espectrómetro. Eles também

não sabem as proporções, mas passam a amostra pelo aparelho e dão-lhe a análise de fre-
quência da chávena, onde cada componente aparece como uma risca: uma grande do leite (a

baixa frequência), a do café (mais acima) e umas pequenas dos ingredientes secretos da casa

(canela, baunilha, um toque de licor, que o aparelho denuncia logo). A partir desta, que

percentagem de leite e de café tem a chávena?

Resolução.2 A análise de frequência. Concretizando a ideia do Prof., a bebida é a soma de
sinusóides a frequências distintas; a análise de frequência mostra-as como riscas, e a altura de
cada risca é a sua amplitude:

V (t) = A1 cos(ω1t)︸ ︷︷ ︸
leite

+A2 cos(ω2t)︸ ︷︷ ︸
café

+(ingredientes secretos), ω1 = 50, ω2 = 5000 rad/s.
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Análise de frequência da chávena: a risca grande do leite (ω1 = 50, 8.3 V), a do café (ω2 = 5000, 1.7 V) e
as pequenas dos ingredientes secretos (a frequências variadas acima do leite � umas abaixo, outras acima
do café). O �ltro passa-baixo (corte ωn = 500) deixa passar só o leite e rejeita tudo o que está à direita
� café e segredos.

Passo 1 � frequência de corte (média geométrica). Para separar o leite (lento) do café (rápido),
põe-se o corte a meio dos dois em escala logarítmica � na média geométrica:

ωn =
√
ω1 ω2 =

√
50× 5000 = 500 rad/s

(
fc =

ωn

2π
= 79.6 Hz

)
.

Os ingredientes secretos estão todos acima deste corte (mais rápidos que o leite, embora alguns
mais lentos que o café), pelo que o passa-baixo os rejeita junto com o café � não atrapalham a
medição do leite.

Passo 2 � resposta do �ltro Chebyshev. Com um passa-baixo de 2.a ordem do tipo Chebyshev

(1 dB de ripple, Q = 1.31), G(s) =
ω2
n

s2 + ωn
Q s+ ω2

n

, o módulo é |G(jω)| = ω2
n√

(ω2
n − ω2)2 + (ωnω/Q)2

:

|G(jω1)| =
5002√

(5002 − 502)2 + (500 · 50/1.31)2
= 1.007 (+0.06 dB) � leite passa,

|G(jω2)| =
5002√

(5002 − 50002)2 + (500 · 5000/1.31)2
= 0.0101 (−39.9 dB) � café cortado a ∼1/100.

2
Livro: D. Valério, Lecture Notes of Signals, Systems and Control, IST, cap. 12 � �ltros (separação de bandas;

resposta de 2.a ordem, �11.3). Filtro de Chebyshev: passa-baixo com ripple na banda de passagem, em troca de
um corte mais abrupto..
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Passo 3 � a percentagem. À saída sobra essencialmente o leite. A sua risca vale A1 = 8.3 V; depois
do �ltro (com o pequeno ripple do Chebyshev, ×1.007) mede-se A1,out = 8.3 × 1.007 = 8.36 V.
Em relação à escala total de 10 V,

leite =
8.36

10
× 100% = 83.6%, café = 100%− 83.6% = 16.4%.

O Prof. descobre assim que a chávena tem ≈ 83.6% de leite. (O pequeno desvio � mede ∼ 0.7%
de leite a mais � é o ripple do Chebyshev, que levanta ligeiramente a banda de passagem.)

Nota. o café saiu aqui por diferença (100%−leite), o que atribui ao café tudo o que não é leite � incluindo

os ingredientes secretos. Para o medir diretamente usar-se-ia antes um �ltro passa-banda centrado na
frequência do café (ω2): deixaria passar só a risca do café e rejeitaria o leite e os segredos (que �cam de
ambos os lados da banda do café). Mas então a soma leite + café já não fecharia nos 100% � a parte
que falta seria precisamente a dos ingredientes secretos.

Nota. o truque: o leite é muito mais lento do que tudo o resto, por isso um passa-baixo deixa passar o leite
e rejeita o café e os ingredientes secretos (todos acima do corte) � a saída �ca a ser o leite sozinho, e a sua
amplitude lê-se diretamente. O Chebyshev troca um corte mais abrupto (melhor rejeição do café) por algum
ripple na banda de passagem; é esse ripple que introduz o pequeno erro. Um Butterworth (Q = 0.707) teria
a banda mais plana (menos erro) mas um corte mais suave (mais café a passar).

Respostas: ωn = 500 rad/s (fc = 79.6 Hz ), |G(jω1)| = 1.007 , |G(jω2)| = 0.0101 , leite

= 83.6% , café = 16.4% .
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