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Laboratório 3 � Modelação e resposta de sistemas

Resoluções comentadas de uma das variantes numéricas do questionário (plataforma ExOnlineX).

O Lab 3 trabalha a passagem do modelo para a função de transferência e a leitura da resposta
no tempo: sistemas de 1.a ordem (constante de tempo τ , tempo de estabelecimento) e de 2.a

ordem (ωn, ζ, sobreimpulso Mp, tempo de pico tp). Cada questão da plataforma tinha múltiplas

variações numéricas; para efeitos de resolução foi escolhida uma aleatoriamente, cujo enunciado
se restitui e se resolve passo a passo. A cor azul assinala a resposta �nal, as notas comentam
a física e o método, e as notas de rodapé remetem para o capítulo/secção/equação do livro de
referência. Convenção da plataforma: ponto decimal ( . ).

1. Central de biomassa � marco dos 50% (1.a ordem)

Lab 3 � 2024/25 � fonte: 2025_Quiz_Lab3_BiomassPlant

Um governo termina a construção de uma central de biomassa, que entra ao serviço a 1 de
julho de 2028. A central não arranca logo na potência máxima: a produção sobe lentamente
ao longo de vários anos, num processo de 1.a ordem, à medida que se a�na a cadeia de
abastecimento, os procedimentos e o desempenho dos equipamentos, até aos 90 MW de regime.
A subida de potência segue

P (s) =
90

1826 s+ 1
(tempo em dias, potência em MW).

Querendo capitalizar a obra, os políticos perguntam ao engenheiro responsável pela obra
quando estará a central praticamente concluída � digamos, a 98% da potência �nal. O
engenheiro dá uma data simpli�cada: por volta do início de 2048. Má notícia: isso é muito
depois de o atual mandato terminar, e seriam os sucessores a cortar a �ta e a �car com os
louros. Pedem-lhe então um marco mais cedo, que ainda apanhe o mandato e dê boa man-
chete. O engenheiro sugere os 63,2% da capacidade; os políticos estranham um número tão
esquisito e preferem um redondo, que soe bem aos eleitores (25%, 50%, 75%). Escolhem os
50%. Em que data se deve marcar a conferência de imprensa para o governo poder
anunciar, sem faltar à verdade, que a central já atingiu 50% da capacidade �nal?

Resolução.1 A resposta ao degrau de um sistema de 1.a ordem cresce exponencialmente do valor
inicial (aqui zero) para o valor �nal, com constante de tempo τ :

P (t) = Pss

(
1− e−t/τ

)
, τ = 1826 dias (= 5 anos).

Invertendo para a data em que se atinge uma fração p da capacidade (p = 1 − e−t/τ ): t =
−τ ln(1− p).

As datas em jogo.

98% (quase pronta): t = −τ ln(0.02) = τ ln 50 ≈ 7143 dias → início de 2048;

63,2% (engenheiro): t = −τ ln(1− 0.632) = τ (uma constante de tempo) → 30 jun 2033;

50% (escolhido): t = −τ ln(0.5) = τ ln 2 = 1265.7 dias → 18 dez 2031.

1
Livro: D. Valério, Lecture Notes of Signals, Systems and Control, IST, �11.2 � sistema de 1.a ordem sem

zeros: resposta ao degrau y(t) = yss(1− e−t/τ ), eq. (11.10)�(11.11); constante de tempo τ ..
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Os 63,2% do engenheiro não têm nada de arbitrário: são exatamente P (τ) = Pss(1 − e−1), o
valor ao �m de uma constante de tempo � o marco que se lê diretamente do parâmetro τ , sem
contas. Os números redondos é que obrigam a resolver a exponencial. O dos 98% explica a pressa
política: cai já em 2048, muito para além do �m do mandato.

O instante dos 50%. Da fórmula acima, com p = 0.5:

t = τ ln 2 = 1826× 0.6931 = 1265.7 dias.

Converter dias em data. Não há fórmula fechada para somar dias a um calendário � os meses têm
durações diferentes e há anos bissextos pelo meio. Na prática usa-se uma folha de cálculo (no Ex-
cel/LibreO�ce uma data é guardada como um número de dias, por isso =DATA(2028;7;1)+1265.7
devolve logo a data e a hora) ou um calculador de datas online. Para ver de onde vem, decompõe-se
à mão a partir de 1 de julho de 2028:

1265.7 d = 3 anos︸ ︷︷ ︸
1095 d

+170.7 d,

isto é, 1 jul 2028 → 1 jul 2031 (3 anos = 1095 dias, sem nenhum 29 de fevereiro pelo meio � o
próximo só em 2032) e mais 170.7 dias. De 1 de julho contam-se 31+31+30+31+30 = 153 dias
até 1 de dezembro; os restantes 17.7 levam a 18 de dezembro de 2031, às 16h28 (a fração 0.7
do dia vale ≈ 16.5 horas).
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Subida da potência P (t) = 90 (1 − e−t/1826) MW: a reta tracejada inferior é o limiar dos 50% (45 MW)
e o ponto azul assinala o instante em que é cruzado, t ≈ 1266 dias após a entrada ao serviço � calculado
acima.

Que dia marcar. Aqui está a armadilha: o marco só é atingido a meio da tarde de 18 de
dezembro. Uma conferência de imprensa nessa manhã seria falsa � às 10h ainda não se chegou
aos 50%. Para o governo poder a�rmar com verdade �já atingimos 50% da capacidade�, a
conferência tem de ser marcada para o dia seguinte:

19/12/2031 .

Nota. a constante de tempo dá o ponto dos 63,2% (t = τ), o marco natural; as metas redondas é que
obrigam a resolver a exponencial: 25% em τ ln 4

3 ≈ 0.29τ , 50% em τ ln 2 ≈ 0.69τ , 75% em τ ln 4 ≈ 1.39τ .
E note-se a diferença entre o instante físico do marco (18 dez, 16h28) e a data defensável do anúncio (19
dez): para se dizer �já atingimos�, espera-se que o limiar esteja seguramente ultrapassado.

Resposta: data da conferência = 19/12/2031 (50% atingidos a 18/12/2031, 16h28; anuncia-se

no dia seguinte).
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2. Sistema térmico � tempo de estabelecimento a 10% (1.a ordem)

Lab 3 � 2024/25 � fonte: 2025_Quiz_Lab3_First_Order

Um sistema térmico (sala aquecida com isolamento) tem capacidade térmica Cth = 250 J/K
e resistência térmica Rth = 1.5 K/W. A função de transferência é

G(s) =
1

Cth s+
1

Rth

.

Qual é o tempo de estabelecimento a 10% (atingir e permanecer a menos de 10% do
valor �nal)?

Resolução.2 Pondo a função na forma canónica G(s) =
1/Cth

s+ 1/(RthCth)
=

b

s+ a
, o polo é

a =
1

RthCth
e a constante de tempo

τ =
1

a
= RthCth = 1.5× 250 = 375 s.

O tempo de estabelecimento a 10% (atingir 90% do valor �nal) é

ts,10% = τ ln 10 =
2.3

a
= 375× 2.3026 = 863 s.
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Resposta ao degrau (normalizada) do sistema térmico de 1.a ordem: sobe exponencialmente para o regime
com constante de tempo τ = 375 s; a reta tracejada inferior é o nível dos 90% (limiar dos 10%) e o ponto
azul marca ts,10% ≈ 863 s.

Nota. RthCth tem dimensões de tempo e é a constante de tempo térmica � a mesma ideia de RC num
circuito elétrico. A resposta atinge 63,2% em τ e 90% em τ ln 10 ≈ 2.3 τ .

Resposta: ts,10% = 863 s ( τ = 375 s ).

2
Livro: D. Valério, Lecture Notes of Signals, Systems and Control, IST, �11.2 � 1.a ordem: constante de tempo

1
a
e tempo de estabelecimento; ts,10% = 2.3

a
(Def. 11.1 e lista de tempos de estabelecimento)..
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3. Classi�cação de um sistema rotacional (2.a ordem)

Lab 3 � 2024/25 � fonte: 2025_Quiz_Lab3_System_Classification

Um sistema rotacional inércia-mola-amortecedor tem mo-
mento de inércia J = 1.0 kg·m2, rigidez torcional κ =
5 N·m/rad e amortecimento rotacional B = 4.47 N·m·s/rad.
A função de transferência é

Ω(s)

T (s)
=

1

Js2 +Bs+ κ
.

Calcule o coe�ciente de amortecimento ζ.

J

B κ

T, Ω

Resolução.3 Comparando Js2 +Bs+ κ com a forma canónica J
(
s2 + 2ζωns+ ω2

n

)
:

ωn =

√
κ

J
=

√
5 = 2.236 rad/s, 2ζωn =

B

J
⇒ ζ =

B

2
√
κJ

=
4.47

2
√
5
= 1.00.

Nota. ζ = 0.9995 ≈ 1: o sistema está praticamente no amortecimento crítico � a fronteira entre resposta
com sobreimpulso (ζ < 1) e sem sobreimpulso (ζ > 1). É a resposta mais rápida possível sem sobreimpulso.
(Sem sobreimpulso não é o mesmo que sem oscilar: para qualquer ζ < 1 há já algum sobreimpulso, mas a
resposta só faz ciclos completos em torno do valor �nal quando ζ é pequeno; baixando ζ até

√
2/2 ≈ 0.71,

por exemplo, obtém-se uma resposta ainda mais rápida, com algum sobreimpulso mas sem chegar a oscilar.)
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∞

ζ = 1 (crítico)

ζ =
√
2/2 ≈ 0.71

Resposta ao degrau (normalizada). A azul, o sistema (ζ = 1): sobe monotonamente para o regime, sem
ultrapassar o valor �nal � a assinatura do amortecimento crítico. A laranja, para comparação, ζ =√
2/2: é mais rápida e apresenta um pequeno sobreimpulso (o pico marcado), mas regressa ao regime sem

completar um ciclo oscilatório � ilustra que �sem sobreimpulso� e �sem oscilar� são condições diferentes.

Resposta: ζ = 1.00 (criticamente amortecido).

3
Livro: D. Valério, Lecture Notes of Signals, Systems and Control, IST, �11.3 � 2.a ordem: forma canónica

s2 + 2ζωns+ ω2
n. Modelo rotacional: cap. 4 (Exemplo 4.8, movimento rotacional)..
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4. Sobreimpulso � tempo de pico (2.a ordem)

Lab 3 � 2024/25 � fonte: 2025_Quiz_Lab3_Overshoot

Um estudante de engenharia quer validar o desempe-
nho de um sistema mecânico translacional massa-mola-
amortecedor, com M = 1.0 kg, K = 1000 N/m e B =
15.2 N·s/m:

X(s)

F (s)
=

1

Ms2 +Bs+K
.

Ensaiar o sistema real é complicado � faltam-lhe compo-
nentes e as dimensões não ajudam � e ele prefere uma
simulação analógica a uma digital. Decide então testá-lo
num circuito RLC série equivalente, construído pela analo-
gia eletromecânica (M ↔L, B↔R, K ↔ 1/C): L = 1 H,
R = 15.2 Ω, C = 1 mF. No osciloscópio observa a resposta
ao degrau e, tal como a teoria previa, con�rma o sobreim-
pulso. A que instante ocorre a amplitude máxima

(tempo de pico)?

K

B

M F

x

Resolução.4

ωn =

√
K

M
=

√
1000 = 31.62 rad/s, ζ =

B

2
√
KM

=
15.2

2
√
1000

= 0.2403 (< 1).

Nota. a analogia con�rma-se no circuito: ζ =
R

2

√
C

L
=

15.2

2

√
10−3

1
= 0.2403 � o mesmo valor.

Mecânico e elétrico partilham ωn e ζ, logo a mesma resposta normalizada.

Como ζ < 1 (subamortecido), há sobreimpulso, e o tempo de pico é

tp =
π

ωn

√
1− ζ2

=
π

31.62
√
1− 0.24032

= 0.1023 s (102 ms).
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x
/
x
∞

Resposta ao degrau (normalizada) do sistema massa-mola-amortecedor subamortecido (ζ = 0.240): ultra-
passa o regime (= 1) num sobreimpulso, atingindo o pico no instante azul tp ≈ 0.102 s, antes de oscilar a
amortecer até ao valor �nal.

Resposta: tp = 0.1023 s (ωn = 31.6 rad/s, ζ = 0.240 ).

4
Livro: D. Valério, Lecture Notes of Signals, Systems and Control, IST, �11.3 � 2.a ordem subamortecida:

tempo de pico tp = π/(ωn

√
1− ζ2), eq. (11.71). Modelo massa-mola-amortecedor: cap. 4; analogia eletromecânica:

parte de modelação (caps. 4�5)..
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5. Tempo de estabelecimento a 2% (2.a ordem)

Lab 3 � 2024/25 � fonte: 2025_Quiz_Lab3_Settling_Time

O mesmo estudante estuda agora outro sistema massa-mola-
amortecedor, com M = 0.1 kg, K = 10 N/m e B =
1.64 N·s/m:

X(s)

F (s)
=

1

Ms2 +Bs+K
.

Novamente sem poder ensaiar o sistema real, monta o RLC
série equivalente (L = 0.1 H, R = 1.64 Ω, C = 100 mF) e
observa a resposta ao degrau no osciloscópio. Quer saber ao
�m de quanto tempo o sistema assenta, ou seja, o instante
que vai ler na escala horizontal do osciloscópio. Qual é o

tempo de estabelecimento a 2% (atingir e permanecer
a menos de 2% do valor �nal)?

K

B

M F

x

Resolução.5

ωn =

√
K

M
=

√
10

0.1
= 10 rad/s, ζ =

B

2
√
KM

=
1.64

2
√
10× 0.1

=
1.64

2
= 0.82.

Sendo ζ < 1 (subamortecido), o tempo de estabelecimento a 2% vem da envolvente e−ζωnt:

ts,2% ≈ 4

ζωn
=

4

0.82× 10
=

4

8.2
= 0.488 s (488 ms).
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Resposta ao degrau (normalizada) com ζ = 0.82 (quase criticamente amortecido): a faixa cinzenta é
a banda de ±2% em torno do regime e o ponto azul marca o instante a partir do qual a resposta lá
permanece, ts,2% ≈ 0.488 s.

Nota. atenção ao ζ:
√
KM =

√
10× 0.1 = 1 exatamente, logo ζ = 1.64/2 = 0.82 (não 0.822). A diferença

parece pequena mas desloca o ts em ∼2ms. O produto ζωn (parte real dos polos) é o que �xa a rapidez do
decaimento.

Resposta: ts,2% = 0.488 s (ωn = 10 rad/s, ζ = 0.82 ).

5
Livro: D. Valério, Lecture Notes of Signals, Systems and Control, IST, �11.3 � 2.a ordem subamortecida:

tempos de estabelecimento aproximados pela envolvente exponencial, ts,2% ≈ 4/(ζωn) (cf. �11.2 para 1.a ordem)..
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