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Laboratério 3 — Modelagao e resposta de sistemas

Resolugoes comentadas de uma das variantes numéricas do questiondrio (plataforma ExOnlineX).

O Lab 3 trabalha a passagem do modelo para a funcao de transferéncia e a leitura da resposta
no tempo: sistemas de 1.2 ordem (constante de tempo 7, tempo de estabelecimento) e de 2.2
ordem (wy, ¢, sobreimpulso M, tempo de pico t,). Cada questao da plataforma tinha miltiplas
variagoes numéricas; para efeitos de resolugao foi escolhida uma aleatoriamente, cujo enunciado
se restitui e se resolve passo a passo. A cor azul assinala a resposta final, as notas comentam
a fisica e o método, e as notas de rodapé remetem para o capitulo/sec¢ao/equacao do livro de
referéncia. Convengao da plataforma: ponto decimal (. ).

1. Central de biomassa — marco dos 50 % (1. ordem)

Lab 3 e 2024/25 e fonte: 2025_Quiz_Lab3_BiomassPlant

Um governo termina a construgdo de uma central de biomassa, que entra ao servico a 1 de
gulho de 2028. A central nao arranca logo na poténcia mdzima: a producio sobe lentamente
ao longo de wvarios anos, num processo de 1.* ordem, & medida que se afina a cadeia de
abastecimento, os procedimentos e o desempenho dos equipamentos, até aos 90 MW de regime.
A subida de poténcia seque

90
P(s) = ——— tempo em dias, poténcia em MW).
)= Taags+1  (omP P m
Querendo capitalizar a obra, os politicos perguntam ao engenheiro responsdvel pela obra
quando estard a central praticamente concluida — digamos, a 98 % da poténcia final. O

engenheiro dd uma data simplificada: por volta do inicio de 2048. Md noticia: isso € muito
depois de o atual mandato terminar, e seriam os sucessores a cortar a fita e a ficar com 0s
louros. Pedem-lhe entdo um marco mais cedo, que ainda apanhe o mandato e dé boa man-
chete. O engenheiro sugere 0s 63,2 % da capacidade; os politicos estranham um nimero tao
esquisito e preferem um redondo, que soe bem aos eleitores (25 %, 50 %, 75%). Escolhem os
50%. Em que data se deve marcar a conferéncia de imprensa para o governo poder
anunciar, sem faltar & verdade, que a central jd atingiu 50 % da capacidade final?

Resolucao.! A resposta ao degrau de um sistema de 1.2 ordem cresce exponencialmente do valor
inicial (aqui zero) para o valor final, com constante de tempo 7:

P(t) = Ps(1—e%7), 7 =1826 dias (= 5 anos).
Invertendo para a data em que se atinge uma fracdo p da capacidade (p = 1 — e_t/T): t =

—7In(1 —p).

As datas em jogo.

98 % (quase pronta): t= —71In(0.02) = 71In50 ~ 7143 dias — inicio de 2048;
63,2 % (engenheiro): t= —7In(1 —0.632) =7 (uma constante de tempo) — 30 jun 2033;
50 % (escolhido): t =—71n(0.5) = 71n2 = 1265.7 dias — 18 dez 2031.

YLivro: D. Valério, Lecture Notes of Signals, Systems and Control, IST, §11.2 — sistema de 1.* ordem sem
zeros: resposta ao degrau y(t) = yss(1 — e ¥/7), eq. (11.10)—(11.11); constante de tempo 7..



SSM — IST Questionério de Laboratorio 3 — Resolu¢ao comentada

Os 63,2% do engenheiro ndo tém nada de arbitrario: sdo exatamente P(7) = Pg(1 — e 1), o
valor ao fim de wma constante de tempo — o marco que se 1é diretamente do parametro 7, sem
contas. Os numeros redondos é que obrigam a resolver a exponencial. O dos 98 % explica a pressa
politica: cai ja em 2048, muito para além do fim do mandato.

O instante dos 50 %. Da formula acima, com p = 0.5:

t=7In2=1826 x 0.6931 = 1265.7 dias.

Converter dias em data. Nao hé férmula fechada para somar dias a um calendério — os meses tém
duragoes diferentes e ha anos bissextos pelo meio. Na prética usa-se uma folha de célculo (no Ex-
cel/LibreOffice uma data é guardada como um ntimero de dias, por isso =DATA(2028;7;1)+1265.7
devolve logo a data e a hora) ou um calculador de datas online. Para ver de onde vem, decompoe-se
& mao a partir de 1 de julho de 2028:

1265.7 d = 3 anos +170.7 d,
—
1095 d

isto é, 1 jul 2028 — 1 jul 2031 (3 anos = 1095 dias, sem nenhum 29 de fevereiro pelo meio — o
proximo s6 em 2032) e mais 170.7 dias. De 1 de julho contam-se 314+31430+31430 = 153 dias
até 1 de dezembro; os restantes 17.7 levam a 18 de dezembro de 2031, as 16h28 (a fracdo 0.7
do dia vale ~ 16.5 horas).

80 | Py = 90 MW
B 60 -
= 50 % = 45 MW
a, 40F t ~ 1266 d )
00 |- (18 dez, 16h28) i
0 | | |
0 1,000 2,000 3,000 4,000

t [dias apos 1 jul 2028]

Subida da poténcia P(t) = 90 (1 — e~/1826) MW: a reta tracejada inferior é o limiar dos 50 % (45 MW)
e o ponto azul assinala o instante em que € cruzado, t =~ 1266 dias apds a entrada ao servico — calculado

acima.

Que dia marcar. Aqui estd a armadilha: o marco s6 é atingido a meio da tarde de 18 de
dezembro. Uma conferéncia de imprensa nessa manhd seria falsa — as 10h ainda nao se chegou
aos 50%. Para o governo poder afirmar com verdade “jd¢ atingimos 50 % da capacidade”, a
conferéncia tem de ser marcada para o dia seguinte:

o2

Nota. a constante de tempo dd o ponto dos 63,2% (t = 7), o marco natural; as metas redondas é que
obrigam a resolver a exponencial: 25 % em T lng ~0.297, 50 % em TIn2 =~ 0.697, 75 % em 7In4 ~ 1.397.
E note-se a diferenga entre o instante fisico do marco (18 dez, 16h28) e a data defensavel do anincio (19
dez): para se dizer “jd atingimos”, espera-se que o limiar esteja sequramente ultrapassado.

Resposta: data da conferéncia =|19/12/2031| (50 % atingidos a 18/12/2031, 16h28; anuncia-se

no dia seguinte).
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2. Sistema térmico — tempo de estabelecimento a 10 % (1.* ordem)

Lab 3 e 2024/25 e fonte: 2025_Quiz_Lab3_First_0Order

Um sistema térmico (sala aquecida com isolamento) tem capacidade térmica Cy, = 250 J/K
e resisténcia térmica Ry, = 1.5 K/W. A funcgao de transferéncia é

1
G(s)zil.
Cin s+ —

th9+Rth

Qual € o tempo de estabelecimento a 10 % (atingir ¢ permanecer a menos de 10 % do
valor final)?

2 1/Ci,

Resolucao. =
He s+ 1/(RnCw)  s+a

Pondo a fungao na forma candnica G(s) =

, 0 polo é

a

= e a constante de tempo
RinCin,

= Ry, Cyp, = 1.5 x 250 = 375 s.

T =

1
a
O tempo de estabelecimento a 10 % (atingir 90 % do valor final) é

2.3
foa0% = TIn10 = == = 375 x 2.3026 = 863 5.

T T T
1 +90% (Hmiar dos 16 %) - - - - - - - = —
******************************* regime = -4
ts10% ~ 863 s
8
2 o5l 4
=Y
0 | | |
0 375 750 1,125 1,500

t [s]
Resposta ao degrau (normalizada) do sistema térmico de 1.* ordem: sobe exponencialmente para o regime
com constante de tempo T = 375 s; a reta tracejada inferior é o nivel dos 90 % (limiar dos 10 %) e o ponto

azul marca ts 109 ~ 863 s.

Nota. R;,Cyy, tem dimensdes de tempo e € a constante de tempo térmica — a mesma ideia de RC num
circuito elétrico. A resposta atinge 63,2% em 7 € 90% em 7In10 ~ 2.3 7.

Resposta: ;9% = (1=2375s).

2Livro: D. Valério, Lecture Notes of Signals, Systems and Control, IST, §11.2 — 1.% ordem: constante de tempo
% e tempo de estabelecimento; ¢, 19 = % (Def. 11.1 e lista de tempos de estabelecimento)..
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3. Classificacdo de um sistema rotacional (2. ordem)

Lab 3 e 2024/25 e fonte: 2025_Quiz_Lab3_System_Classification

Um sistema rotacional inércia-mola-amortecedor tem mo-
mento de inércia J = 1.0 kg-m?, rigidez torcional K =
5 N-m/rad e amortecimento rotacional B = 4.47 N-m-s/rad.
A funcao de transferéncia €

~
2

D

Qs) 1
T(s) Js?+Bs+k

CNNNNNNNNNNNNY
NN NN

Calcule o coeficiente de amortecimento (.

Resolucao.? Comparando Js? + Bs + k com a forma canénica J(52 + 2Cwns + wfl):

_ B 44T
ok 25

= ¢

B

Nota. ¢ =0.9995 =~ 1: o sistema estd praticamente no amortecimento critico — a fronteira entre resposta
com sobreimpulso (( < 1) e sem sobreimpulso (¢ > 1). E a resposta mais rapida possivel sem sobreimpulso.
(Sem sobreimpulso ndo é o mesmo que sem oscilar: para qualquer ¢ < 1 hd jd algum sobreimpulso, mas a
resposta s6 faz ciclos completos em torno do valor final quando ¢ é pequeno; baizando ¢ até \/2/2 ~ 0.71,
por exemplo, obtém-se uma resposta ainda mais rdpida, com algum sobreimpulso mas sem chegar a oscilar.)

‘ 1.0 Pico (sobreimptlso) | ‘
1W,,,,,,,,,,,,,,, e S ——
— regime = 1
3
<
c 05 -
—— ¢ =1 (critico)
—(¢=+2/2~0.71
0 | | | ! \ \ \

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Resposta ao degrauw (normalizada). A azul, o sistema (( = 1): sobe monotonamente para o regime, sem
ultrapassar o valor final — a assinatura do amortecimento critico. A laranja, para comparagio, ( =
\/5/2: € mais rdpida e apresenta um pequeno sobreimpulso (o pico marcado), mas regressa ao regime sem
completar um ciclo oscilatério — ilustra que “sem sobreimpulso” e “sem oscilar” sao condigoes diferentes.

Resposta: ( = (criticamente amortecido).

8Livro: D. Valério, Lecture Notes of Signals, Systems and Control, IST, §11.3 — 2.* ordem: forma canénica
5% 4+ 2Cwns + w2. Modelo rotacional: cap. 4 (Exemplo 4.8, movimento rotacional)..
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4. Sobreimpulso — tempo de pico (2.* ordem)
Lab 3 e 2024/25 e fonte: 2025_Quiz_Lab3_0vershoot
Um estudante de engenharia quer walidar o desempe-

nho de um sistema mecdnico {ranslacional massa-mola-
amortecedor, com M = 1.0 kg, K = 1000 N/m e¢ B =

15.2 N-s/m:
X(s) 1
F(s) Ms?2+Bs+ K’ .
Ensaiar o sistema real é complicado — faltam-lhe compo- K —
nentes e as dimensoes nao ajudam — e ele prefere uma M — F
stmulacao analdgica a uma digital. Decide entdo testd-lo
num circuito RLC série equivalente, construido pela analo- ’
gia eletromecdnica (M < L, B+ R, K+ 1/C): L =1 H,
R=152Q, C =1 mF. No osciloscdpio observa a resposta
ao degrau e, tal como a teoria previa, confirma o sobreim-
pulso. A que instante ocorre a amplitude mdzrima
(tempo de pico)?
Resolucio.?
K B 15.2
Wn = \/; = V1000 = 31.62 rad/s, (= SVRME -~ 291000 0.2403 (< 1).

R /C 152 /1073
Nota. a analogia confirma-se no circuito: ( = VT = 3 T = 0.2403 — o mesmo valor.

Mecdnico e elétrico partilham w, e (, logo a mesma resposta normalizada.

Como ¢ < 1 (subamortecido), ha sobreimpulso, e o tempo de pico é

i T
t, = = =0.1023 s (102 ms).
P /1= (2 31.62V/1 — 0.24032 ( )
15| T+ Mj =1.46 I I I I ]
§ LN T [ regime = 1
=
0.5 | 13 —
0

0 01 02 03 04 05 06 07 08
t [s]

Resposta ao degrau (normalizada) do sistema massa-mola-amortecedor subamortecido (¢ = 0.240): ultra-
passa o regime (= 1) num sobreimpulso, atingindo o pico no instante azul t, ~ 0.102 s, antes de oscilar a

amortecer até ao valor final.

Resposta: ¢, =|0.1023 s| (w, = 31.6 rad/s, ( = 0.240).

“Livro: D. Valério, Lecture Notes of Signals, Systems and Control, IST, §11.3 — 2.* ordem subamortecida:
tempo de pico tp, = 7/(wn/1 — ¢?), eq. (11.71). Modelo massa-mola-amortecedor: cap. 4; analogia eletromecanica:
parte de modelacao (caps. 4-5)..
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5. Tempo de estabelecimento a 2% (2. ordem)

Lab 3 e 2024/25 e fonte: 2025_Quiz_Lab3_Settling_Time

O mesmo estudante estuda agora outro sistema massa-mola-
amortecedor, com M = 0.1 kg, K = 10 N/m ¢ B =
1.64 N-s/m:

X(s) 1

F(s) Ms2+Bs+ K’ z
Novamente sem poder ensaiar o sistema real, monta o RLC
série equivalente (L = 0.1 H, R = 1.64 , C = 100 mF) e M —F
observa a resposta ao degrau no osciloscopio. Quer saber ao i
fim de quanto tempo o sistema assenta, ou seja, o instante
que vai ler na escala horizontal do osciloscopio. Qual é o
tempo de estabelecimento a 2 % (atingir e permanecer
a menos de 2% do valor final)?

Resolucao.’

K 10 B 1.64 1.64
“n =\ T Vo1 rad/s, ¢ oVEM 2J/I0x01 2

Sendo ¢ < 1 (subamortecido), o tempo de estabelecimento a 2% vem da envolvente e~¢“nt:

4 4 4
t ~ = = — = (.488 s (488 ms).
207 Cwn - 0.82x 10 8.2 ( )
T T T T T
1 ,,,,,,,,,,,,,,, —
to.00 ~ 0.488 5 faixa £2%
g
8
® 05| .
0 | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 08 1 1.2
t[s]

Resposta ao degrau (normalizada) com ¢ = 0.82 (quase criticamente amortecido): a faiza cinzenta é
a banda de £2% em torno do regime e o ponto azul marca o instante a partir do qual a resposta ld
permanece, ts o0, = 0.488 s.

Nota. atengio ao (: VKM = /10 x 0.1 = 1 ezatamente, logo ( = 1.64/2 = 0.82 (ndo 0.822). A diferenca
parece pequena mas desloca o ts em ~2ms. O produto Cw, (parte real dos polos) € o que fiza a rapidez do
decaimento.

Resposta: ;99 =|0.488 5| (w, = 10 rad/s, ( = 0.82).

SLivro: D. Valério, Lecture Notes of Signals, Systems and Control, IST, §11.3 — 2.* ordem subamortecida:
tempos de estabelecimento aproximados pela envolvente exponencial, 5 29 =~ 4/(Cwn) (cf. §11.2 para 1.* ordem)..



