
Sinais e Sistemas Mecatrónicos
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Professor responsável: Carlos Cardeira � 2.o Semestre 2025/2026

Laboratório 4 � Resposta em frequência e medição experimental

Resoluções comentadas de uma das variantes numéricas do questionário (plataforma ExOnlineX).

O Lab 4 liga a teoria da resposta em frequência à medição experimental : valor médio de um sinal
PWM e �ltro RC, leitura de ganho e fase a partir da elipse de Lissajous no osciloscópio, resposta
de regime de um sistema linear a uma sinusóide, e linearização de um sensor não-linear. Cada
questão da plataforma tinha múltiplas variações numéricas; escolheu-se uma aleatoriamente,
cujo enunciado se restitui e se resolve passo a passo. A cor azul assinala a resposta �nal, as notas
comentam a física e o método, e as notas de rodapé remetem para o livro de referência. Convenção
da plataforma: ponto decimal ( . ).

1. PWM, valor médio e �ltro RC

Lab 4 � 2025/26 � fonte: 2026_Quiz_Lab4_Duty_Cycle

Um Arduino gera um sinal PWM no pino D10 que alterna entre LOW = 0 V e HIGH = 5 V,
para controlar o brilho de um LED. Um �ltro RC passa-baixo de 1.a ordem (R = 1 kΩ,
C = 100 nF) recupera uma tensão aproximadamente constante. (1) Que duty cycle D
produz uma saída de ≈ 4 V? (2) Qual é a frequência de corte fc do �ltro?

Resolução.1 O PWM (pulse-width modulation) é uma onda quadrada que comuta entre VLOW e
VHIGH; a fração do período em HIGH é o duty cycle D. A onda PWM é só essa comutação rápida
� é o �ltro passa-baixo que, por ser lento, não a consegue seguir e entrega aproximadamente o
seu valor médio (um conversor digital-analógico rudimentar). Pede-se o D que dá 4 V de média
e a frequência de corte do �ltro.
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O �ltro RC (esq.) entrega a média da onda PWM. No tempo (dir.): a onda comuta entre 0 e 5 V (cinz.); o
sinal �ltrado (azul) carrega enquanto o PWM está a 5 V e descarrega enquanto está a 0 V, assentando em
Vmédio = 4 V (D = 0.8) com ligeira ondulação. As linhas a tracejado mostram para onde cada exponencial
tenderia (5 e 0 V) se não houvesse comutação.

(1) Duty cycle. O valor médio de um sinal periódico p(t) de período T é Vmédio =
1
T

∫ T
0 p(t) dt.

Numa onda de dois níveis, que está DT em VHIGH e (1 −D)T em VLOW = 0, o integral é só a

1
Livro: D. Valério, Lecture Notes of Signals, Systems and Control, IST, Valor médio e conversão

PWM→analógico (DAC): cap. 12. Frequência de corte (−3 dB) de 1.a ordem: �11.2 (eq. 11.31)..

1



SSM � IST Questionário de Laboratório 4 � Resolução comentada

área do nível alto:

Vmédio = DVHIGH = 5D ⇒ D =
Vmédio

VHIGH
=

4

5
= 0.8.

(2) Frequência de corte. Para um RC passa-baixo de 1.a ordem, H(s) =
1

RCs+ 1
tem

frequência de corte (−3 dB)

fc =
1

2πRC
=

1

2π × 103 × 100× 10−9
= 1592 Hz.

Nota. para o �ltro alisar bem o PWM, fc deve estar bem abaixo da frequência de comutação, atenuando
a ondulação; mas não tão baixa que deixe de responder a mudanças de D. É o compromisso de qualquer
conversor digital-analógico feito por PWM.

Respostas: D = 0.8 , fc = 1592 Hz .

2. Curva de Lissajous � sistema de 1.a ordem

Lab 4 � 2025/26 � fonte: 2026_Quiz_Lab4_Lissajous_1st_order

Mede-se a resposta em frequência de um �ltro RC passa-
baixo de 1.a ordem com o osciloscópio em modo XY (curva
de Lissajous), aplicando uma sinusóide a f = 208 Hz. Da
elipse lêem-se 2a = 6.05 V, 2b = 5.51 V e 2c = 2.46 V. (1)
O ganho em dB; (2) a fase, em radianos.
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vo

2a

2b2c

Resolução.23 No modo XY a elipse relaciona a saída (vo, eixo Y) com a entrada (vi, eixo X).
Dela lêem-se 2a (pico-a-pico no eixo X, a entrada), 2b (pico-a-pico no eixo Y, a saída) e 2c (valor
de Y quando X passa por zero). O ganho é a razão das amplitudes:

|G(jω)|dB = 20 log10
2b

2a
= 20 log10

5.51

6.05
= −0.812 dB.

A fase. Como 2b e 2c são distâncias lidas no ecrã (ambas positivas), a sua razão dá apenas o
módulo do seno,

2c

2b
= | sin∠G| = 2.46

5.51
= 0.446,

e o arcsin devolve só o ângulo agudo de referência

θ0 = arcsin 0.446 = 0.463 rad ∈
[
0, π2

]
.

A elipse é cega ao sinal: dá só o módulo θ0 = |∠G| (porquê, mais abaixo). O sinal vem da física
� um passa-baixo de 1.a ordem atrasa a saída, com a fase entre 0 e −π/2; basta tomar o valor
negativo:

∠G(jω) = −θ0 = −0.463 rad.

2
Livro: D. Valério, Lecture Notes of Signals, Systems and Control, IST, Resposta de regime a uma sinusóide

(ganho e fase) e diagrama de Bode: cap. 10; 1.a ordem, fase entre 0 e −π/2: �11.2..
3
Guia: Laboratory Guide � Signals, Systems and Control, IST, A técnica de Lissajous (modo XY) não está no

livro � ver o Guia, cap. 4 (Frequency Responses), eq. (4.5): a fórmula dá o módulo da fase; o sinal/quadrante
vêm do padrão..
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Nota. ganho negativo em dB signi�ca apenas saída menor que entrada, normal acima da frequência de
corte. A elipse �fecha-se� numa reta quando a fase é 0 e vai abrindo à medida que o desfasamento cresce
� é um medidor visual de desfasamento (ver a galeria).

|φ| = 0 |φ| = π
4 |φ| = π

2 |φ| = 3π
4 |φ| = π

reta (+) elipse círculo∗ elipse reta (�)

Formas de Lissajous à medida que |φ| cresce de 0 a π: reta de declive + (em fase) → elipse → eixos
alinhados em π/2 (∗ círculo só se as amplitudes forem iguais; com |G| ≠ 1 é elipse) → elipse de inclinação
oposta → reta de declive − (oposição de fase). A forma só depende de |φ|; a seta dá o sentido de
percurso, que distingue atraso de avanço (o porquê do anti-horário está explicado a seguir).

Porque a elipse só dá o módulo (eliminando o tempo). Com x = A sinωt (eixo X) e
y = B sin(ωt+ φ) (eixo Y), isolam-se as duas funções de ωt:

x

A
= sinωt,

y

B
= sin(ωt+ φ) = sinωt︸ ︷︷ ︸

x/A

cosφ+ cosωt sinφ.

Da segunda, cosωt =
y/B − (x/A) cosφ

sinφ
. Substituindo em sin2 ωt+ cos2 ωt = 1,

( x

A

)2
+

(
y/B − (x/A) cosφ

)2
sin2 φ

= 1 =⇒
( x

A

)2
− 2

x

A

y

B
cosφ+

( y

B

)2
= sin2 φ,

que é a elipse. Ela depende de φ só por cosφ e sin2 φ, ambos pares: +φ e −φ dão a mesma elipse,
percorrida em sentidos opostos � e é só esse sentido que carrega o sinal de φ.

Qual o sentido, para um atraso? Olhe-se o instante em que a entrada é máxima � o ponto
mais à direita da elipse (x = A). Aí a entrada vai começar a descer; mas a saída, atrasada,
ainda não chegou ao seu próprio máximo, logo está a subir. Um ponto no extremo direito a subir
percorre a elipse no sentido anti-horário (a seta da galeria). Num avanço a saída já teria passado
o máximo e estaria a descer � daria o sentido horário. Por isso a fotogra�a, que não mostra o
sentido, dá só |φ|, e o sinal vem da física. No modo normal do osciloscópio � eixo horizontal =
tempo, as duas sinusóides vs t � esse atraso vê-se logo com sinal, pelo desvio temporal entre as
curvas; é o modo XY/Lissajous que esconde o tempo e, com ele, o sinal.

Respostas: |G|dB = −0.812 dB , ∠G = −0.463 rad .

3. Curva de Lissajous � sistema de 2.a ordem

Lab 4 � 2025/26 � fonte: 2026_Quiz_Lab4_Lissajous_2nd_order

Mede-se agora um �ltro RLC passa-baixo de 2.a ordem (fn = 853 Hz) com o osciloscópio em
modo XY, aplicando uma sinusóide a f = 3114 Hz ( acima de fn). Da elipse: 2a = 2.05 V,
2b = 0.22 V, 2c = 0.05 V. (1) O ganho em dB; (2) a fase, em radianos.

Resolução.45 O ganho lê-se como antes:

|G(jω)|dB = 20 log10
2b

2a
= 20 log10

0.22

2.05
= −19.4 dB.

4
Livro: D. Valério, Lecture Notes of Signals, Systems and Control, IST, �11.3 � resposta em frequência de 2.a

ordem: a fase vai de 0 a −π, passando por −π/2 exatamente em ωn (eq. 11.77)..
5
Guia: Laboratory Guide � Signals, Systems and Control, IST, Leitura de Lissajous: Guia, cap. 4, eq. (4.5)

(dá o módulo da fase � o quadrante vem do padrão/física)..
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Para a fase, exatamente como antes,
2c

2b
= | sin∠G| dá só o ângulo agudo de referência

θ0 = arcsin
2c

2b
= arcsin

0.05

0.22
= 0.229 rad.

A diferença é o quadrante. Como f = 3114 > fn = 853 Hz, a fase de uma 2.a ordem já passou
−π/2 e está entre −π/2 e −π. Dos dois candidatos com este módulo de seno (−θ0 e −π + θ0), o
que cai nesse intervalo é

∠G(jω) = −π + θ0 = −π + 0.229 = −2.91 rad.

Nota. a ambiguidade vem de sin θ = sin(π − θ): a elipse só dá | sin |. A física escolhe � 1.a ordem �ca
acima de −π/2 (logo −θ0); 2.a ordem acima de ωn já desceu abaixo de −π/2 (logo −π + θ0) e tende para
−π. É a mesma conta dos dois lados, só muda o quadrante.

Respostas: |G|dB = −19.4 dB , ∠G = −2.91 rad .

4. Sinal de saída de um sistema de 2.a ordem

Lab 4 � 2025/26 � fonte: 2026_Quiz_Lab4_Output_Signal

Um sistema passa-baixo de 2.a ordem G(s) =
Kω2

n

s2 + 2ξωns+ ω2
n

temK = 1.36, ωn = 4727 rad/s

(fn = 752 Hz) e ξ = 0.354. Aplica-se vi(t) = A sin(ωt + φ) + Vo� com A = 1 V, φ =
−π/10 rad, Vo� = 2 V, para duas frequências: ω1 = 2694 rad/s (< ωn) e ω2 = 10974 rad/s
(> ωn). Para cada uma, determine frequência, amplitude, fase e o�set de saída.

Resolução.6 Para um sistema linear, a resposta de regime a uma sinusóide tem a mesma

frequência; só mudam amplitude e fase, e a componente contínua (ω = 0) é tratada à parte por
sobreposição:

ωout = ωin, Aout = |G(jω)|A, φout = φ+ ∠G(jω), Vo�,out = G(0)Vo� = K Vo�.

com

|G(jω)| = Kω2
n√

(ω2
n − ω2)2 + (2ξωnω)2

, ∠G(jω) = arctan
−2ξωnω

ω2
n − ω2

.

O o�set de saída é K Vo� = 1.36× 2 = 2.72 V em ambos os casos.

Nota. erro clássico: aplicar |G(jω2)| ao o�set no caso 2 (acima da ressonância), o que daria um valor
minúsculo. Mas o o�set é DC, ou seja ω = 0 � está sempre abaixo da ressonância e é multiplicado por
G(0) = K, independentemente da frequência da sinusóide. Só a parte sinusoidal é atenuada por |G(jω)|.
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6
Livro: D. Valério, Lecture Notes of Signals, Systems and Control, IST, cap. 10 � resposta de regime perma-

nente a uma sinusóide: igual frequência, amplitude ×|G(jω)|, fase +∠G(jω). Princípio da sobreposição (lineari-
dade) para a componente DC. |G|,∠G de 2.a ordem: �11.3 (eq. 11.75, 11.77)..
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Bode de G: as duas frequências de ensaio caem em zonas opostas. Em ω1 < ωn o ganho é próximo do
máximo (perto da ressonância) e a fase é moderada; em ω2 > ωn o ganho está muito atenuado e a fase
já passou −90◦, a caminho de −180◦. O o�set é DC (ω = 0, extremo esquerdo): vê G(0) = K, nunca
atenuado.

Avaliando G(jω) em cada frequência (com φ = −0.314 rad):

|G| ∠G (rad) Aout (V) φout (rad) Vo�,out (V)

ω1 = 2694 (< ωn) 1.73 −0.538 1.73 −0.852 2.72

ω2 = 10974 (> ωn) 0.29 −2.78 0.29 −3.1 2.72

Em ambos os casos ωout = ωin ( 2694 e 10974 rad/s). Abaixo da ressonância o ganho é próximo
de K (quase sem atenuação); acima, a sinusóide é fortemente atenuada (0.29), mas o o�set
mantém-se em 2.72 V.

5. Linearização de um termístor NTC

Lab 4 � 2025/26 � fonte: 2026_Quiz_Lab4_Thermistor_Linearization

Um termístor NTC tem resistência R(T ) = Rref e
B

(
1
T
− 1

Tref

)
, com Rref = 1 kΩ, Tref = 25◦C=

298 K e B = 3470 K. Usa-se em torno de T0 = 50◦C= 323 K. Pela aproximação de 1.a

ordem R(T ) ≈ R(T0)+
dR
dT

∣∣
T0
(T −T0), determine: (1) R(T0); (2) o ganho linearizado dR

dT

∣∣
T0
;

(3) a resistência estimada em T0 +∆T , com ∆T = 2◦C.

Resolução.7 Linearizar é substituir a curva R(T ), em torno do ponto de funcionamento T0,
pela sua reta tangente � a aproximação de 1.a ordem de Taylor. A reta tem ordenada R(T0)
e declive dR

dT

∣∣
T0

(a sensibilidade do sensor); perto de T0 confunde-se com a curva, afastando-se à

medida que ∆T cresce (�gura).
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(1) Resistência no ponto de funcionamento. Em T0 = 323 K:

R(T0) = 1000 e3470(
1

323
− 1

298) = 1000 e−0.901 = 406 Ω.

(2) Ganho linearizado (sensibilidade). Derivando R(T ) em ordem a T :

dR

dT
= Rref e

B(1/T−1/Tref)

(
− B

T 2

)
= − B

T 2
R(T ) ⇒ dR

dT

∣∣∣∣
T0

= −3470

3232
× 406 = −13.5 Ω/K.

7
Livro: D. Valério, Lecture Notes of Signals, Systems and Control, IST, �8.3 � linearização de não-linearidades

suaves por expansão de Taylor de 1.a ordem em torno do ponto de funcionamento (cf. Exemplo 8.3, mola não-
linear)..
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O sinal é negativo porque um NTC diminui a resistência quando a temperatura aumenta.

(3) Resistência estimada em T0 +∆T . Pela aproximação linear, em T0 + 2:

Rlin(T0 + 2) = R(T0) +
dR

dT

∣∣∣∣
T0

× 2 = 406 + (−13.5)× 2 = 379 Ω.

Nota. o ganho linearizado dR
dT

∣∣
T0

é a sensibilidade do sensor no ponto de funcionamento (Ω/K). O valor
exato em T0 + 2 é ≈ 380 Ω: o erro de linearização (∼ 0.3%) é pequeno para ∆T = 2 K, mas cresce com
∆T . É a mesma ideia do Exemplo 8.3 do livro (linearização de uma mola não-linear).

Respostas: R(T0) = 406 Ω , dR
dT

∣∣
T0

= −13.5 Ω/K , Rlin(T0 + 2) = 379 Ω .
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