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Laboratório 4 � Resposta em frequência e identi�cação

Resoluções comentadas de uma das variantes numéricas do questionário (plataforma ExOnlineX).

O Lab 4 liga tempo e frequência: valor médio de um PWM e �ltro RC, correspondência entre
parâmetros no tempo e no diagrama de Bode, identi�cação da função de transferência (1.a e 2.a

ordem) a partir de dados de Bode medidos, e a leitura de uma curva de Lissajous (modo XY do
osciloscópio) para recuperar o sinal a partir do ganho e da fase. Cada questão da plataforma tinha
múltiplas variações numéricas; escolheu-se uma aleatoriamente, cujo enunciado se restitui e
se resolve passo a passo. A cor azul assinala a resposta �nal; as notas de rodapé remetem para o
livro. Convenção: ponto decimal ( . ).

1. PWM, valor médio e �ltro RC

Lab 4 � 2024/25 � fonte: 2025_Quiz_Lab4_Duty_Cycle

Um Arduino controla um elemento de aquecimento por PWM, alternando entre VLOW = 0 V
e VHIGH = 5 V. (1) Para duty cycle D = 0.6, qual é a tensão média de saída? (2) Para
gerar uma sinusóide, �ltra-se o PWM (frequência de comutação do Arduino UNO ≈ 31 kHz)
com um RC passa-baixo de 1.a ordem, escolhendo a frequência de corte uma década abaixo
da do PWM. Com R = 39 000 Ω, qual a capacidade C?

Resolução.1 O PWM (pulse-width modulation) é uma onda quadrada periódica que comuta
entre dois níveis �xos, VLOW e VHIGH; a fração do período em que está em HIGH é o duty cycle D.
Um sistema lento � térmico, mecânico � ou um �ltro passa-baixo não consegue acompanhar a
comutação rápida e só �sente� a média do sinal. As duas alíneas pedem: (1) que tensão contínua
corresponde a este PWM e (2) como dimensionar o �ltro RC que a extrai.
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O �ltro RC (esq.) recebe a onda PWM e entrega a sua média. No tempo (dir.): a onda PWM comuta

entre 0 e 5 V (cinz.); o sinal �ltrado (azul) carrega enquanto o PWM está a 5 V e descarrega enquanto está

a 0 V, com a derivada a mudar em cada comutação, assentando no valor médio com ligeiras oscilações

residuais em torno de Vmédio. As linhas a tracejado prolongam a 1.a carga e a 1.a descarga � mostram

para onde cada exponencial tenderia (5 V e 0 V) se não houvesse comutação.

1
Livro: D. Valério, Lecture Notes of Signals, Systems and Control, IST, Valor médio e conversão

PWM→analógico (DAC): cap. 12. Filtro passa-baixo de 1.a ordem e frequência de corte (−3 dB): �11.2 (eq. 11.31)..
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(1) Valor médio. O valor médio (componente contínua) de um sinal periódico p(t) de período
T é, por de�nição,

Vmédio =
1

T

∫ T

0
p(t) dt.

Numa onda de dois níveis, que está DT do tempo em VHIGH e (1 − D)T em VLOW, o integral
reduz-se à soma das duas áreas (altura × tempo):

Vmédio =
1

T

[
VHIGH (DT ) + VLOW

(
(1−D)T

)]
= DVHIGH + (1−D)VLOW.

É, portanto, uma média pesada pelos tempos passados em cada nível. Com VLOW = 0 só sobra o
termo do nível alto:

Vmédio = DVHIGH = 0.6× 5 = 3 V.

(2) Filtro RC. A onda PWM é apenas a comutação rápida entre 0 e 5 V, à frequência fPWM.
Um �ltro passa-baixo, por ser lento, não consegue seguir cada comutação: a sua saída acompanha
só a variação lenta da entrada e, por isso, entrega aproximadamente o Vmédio calculado acima (a
ondulação residual em torno dele é o ripple). Quanto mais rápida for a comutação em relação ao
�ltro, mais limpa �ca a média. Um RC de 1.a ordem (�gura) tem

H(s) =
1

RCs+ 1
, fc =

1

2πRC
,

e acima de fc a magnitude cai a −20 dB/déc. Regra de projeto: colocar fc uma década abaixo

de fPWM, para que a harmónica fundamental (em fPWM) já esteja ≈ 20 dB atenuada (× 1
10 em

amplitude), alisando essas oscilações, ao mesmo tempo que a banda útil (de DC até ≈ fc) passa
quase intacta. Logo

fc =
fPWM

10
=

31 000

10
= 3100 Hz.

Isolando C da de�nição fc =
1

2πRC
:

C =
1

2πRfc
=

1

2π × 39 000× 3100
=

1

7.60× 108
= 1.32 nF.

Nota. há um compromisso: baixar fc atenua mais a ondulação da comutação, mas também limita a rapidez

do sinal que se consegue reconstruir (a banda do passa-baixo). Uma década abaixo é o compromisso habitual

� cerca de 20 dB de atenuação à comutação, mantendo banda su�ciente para a informação (o valor médio,

ou uma sinusóide lenta modulada em D).

Respostas: Vmédio = 3 V , C = 1.32 nF .

2. Construção do diagrama de Bode a partir da resposta ao degrau unitário
(1.a ordem)

Lab 4 � 2024/25 � fonte: 2025_Quiz_Lab4_Time_and_Freq_1st_order

A resposta ao degrau de um sistema de 1.a ordem é y(t) = K(1 − e−at), com a = 1/τ . Da
experiência obteve-se K = 2.19 e a = 43.7 s−1. Determine as características do diagrama
de Bode: (1) ganho DC em dB; (2) frequência de corte fc; (3) fase em fc; (4) declive da
magnitude para f ≫ fc.
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Resolução.2 Da resposta ao degrau à função de transferência. A resposta de um sistema
de 1.a ordem a um degrau unitário, y(t) = K(1−e−t/τ ), parte de 0, sobe com constante de tempo
τ e estabiliza no valor �nal K. Comparando com o enunciado y(t) = K(1 − e−at) lê-se a = 1/τ ,
ou seja τ = 1/a. A função de transferência com esta resposta ao degrau é o polo único

G(s) =
K

τs+ 1
, τ =

1

a
=

1

43.7
= 0.0229 s.

Fazendo s = jω obtém-se a resposta em frequência G(jω) =
K

1 + jωτ
, de onde saem as quatro

características do diagrama de Bode (�gura).
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Diagrama de Bode de G(s) = K/(τs+ 1): a magnitude (cima) é plana em 20 log10 K até à frequência de

corte fc e depois cai −20 dB/déc (assintotas a tracejado); a fase (baixo) vai de 0 a −90◦, passando por

−45◦ exatamente em fc.

(1) Ganho DC. O ganho em regime contínuo é o valor �nal da resposta ao degrau, G(0) = K =
2.19. Em decibel,

20 log10K = 20 log10 2.19 = 6.8 dB.

(2) Frequência de corte. O polo está em ω = 1/τ = a; em hertz,

fc =
1

2πτ
=

a

2π
=

43.7

2π
= 6.96 Hz,

frequência em que a magnitude cai 3 dB abaixo do valor DC.

(3) Fase em fc. A fase de 1.a ordem é ∠G(jω) = − arctan(ωτ). Em fc tem-se ωτ = 1, logo

∠G(fc) = − arctan 1 = −45◦.

(4) Declive para f ≫ fc. Quando ωτ ≫ 1, |G| ≈ K/(ωτ): a magnitude divide-se por 10 (cai
20 dB) por cada década de frequência, ou seja −20 dB/déc.

Nota. a constante de tempo no tempo (τ) e a frequência de corte no Bode (fc) são duas faces do mesmo

polo: fc = 1/(2πτ). Em fc o ganho cai 3 dB e a fase é exatamente −45◦ � a �assinatura� de 1.a ordem.

Respostas: 20 log10K = 6.8 dB | fc = 6.96 Hz | ∠G(fc) = −45◦ | declive −20 dB/déc .

2
Livro: D. Valério, Lecture Notes of Signals, Systems and Control, IST, �11.2 � 1.a ordem: τ = 1/a; fc = 1

2πτ
;

ganho −3 dB e fase −π/4 em fc (eq. 11.31�11.32); declive −20 dB/déc (cap. 10, diagrama de Bode)..

3



SSM � IST Questionário de Laboratório 4 � Resolução comentada

3. Identi�cação de uma função de transferência de 1.a ordem a partir do dia-
grama de Bode

Lab 4 � 2024/25 � fonte: 2025_Quiz_Lab4_Find_TF_from_Bode_Values_1st_order

Mediu-se a resposta em frequência (em malha aberta) de um servomotor, de forma G(s) =
K

τs+ 1
. Os dados de Bode medidos (com ruído) são:

f [Hz] |G| [dB] ∠G [rad]

0.012 11 −0.011

0.12 11 −0.099

1.2 7.6 −0.77

12 −9.1 −1.4

122 −30 −1.6

Determine o ganho DC K e a constante de tempo τ .

Resolução.3 Identi�car é ajustar os parâmetros de um modelo de estrutura conhecida (aqui, de
1.a ordem) aos dados medidos. O diagrama de Bode de G(s) = K/(τs+ 1) tem duas marcas que
dão diretamente os dois parâmetros: um patamar a baixas frequências (dá K) e uma frequência
de corte (dá τ). Os pontos medidos (com ruído) e a curva que melhor lhes assenta estão na �gura.
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Pontos medidos (◦) e Bode do modelo identi�cado (azul). O patamar a baixa frequência �xa o ganho DC;

a frequência de corte (queda de 3 dB e fase −45◦) �xa fc e, com ele, τ .

Passo 1 � patamar de baixa frequência → K. Em 0.012 e 0.12 Hz a magnitude estabiliza
num patamar de ≈ 11 dB, que é o ganho DC. De 20 log10K = 11 dB,

K = 1011/20 ≈ 3.5.

Passo 2 � frequência de corte → τ . A frequência de corte é onde a magnitude cai 3 dB
abaixo do patamar (de 11 para ≈ 8 dB) e, ao mesmo tempo, a fase passa por −π/4 ≈ −0.785 rad.
Os dados apontam ambos para fc ≈ 1.2 Hz (aí |G| = 7.6 dB e ∠G = −0.77 rad). Então

τ =
1

2πfc
=

1

2π × 1.2
≈ 0.13 s.

Veri�cação. Para f ≫ fc a magnitude deve cair −20 dB/déc: entre 12 e 122 Hz (uma década)
passa de −9.1 para −30 dB, ou seja −20.9 dB/déc � con�rma a 1.a ordem.

3
Livro: D. Valério, Lecture Notes of Signals, Systems and Control, IST, �11.2 � Bode de 1.a ordem: ganho DC

= 20 log10 K; frequência de corte onde o ganho cai 3 dB e a fase é −π/4 (⇒ τ = 1/(2πfc))..
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Nota. em identi�cação usam-se os dois indicadores em simultâneo: o ganho (−3 dB) e a fase (−45◦)

marcam a mesma frequência de corte. Quando há ruído, a fase costuma ser mais �ável que o ganho perto

da frequência de corte.

Respostas: K ≈ 3.5 , τ ≈ 0.13 s
(
G(s) ≈ 3.5

0.13 s+1

)
.

4. Identi�cação de uma função de transferência de 2.a ordem a partir do dia-
grama de Bode

Lab 4 � 2024/25 � fonte: 2025_Quiz_Lab4_Find_TF_from_Bode_Values_2nd_order

Mediu-se a resposta em frequência de um acoplamento �exível, de forma G(s) =
Kω2

n

s2 + 2ζωns+ ω2
n

(subamortecido). Dados de Bode:

f [Hz] |G| [dB] ∠G [rad]

0.259 12 −0.0501

1.3 14.2 −0.265

2.59 19.7 −1.57

5.18 2.25 −2.85

25.9 −27.8 −3.09

Determine K, ωn e ζ.

Resolução.4 Tal como na alínea anterior, identi�ca-se ajustando os parâmetros de um modelo
de estrutura conhecida � agora de 2.a ordem � aos dados. Um sistema subamortecido deixa três
marcas no diagrama de Bode (�gura): o patamar de baixa frequência (dá K), a fase a atravessar
−90◦ em ωn (dá ωn) e a altura do pico de ressonância (dá ζ).
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Pontos medidos (◦) e Bode do modelo identi�cado (azul). A 2.a ordem distingue-se da 1.a por três traços:

pico de ressonância, fase de 0 a −180◦ (a passar por −90◦ em ωn) e queda �nal de −40 dB/déc.

Passo 1 � patamar de baixa frequência → K. Em 0.259 Hz a magnitude é 12 dB; de
20 log10K = 12 dB,

K = 1012/20 ≈ 4.0.

4
Livro: D. Valério, Lecture Notes of Signals, Systems and Control, IST, �11.3 � Bode de 2.a ordem: ganho DC

= 20 log10 K; fase −π/2 exatamente em ωn (eq. 11.77); pico de ressonância |G(jωr)|/K = 1

2ζ
√

1−ζ2
(eq. 11.80)..
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Passo 2 � frequência natural → ωn. A fase de 2.a ordem vale exatamente −90◦ (−π/2) em
ω = ωn, qualquer que seja ζ. Os dados dão ∠G = −1.57 rad em fn = 2.59 Hz, logo

ωn = 2πfn = 2π × 2.59 = 16.3 rad/s.

Passo 3 � amortecimento → ζ. A altura do pico de ressonância acima do patamar DC mede

o amortecimento, por
|G|pico
K

=
1

2ζ
√
1− ζ2

. O pico vale 19.7 dB, ou seja 19.7 − 12 = 7.7 dB

acima do DC; em linear, 107.7/20 = 2.43. De
1

2ζ
√
1− ζ2

= 2.43 vem ζ
√
1− ζ2 = 0.206, donde

ζ ≈ 0.21.

Veri�cação. Para f ≫ fn a magnitude deve cair −40 dB/déc (o dobro da 1.a ordem). Entre
5.18 e 25.9 Hz (×5 em frequência, ou 0.70 déc) passa de 2.25 para −27.8 dB, isto é −30/0.70 ≈
−43 dB/déc � con�rma a 2.a ordem.

Nota. quanto mais alto o pico de ressonância, menor o ζ. Se ζ ≥ 0.707 não há pico e a 2.a ordem perde

essa assinatura � a identi�cação �ca então pela fase (−90◦ em ωn) e pelo declive �nal de −40 dB/déc.

Respostas: K ≈ 4.0 , ωn = 16.3 rad/s , ζ ≈ 0.21 .

5. Curva de Lissajous � reconstruir o sinal de entrada

Lab 4 � 2024/25 � fonte: 2025_Quiz_Lab4_Lissajous_Curves

Um engenheiro testa a resposta em frequência de um amortecedor de suspensão num banco
de ensaios. Os transdutores são ideais (1:1): o atuador converte Vin [V] em força [N] e o
sensor converte a força de saída [N] em Vout [V]. O osciloscópio mostra a curva de Lissajous
com Vin no eixo X e Vout no eixo Y, ambos em modo AC. Da elipse lêem-se 2a = 4.0 V,
2b = 2.0 V e 2c = 1.0 V. O sinal de saída medido é Vout(t) = Aout sin(ωoutt + δout) com
Aout = 1.0 V, ωout = 314 rad/s e δout = −0.624 rad. Determine os parâmetros do sinal

de entrada Vin(t) = Ain sin(ωint+ δin).

Resolução.ab Num sistema linear invariante, a saída a uma
sinusóide é outra sinusóide à mesma frequência, com a amplitude
multiplicada por |G(jω)| e a fase somada de ∠G(jω). A elipse de
Lissajous é o lugar (vi, vo) ao longo de um período; dela lêem-se
2a (pico-a-pico no eixo X, a entrada), 2b (pico-a-pico no eixo Y,
a saída) e 2c (valor de Y quando X passa por zero). A largura
dá a entrada, a altura dá a saída e a abertura vertical no centro
dá a diferença de fase.

a
Livro: D. Valério, Lecture Notes of Signals, Systems and Control, IST,

Resposta de regime a uma sinusóide (ganho e fase) e diagrama de Bode:
cap. 10..

b
Guia: Laboratory Guide � Signals, Systems and Control, IST, A técnica

de Lissajous (modo XY) não está no livro � ver o Guia, cap. 4 (Frequency
Responses), eq. (4.5): a fórmula dá o módulo da fase; o sinal/quadrante
vêm do padrão..

vi

vo

2a

2b2c

Passo 1 � frequência. A frequência não muda num sistema linear, logo ωin = ωout =
314 rad/s.
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Passo 2 � amplitude de entrada. A largura da elipse é o pico-a-pico da entrada:

Ain =
2a

2
=

4.0

2
= 2.0 V.

(Con�rmação: a altura dá a saída, Aout = 2b/2 = 2.0/2 = 1.0 V, igual ao valor fornecido.)

Passo 3 � fase do sistema. A abertura vertical no centro relaciona-se com a fase por

| sin∠G| = 2c

2b
:

|∠G| = arcsin
2c

2b
= arcsin

1.0

2.0
= arcsin 0.5 = 0.524 rad (30◦).

Um sistema físico atrasa a saída, logo ∠G = −0.524 rad.

Passo 4 � fase de entrada. Como δout = δin + ∠G,

δin = δout − ∠G = −0.624− (−0.524) = −0.100 rad.

Nota. com o osciloscópio em modo AC a componente contínua é �ltrada, pelo que a curva de Lissajous

não permite ler o o�set DC � por isso ele não é pedido. A mesma relação serve no sentido inverso (a

outra variante do quiz, do tipo �previsão�): dados Ain, ωin, |G| e ∠G, prevê-se 2a = 2Ain, 2b = 2Ain|G| e
2c = 2b | sin∠G|.

|φ| = 0 |φ| = π
4 |φ| = π

2 |φ| = 3π
4 |φ| = π

reta (+) elipse círculo∗ elipse reta (�)

Formas de Lissajous à medida que |∠G| cresce de 0 a π: reta de declive + (em fase) → elipse → eixos

alinhados em π/2 (∗ círculo só se as amplitudes forem iguais; com |G| ≠ 1 é elipse) → elipse de inclinação

oposta → reta de declive − (oposição de fase). A forma só depende de |∠G|; a seta dá o sentido de

percurso, que distingue atraso de avanço (o porquê do anti-horário está explicado a seguir).

Porque a elipse só dá o módulo (eliminando o tempo). Com x = A sinωt (eixo X) e
y = B sin(ωt+ φ) (eixo Y), sendo φ = ∠G, isolam-se as duas funções de ωt:

x

A
= sinωt,

y

B
= sin(ωt+ φ) = sinωt︸ ︷︷ ︸

x/A

cosφ+ cosωt sinφ.

Da segunda, cosωt =
y/B − (x/A) cosφ

sinφ
. Substituindo em sin2 ωt+ cos2 ωt = 1,

( x

A

)2
+

(
y/B − (x/A) cosφ

)2
sin2 φ

= 1 =⇒
( x

A

)2
− 2

x

A

y

B
cosφ+

( y

B

)2
= sin2 φ,

que é a elipse. Ela depende de φ só por cosφ e sin2 φ, ambos pares: +φ e −φ dão a mesma elipse,
percorrida em sentidos opostos � e é só esse sentido que carrega o sinal de φ.

Qual o sentido, para um atraso? Olhe-se o instante em que a entrada é máxima � o ponto
mais à direita da elipse (x = A). Aí a entrada vai começar a descer; mas a saída, atrasada,
ainda não chegou ao seu próprio máximo, logo está a subir. Um ponto no extremo direito a subir
percorre a elipse no sentido anti-horário (a seta da galeria). Num avanço a saída já teria passado
o máximo e estaria a descer � daria o sentido horário. Por isso a fotogra�a, que não mostra o
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sentido, dá só |φ|, e o sinal vem da física. No modo normal do osciloscópio � eixo horizontal =
tempo, as duas sinusóides vs t � esse atraso vê-se logo com sinal, pelo desvio temporal entre as
curvas; é o modo XY/Lissajous que esconde o tempo e, com ele, o sinal.

Respostas: Ain = 2.0 V , ωin = 314 rad/s , δin = −0.100 rad .
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