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Resolug¢ao comentada.

A prova tem duas partes. O Grupo I reine 10 questoes de escolha multipla (1 valor cada;
resposta errada desconta 0,2 v.; a cotagdo minima do grupo é 0). O Grupo II reine 5 questoes
de desenvolvimento (2 valores cada). Total: 20 valores; duracdo 2 horas. Salvo indicagdo em
contrario, consideram-se condi¢oes iniciais nulas. Esta resolucao restitui o enunciado de cada
questao antes de a resolver, de modo a poder ser lida de forma independente.

Grupo I — Escolha miiltipla (10 valores)

Q1 — Transformada de Laplace da derivada

Se L[f(t)] for a transformada de Laplace de f(¢) e derivarmos f(¢) em ordem ao tempo
(condigoes iniciais nulas), obtém-se:

(E) Nenhuma das anteriores.
Resolugdo. [Valério 2024, Cap. 2, §2.5 — propriedades da transformada de Laplace ] Aplicando a
definicio L[g(t)] = [;° g(t)e ' dt a g = f e integrando por partes (u = e, dv = f dt):
. oo, 00 ©
L[f] :/ ft)estdt = {f(t)e*ﬂo +s/ f®e stdt = —£(0) + s F(s).
0 0

Com condicdes iniciais nulas, £(0) = 0, logo L[f] = s F(s). Resposta: .

Nota. A multiplicagio por s corresponde a derivar no tempo; a divisio por s (op¢ao A) corresponde a
integrar (E[fg f1= %F(s)) e 1/s? (opcio B) a uma dupla integracdao (jd s*, op¢io D, seria uma dupla
derivagdo). E esta dualidade que faz de s o “operador derivada” e de 1/s o “operador integral” no dominio
de Laplace — a base de toda a representacio por funcées de transferéncia. E também uma propriedade
que consta, ja condensada, nas tabelas de transformadas de Laplace.

Q2 — Tipo de um sistema

O “tipo” de um sistema linear, representado pela sua funcao de transferéncia, de-
pende:

(A) do namero de zeros na origem;
(B) do numero de polos na origem;

(C) dos zeros serem complexos conjugados;



(D) dos polos serem complexos conjugados;
(E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 9 — erro em regime permanente| O tipo de um sistema é, por
defini¢do, o ntumero de polos na origem (s = 0) da sua funcao de transferéncia de malha aberta,
isto é, o nimero de integradores 1/s que ela contém. Escrevendo

K [[;(s — =)
sV I;(s —pj)’

o expoente N é o tipo do sistema. Resposta: .

L(s) =

Nota. O tipo determina o erro estdtico a entradas polinomiais: um sistema de tipo 0 tem erro finito ao
degrau; o tipo 1 anula o erro ao degrau e dd erro finito & rampa; e assim sucessivamente. Cada integrador
acrescenta a capacidade de sequir, sem erro, uma entrada de grau superior. As restantes estdo erradas: o
tipo conta polos na origem, nao zeros (A), e nao depende de os polos ou zeros serem complexos conjugados

(C, D).

Q3 — Resposta ao degrau vs. resposta impulsiva

A resposta ao degrau unitario de um sistema linear e invariante no tempo (c.i. nulas):
(A) corresponde a derivada da sua resposta impulsiva;

(B) é independente da sua resposta impulsiva,

(C) corresponde ao integral da sua resposta impulsiva;

(D) é ideéntica a sua resposta impulsiva;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. | Valério 2024, Cap. 2, §2.5 e Cap. 11, §11.1| Chamemos T'(s) a funcao de transferéncia,
h(t) a resposta impulsiva (saida para a entrada 6(t)) e g(t) & resposta ao degrau (saida para o
degrau unitario). As duas entradas estao ligadas: o degrau é o integral do impulso,

1
1.
s

u(t) = /0 S(rydr = U(s) =

Como o sistema ¢ linear e invariante, a saida é sempre (entrada) x T'(s); logo, ao passar do impulso
para o degrau, multiplica-se a entrada por 1/s e a saida fica multiplicada pelo mesmo 1/s:
1 1
H(s)=T(s)-1, G(s)=T(s) - — = —H(s).
s s
Ora a multiplicac¢do por 1/s é, no dominio do tempo, a integragao (propriedade dual da de Q1).
Portanto a resposta ao degrau é o integral da resposta impulsiva,

Resposta: .

Nota. Inversamente, a resposta impulsiva é a derivada da resposta ao degraw (h = §) — 4til na prdtica:
o degrau € fdcil de aplicar e a derivada (numérica) da resposta dd h(t). Por isso a opgao A estd trocada (é
a impulsiva que € a derivada do degrau, nao o contrdrio), a B é falsa (as duas estio intimamente ligadas)
e a D também (diferem por wma integracdo).



Q4 — Declive inicial de um sistema de 1.* ordem

A derivada inicial da resposta no tempo de um sistema LTI de 1.2 ordem, sem zeros,
ao degrau unitario:

(A) énula;

(B) depende do valor do polo;

(C) nao depende do valor do polo;

(D) nao se pode calcular porque o sistema nao tem zeros;
(E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. | Valério 2024, Cap. 11, §11.2 — sistema de 1.* ordem | Na forma de ganho estdtico, um

K K
sistema de 1.2 ordem sem zeros escreve-se G(s) = = ,em que K = G(0) é o ganho
Ts+1  s/wp,+1
estatico (valor final ao degrau) e o polo estd em s = —1/7, & frequéncia w, = 1/7. A resposta ao

degrau unitério e a sua derivada sao

_ . K _ . K
yt)=K(1—e t/T), y(t):7e ¢ y(OJr):?:Kwp.
O declive inicial é o produto do ganho estdtico pela frequéncia do polo: fixado o valor final, quanto
mais afastado da origem estiver o polo (resposta mais rapida), maior o declive inicial. Logo

depende do valor do polo. Resposta: .

Nota. Importa esclarecer wm aparente paradozo. Se escrevermos a mesma FT na forma G(s) = Y
s+a
obtém-se y(07) = b (o0 coeficiente do numerador), aparentemente sem o polo. Mas nessa forma o ganho

estdtico € b/a, pelo que variar o polo a altera também o ganho estditico — nao se isola o efeito do polo.
As duas leituras nao se contradizem: mantendo o numerador b fizo o declive é constante (= b), mas isso
obriga o ganho estdtico a variar com o polo; mantendo o ganho estditico K fixo (forma K/(ts+ 1)), o
declive K w, cresce com a frequéncia do polo. O enunciado refere-se ao efeito do polo com o valor final
fixo — dai “depende do polo”. As outras opgoes: a A (declive nulo) sé valeria para grau relativo > 2 (ver
Q7), nao para 1.* ordem; a D ¢ falsa, pois o cilculo é imediato.

Q5 — Fase a alta frequéncia num diagrama de Bode

Considere o diagrama de Bode de um sistema estavel, com polos e zeros no semiplano
complexo esquerdo. Se a curva de fase, quando w — oo, tende para —270°:

(A) a curva de amplitude deve descer a —40 dB/década;

(B) o numero de zeros ¢é idéntico ao ntmero de polos;

(C) a diferencga entre o namero de polos e o namero de zeros é 3;
(D) o namero de polos é 3;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 10 — diagramas de Bode | Para um sistema de fase minima (polos
e zeros no SPE), a fase a alta frequéncia é determinada pelo grau relativo: cada polo contribui
—90° e cada zero +90° quando w — co. Assim

lim ZG(jw) = —90° (npolos — Mzeros )-

w—r00

Igualando a —270° obtém-se npolos — Nzeros = 3. Resposta: .



Nota. Os polos e zeros contam-se com multiplicidade: um polo duplo conta como dois (contribui —180°).
s+ a

(s+b)(s+c)(s+d)?
tende para —270°, em coeréncia com a op¢ao C. A opgao D (“o mnimero de polos é 87) é demasiado

tem 1 zero e J polos — diferenga 3 — e a fase

Assim, mesmo uma funcdo como

restritiva: o sistema pode ter § polos e 2 zeros e a diferenca continua a ser 8. A opgdo B (zeros = polos)
daria diferenga nula e fase a tender para 0. A op¢io A confunde fase com declive — o declive final seria
—20 x 3 = —60 dB/década.

Q6 — Amplitude de Bode a baixa frequéncia

— 10
Para G(s) = S 151 22 105571 a curva de amplitude do diagrama de Bode, quando

w — 02

(A) tende para infinito;

(B) tende para —180°;

(C) tende para —20 dB;

(D) tende para 20 dB;
(E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 10| A baixa frequéncia o diagrama de amplitude tende para o
ganho estatico |G(0)| em dB:

0-10
G(0) = ————— = —10, |G(0)] =10,  20log;,10 =|20 dB|

0404041
Resposta: @

Nota. O sinal negativo de G(0) = —10 nao afeta a amplitude (s6 introduz £180° na fase). As erradas:
a A (tender para infinito) exigiria wm polo na origem, que G ndo tem; a B mistura amplitude com fase;
a C tem o valor trocado (|G(0)] = 10 = 420 dB, nio —20).

Q7 — Declive inicial e grau relativo

s—10
Para o mesmo G(s) = a derivada na origem da resposta no tempo
()= S 512 T 10555 1 M 8 p p
ao degrau unitario:

(A) é positiva;

(B) é negativa;

(C) é nula;

(D) nao se consegue determinar com os dados disponiveis;
(E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 2, §2.5 — teorema do valor inicial| Para a resposta ao degrau,

1
Y (s) = — G(s), e o teorema do valor inicial d&
s
§(0") = lim s[sY(s)] = lim sG(s) = lim s(s — 10) _
$—00 5—00 s—o00 §3 + 5,1 s2 4+ 1055+ 1 )

porque o grau do denominador (3) excede o do numerador resultante (2). De forma geral, o declive
inicial é nulo sempre que o grau relativo (polos — zeros) é > 2; aqui é 3 — 1 = 2. Resposta: .
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Nota. Confirma-se a regra anunciada em Q4: a 1.* ordem (grau relativo 1) arranca com declive nao nulo;
a partir do grau relativo 2 a derivada é continua na origem e a resposta ao degrau “encosta” suavemente
ao eizo. As opgies A/B (positiva/negativa) estdo erradas porque o limite € exatamente zero; a D é falsa,
pois determina-se de imediato pelo teorema do valor inicial.

Q8 — Amplificador nao-inversor

No circuito da figura, R; = Ry = 10 kQ e V; = 3cos(1007t — 7/2) + 1 [V]. Admitindo que
nao ha saturacgao, a saida tem-se:

Vi
—V,
Ry
]
L 1
@RQ

(A) V,=6[V];
(B) Vo = 3 cos(50mt — w/4) + 3 [V];
(C) Vo=V

(D) V, =6cos(1007t — w/2) + 2 [V];
(E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 5, §5.3 — amplificador nao-inversor| Com o operacional ideal ha
curto-circuito virtual (V_ =V, = V}) e correntes de entrada nulas, pelo que a corrente em Ry (de
massa para o né6 —) é a mesma que em R; (do n6 — para a saida):

Vi=0 _ VoV,
Ry R

— Vozw(1+g;).

Com R; = Ry = 10 k2,

ganho real e positivo, que nao altera frequéncia nem fase e se aplica igualmente & componente
continua. Logo

Vo =2V; =2[3cos(100mt — 7/2) + 1] = \ 6 cos(1007t — 7/2) + 2 [V] \

Resposta: @

Nota. Como o ganho é uma constante (nao depende de w), nem a frequéncia (1007) nem a fase (—m/2)

mudam — s6 as amplitudes do termo alternado (3 — 6) e do termo continuo (1 — 2) duplicam. As opgoes
que alteram frequéncia ou fase (B) violam a natureza do ganho resistivo; a A (V, = 6) ignora a forma do
sinal; e a C (V, =V;) corresponderia a ganho 1 (sequidor), nao 2.

Q9 — Filtro RC passa-baixo

No circuito da figura, R = 10 k2 e C' = 10 nF. Sendo f. e w. a frequéncia de corte em
Hertz e em rad/s:



Vin o ] [ 0 Vout

(A) passa-baixo com f. = 10 kHz;

(B) passa-baixo com w, = 100 krad/s;

(C) passa-alto com w, = 10 krad/s;

(D) passa-baixo com f, ~ 1,59 kHz;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. | Valério 2024, Cap. 5 — circuitos RC e frequéncia de corte | O divisor R—C' tem

Vout o 1/(03) B 1
Vin R+1/(Cs) 1+ RCs’

um passa-baizo de 1.* ordem (ganho 1 em DC, — 0 a alta frequéncia). A frequéncia de corte é

1 1 1 w 10%
We= RE T T x10x 109 101~ 10 mad/s =g =0
Resposta: @

Nota. Cuidado com a confusio Hertz/ (rad/s): w. = 10 krad/s é correto, mas em Hertz dd f. = w./27 ~
1,59 kHz, ndo 10 kHz (op¢ao A). A op¢do B tem o valor de w. errado (10, nao 100 krad/s); a op¢ao C
troca o tipo de filtro (seria passa-alto se a saida fosse na resisténcia).

Q10 — Condicionamento de sinal para ADC

Pretende-se ligar um sensor cuja saida Vg varia entre —3 V e 5 V a um ADC cuja
entrada Vipc pode variar entre —5 V e 5 V. A func¢ao a implementar para o condici-
onamento de sinal é:

(A) Vape = 1,25 Vg — 1,25;
(B) Vapc = —1,25Vs +2,5;
(C) Vapc = 1,25 Vs + 1,25,
(D) Vapc =2,5Vs + 1;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 13 — condicionamento de sinal| A transformacgdo afim Vapc =
AVgs + b deve aproveitar toda a gama do ADC: mapear [—3,5] V (amplitude 8) em [—5,5] V
(amplitude 10). O ganho é

5_7(_5) — 10 =1,25.
5—(-3) 8

Impondo que Vg =5 = Vapec =5: 5 =125 x54b= b= —1,25. Verificagdo: Vg = -3 =
1,25 x (=3) — 1,25 = —5 v. Logo Vapc =|1,25 Vs — 1,25]. Resposta: [A |

A=

Nota. O ganho ser > 1 e positivo (nao invertido) ji elimina B e D; o sinal do termo independente fiza-se
por uma das extremidades. Aproveitar a gama toda maximiza o nimero de bits iteis do ADC — wver



também a Q10 do exame de recurso de 2025 [ Cardeira 2025]. A C tem o termo independente com sinal
trocado (+1,25): daria Vapc = 7,5 V para Vs =5, fora da gama.

Grupo II — Desenvolvimento (10 valores)

Q1 — Funcao de transferéncia u(s)/d(s) (2 v.)

Para o diagrama de blocos da figura, calcule u(s)/d(s).

Figura 1: Malha fechada com perturbagdo d(s) na atuagdo e ruidos n(s), m(s) no ramo de
realimentagao.

Resolucao. |[Valério 2024, Cap. 9, §9.3 — “Control in open-loop and in closed-loop” | Procura-se a
relacdo entre a perturbacao d e o sinal w, anulando as restantes entradas (r = n = m = 0).
Percorrendo a malha a partir de w:

u=d+ Ke, e=—CHy (pois r =0), y = Gu.
Substituindo e e y em u:

u=d-KCHGu = u(l+ KCHG) =d.

Logo

u(s) 1
d(s) |14+ K(s)C(s)H(s)G(s)|

Nota. Vale a regra geral da malha fechada: a transferéncia de uma entrada para um ponto é

produto das FT no caminho directo entrada — ponto
1 — (ganho de malha) ’

em que o ganho de malha € o produto de todas as FT ao longo do anel, com o sinal dos somadores.
Com realimentag¢io negativa (o caso usual) o ganho de malha é —KCHG, pelo que o denominador fica
1+ KCHG; com realimentacdo positiva seria 1 — KCHG. Aqui o caminho directo de d até u é unitdrio
(a perturbagdo soma-se directamente a u), dai o numerador 1; e o denominador 1 + KCHG é comum a
todas as entradas — muda sé o numerador.

Q2 — Leitura de diagrama de Bode (2 v.)

Para o sistema G(s) = Y(s)/X(s) definido pelo diagrama de Bode abaixo, calcule
aproximadamente a saida y(t), em regime permanente, para z(t) = 2000 cos(0,1¢ —
7/6) + 1.
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Figura 2: Diagrama de Bode dado: curva exata (azul) e aproximacao assintotica (tracejado, na
magnitude).

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 10, §10.5 — resposta a entrada sinusoidal | Em regime permanente,
um sistema LTT responde a cada componente sinusoidal da entrada multiplicando-lhe a amplitude
por |G(jw)| e somando-lhe a fase ZG(jw), & mesma frequéncia. A entrada tem duas componentes:

(i) Termo alternado (w = 0,1 rad/s). Do diagrama:

. —60/20 -3 . o
|G(j0,1)| = —60 dB = 107920 = 1073 = 0,001,  ZG(j0,1) = —45° = —T.

(ii) Termo constante (w = 0). Uma constante é uma sinuséide de frequéncia nula; o seu ganho é
o valor de baixa frequéncia, |G(0)| = —60 dB = 0,001 (e fase 0).

Somando as duas respostas:
y(t) = 2000 - 0,001 - cos (0,1 t— I — g) +1-0,001.

s T o__ 27 3r _ _ 57
6 4 = 12 12 — 120

y(t) = ZCOS(O,lt— g) +0,001] [V].

Nota. Nao € preciso identificar G(s): o diagrama de Bode é a informagao necessdria. Uma leitura mais
fina daria |G(j0,1)] = —63 dB= 0,000708 e amplitude ~ 1,42 em vez de 2 — a aproximacdo assintdética
(—60 dB) é aceitdvel. O termo continuo passa quase inalterado em amplitude (1 — 0,001) por o ganho
DC ser também —60 dB.

Q3 — Filtro de 2. ordem para rejeicao de ruido (2 v.)

Num sistema de medida existe ruido com a frequéncia de 100 Hz. Projete um filtro
de 2.2 ordem que reduza a amplitude do ruido a 1% do seu valor original. Indique
a partir de que frequéncia a medida comecga a ser afetada (aproximagao assintética),
esboce o Bode e indique a funcao de transferéncia.



Resolugao. |Valério 2024, Cap. 10 — diagramas de Bode assintoticos | Reduzir a 1% a amplitude
significa uma atenuacgao de
201log;((0,01) = —40 dB.

Um filtro passa-baixo de 2.* ordem (polo duplo) atenua a —40 dB/década acima da frequéncia
de corte. Para obter —40 dB exatamente aos 100 Hz, coloca-se a frequéncia de corte uma década
abaizo, em f. = 10 Hz, isto é

we = 27 fo = 2w x 10 = 207 rad/s ~ 62,8 rad/s.

Com polo duplo real em —w, e ganho unitario em DC:

(207)?

H(s) =| 52002 |

Verificagao aos 100 Hz (w = 2007): como 2007 > 20,

2
\H@%%ﬂzéﬁgpz(ﬁfzomzd% (—40 dB) V.

Assintoticamente, a medida comeca a ser afetada a partir de f. = 10 Hz (a partir da
frequéncia de corte a amplitude deixa de ser unitaria).

0 1 .
) |
= —40p 40 dB | |
= - -
—80 1 | | | 100 Hz .
1 10 fe 100Hz
~ O |
= 90| .
N
—180 L ! ! \ -
1 10 fe 100Hz

w (rad/s)

Figura 3: Bode do filtro: 0 dB até w, = 207 (10 Hz) e —40 dB/década acima — atinge —40 dB
(1%) aos 100 Hz.

Nota. O polo tem de ficar em s = —207 (semiplano esquerdo); um polo em 4207 daria um filtro instdvel.
Um filtro de 1.° ordem (—20 dB/déc) precisaria de f. = 1 Hz para os mesmos —40 dB aos 100 Hz, mas
distorceria muito mais a banda util — dai a 2.* ordem.

Q4 — Condicionamento com dois amplificadores operacionais (2 v.)

Para condicionar um sensor de saida Vg a um ADC cuja entrada Vggs admite valores
entre 0 V e 1 V, usou-se a montagem da figura (dois amplificadores inversores). (a)
Qual a relacao entre Vg e Vg e qual a gama de Vg que nao satura a entrada do ADC?
(b) Se o conversor for de 12 bit, qual o valor de Vg correspondente a 1 LSB?

Resolugao (a). [Valério 2024, Cap. 5, §5.3 — inversor e somador inversor| 1.° andar (inversor,
Ry =5kQ, R;, =15 kQ):
5 Vs

§=—0"

= 3
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Figura 4: Cadeia de condicionamento: inversor de ganho —1/3 seguido de somador inversor (sinal
V1 com ganho —1; referéncia +15 V com ganho —1/3).

2. andar (somador inversor, Ry = 5 k{); entradas: V; por 5 k) e referéncia 415 V por 15 kf2):

Vcsz—(gVH-l%-B) :_(V1+5):_(_%+5),

ou seja

-
w$:4§—5.

A entrada do ADC néo satura enquanto 0 < Vpg < 1:

og%§—5§1:¢5§%§§6:¢\wvgvﬁﬁw\ﬁ

Resolucgao (b). [Valério 2024, Cap. 13— quantizacio] Com 12 bit h4 2!2 = 4096 niveis na gama

do ADC (0 a1 V):
1-0 1
1];SB :34§T§*3: 1656':3(L244 HﬂJ.

Nota. O 1.° andar escala (X% e inverte) e o 2.° volta a inverter e desloca (offset de —5): a combinagdo
de dois inversores dd ganho global positivo —|—% mais um deslocamento, exatamente o que é preciso para
encaizar a gama do sensor na do ADC. O LSB refere-se a gama do ADC; o entrada (sensor) corresponde
3% 0,244 = 0,732 mV, pois o ganho sensor—ADC é 1/3.

Q5 — Pontes de Wheatstone e extensémetros (2 v.)

Dado que na ponte (a) se tem V,/V; ~ iA—RR, indique a expressao aproximada de V,/V;

para os casos (b) e (¢). Indique exemplos de aplicacio de extensémetros e das pontes
de Wheatstone.

Vi V,
R+AR R R+AR R-AR
A B A B
R-AR R R—-AR R+AR

Figura 5: Quarto de ponte (a), meia ponte (b) e ponte completa (¢) — bragos ativos com R+AR.
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Resolugao. | Valério 2024, Cap. 13— extensometros e pontes de Wheatstone | Numa ponte equilibrada,

a tensao diferencial de saida é V, =V} (R1+R2 %). Linearizando em torno de AR < R, cada

brago ativo contribui com :I:1 AR

caso contrario:

, com sinal positivo se o seu AR aumenta a diferenca e negativo

e (a) Quarto de ponte — 1 brago ativo:

e (b) Meia ponte — 2 bragos ativos com variagoes opostas (R+ AR e R— AR posicionados
de modo a somar):

Vo [1AR
V, |2 R [

¢ (c) Ponte completa — 4 bracos ativos (dois +AR, dois —AR):

Vo |AR
Vi | R |

Aplicagoes. Os extensémetros (strain gauges) medem deformagdes em estruturas — por exemplo
em pontes metélicas, vigas, vasos de pressao e células de carga (balangas). A ponte de Wheatstone
é a forma, pratica de converter a pequena variacdo de resisténcia AR do extensémetro numa, tensao
proporcional, mensurdavel. Mais bragos ativos aumentam a sensibilidade (de i a 1) e, dispostos
simetricamente, cancelam o efeito da temperatura.

Nota. A meia ponte e a ponte completa nao sé multiplicam a sensibilidade por 2 e por 4, como compensam
a temperatura: bragos que sofrem a mesma dilatag¢io térmica mas deformagées mecdnicas opostas (p. ex.
faces superior e inferior de uma viga em flexao) reforcam o sinal mecanico e anulam a deriva térmica
comum.

Resumo das respostas

Grupo I (escolha multipla) Grupo II
Q | Resp. | Q Resp. Q Resultado
1

1 C D 1.1 T —

0 1+ KCHG
2 B 7 C I1.2 2 cos(0,1t — 27) + 0,001

(207)2
3 C 8 D 1.3 (s+207r 120075 fe=10 Hz
4 B 9 D 1.4 Vpg———5 15—18 V3 0,244 mV
1AR, AR
5 C 10 A I1.5 2 RS B
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