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Resolução comentada.

Todas as questões valem 2 valores (total 20).

Enunciado. Considere o sistema da �gura, que representa um sistema de controlo de humidade
relativa do solo, onde Href (s) é a entrada (humidade que se pretende controlar), P (s) é a per-
turbação (precipitação) e H(s) é a humidade efetiva. Gc(s), Gp(s) e Gs(s) são as funções de
transferência do Controlador, Processo e Sensor. Considere

Gc(s) =
10

s+ 10
, Gp(s) =

100

s+ 100
, Gs(s) = 1.

Gc Gp

Gs

Href + +

P

+
H

−

Figura � Malha de controlo (a tracejado: somador de entrada + Gc).

Malha fechada e resposta em frequência (Q1 a Q4)

Q1 � Função de transferência H/Href

Calcule a função de transferência H(s)/Href (s), assumindo que a perturbação P (s) é
nula.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 6 ] Com P = 0 e realimentação unitária (Gs = 1),

H

Href
=

GcGp

1 +GcGp
, GcGp =

10

s+ 10
· 100

s+ 100
=

1000

(s+ 10)(s+ 100)
.

Como (s+ 10)(s+ 100) = s2 + 110s+ 1000,

H

Href
=

1000

(s+ 10)(s+ 100) + 1000
=

1000

s2 + 110s+ 2000
.

Nota. Ganho estático H
Href

(0) = 1000
2000 = 0,5: a degrau unitário a humidade estabiliza em 0,5 (erro de

50%), porque o ganho de malha é apenas GcGp(0) = 1 e, com Gs = 1, o seguimento vale 1
1+1 . As raízes

de s2 + 110s+ 2000 são −22,98 e −86,97 (reais): sistema sobreamortecido (ξ = 110
2
√
2000

= 1,23 > 1).
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Q2 � Diagrama de Bode; amplitude e fase a 20 e 90 rad/s

Esboce o diagrama de Bode do sistema, assinalando os valores de amplitude e fase
para as frequências angulares 20 e 90 rad/s. (Se não fez a alínea anterior, considere
H

Href
= 500

0,5s2+55s+1000
.)

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 8 ] Substituindo s = jω em H
Href

= 1000
(2000−ω2)+j 110ω

:

|H|dB = 20 log10
1000√

(2000− ω2)2 + (110ω)2
, ∠H = − arctan

110ω

2000− ω2
.

ω = 20 : |H| = 1000√
16002+22002

= 0,368 ⇒ −8,69 dB , ∠H = − arctan 2200
1600 = −54,0◦ ;

ω = 90 : |H| = 1000√
61002+99002

= 0,086 ⇒ −21,3 dB , ∠H = −
(
180◦ − arctan 9900

6100

)
= −121,6◦ .

Leitura assimptótica (para esboçar e validar): o sistema é de 2.a ordem com dois polos reais.
(i) Ganho DC (ω→0): 1000

2000 = 0,5 ⇒ −6 dB � a curva começa plana em −6 dB. (ii) Frequências
de canto nos polos ω1 = 22,98 e ω2 = 86,97 rad/s: a cada um a amplitude perde mais −20 dB/déc
(de 0 para −20 e depois para −40 dB/déc) e a fase perde 90◦ (de 0 para −90 e −180◦). (iii) Os
pontos pedidos, ω = 20 (perto do 1.o canto) e ω = 90 (perto do 2.o), caem precisamente na zona
de transição � daí a fase já em −54◦ e −122◦. Sem ressonância (polos reais), não há pico: a
amplitude só desce.
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Nota. A fórmula alternativa 500
0,5s2+55s+1000 é idêntica: divide-se numerador e denominador por 0,5 e

recupera-se 1000
s2+110s+2000 . Como o sistema é sobreamortecido, a amplitude desce sem pico de ressonância.

Q3 � Bode de 1
s2+2s+6

: sobrelevação e ressonância

Considere H
Href

= 1
s2+2s+6

. Esboce o diagrama de Bode, assinalando em particular os
valores da máxima sobrelevação e da frequência de ressonância.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 8 ] Identi�cando s2 + 2ξωns + ω2
n: ωn =

√
6 = 2,45 rad/s e

2ξωn = 2 ⇒ ξ = 1√
6
= 0,41 (sub-amortecido, há ressonância). A frequência de ressonância e a

sobrelevação (pico de amplitude) valem

ωr = ωn

√
1− 2ξ2 =

√
6
√
1− 1

3 = 2 rad/s ,

Mr =
1

2ξ
√

1− ξ2
= 1,34 ⇒ +2,5 dB sobre o ganho DC.
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O ganho estático é 1
6 = −15,6 dB; o pico ocorre a ωr = 2 rad/s e vale |H(j2)| = 1√

22+42
= 1√

20
=

0,224 ⇒ −13,0 dB , com fase − arctan 4
2 = −63,4◦.
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Diagrama de Bode � 1/(s2 + 2s+ 6)
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Nota. Sobrelevação é o pico na curva de amplitude (domínio da frequência), distinto do sobreimpulso

da resposta ao degrau (domínio do tempo). Aqui ωr = 2 < ωn = 2,45, como sempre num sistema com

ressonância (ξ < 1√
2
).

Q4 � Justi�ca-se um �ltro adicional?

No sistema da alínea anterior existe uma fonte de ruído especí�ca, de frequência
angular 1000 rad/s, que se sobrepõe ao sinal de referência. Pretende-se atenuar esse
ruído em 40 dB. Justi�ca-se a colocação de um �ltro adicional?

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 8 ] O próprio sistema 1
s2+2s+6

é passa-baixo de 2.a ordem: muito
acima de ωn a amplitude cai a −40 dB/déc. A ω = 1000 rad/s,

|H(j1000)| ≈ 1

10002
= 10−6 ⇒ ≈ −120 dB .

Como −120 dB é muitíssimo inferior aos −40 dB pretendidos, não se justi�ca qualquer �ltro
adicional: o ruído a 1000 rad/s já é atenuado em ≈ 120 dB pela própria malha.

Nota. Margem de sobra: 120 ≫ 40 dB. Acrescentar um �ltro só aumentaria custo e atraso de fase, sem

benefício prático.

Condicionamento e aquisição de sinal (Q5 a Q8)

Q5 � Condicionador de sinal do sensor

Pretende-se que a função de transferência do sensor seja unitária, mas só se dispõe
de um sensor cuja saída, para uma entrada de 0 a 1 de humidade relativa, produz
uma tensão linear de 0,2 a 3,3 V. Projete um condicionador de sinal para que o sinal
de saída seja de 0 a 1 V quando a humidade varia de 0 a 1.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11 ] É um mapeamento linear Vin ∈ [0,2; 3,3] → Vout ∈ [0; 1]. O
declive e a ordenada na origem são

m =
1− 0

3,3− 0,2
=

1

3,1
= 0,3226, Vout = m (Vin − 0,2),

3



ou seja

Vout =
Vin − 0,2

3,1
= 0,3226Vin − 0,0645 V .

Nota. Veri�cação: Vin = 0,2 ⇒ Vout = 0; Vin = 3,3 ⇒ Vout =
3,1
3,1 = 1. O condicionador subtrai o o�set

0,2 V e atenua por 3,1 � exatamente uma operação de diferença com ganho, realizável com um único

ampli�cador (Q6).

Q6 � Realização com ampli�cadores operacionais

Projete um circuito baseado em AmpOps que implemente essa funcionalidade. As
fontes de tensão disponíveis são +12 V, −12 V e +5 V. (Se não resolveu a questão
anterior, projete um circuito com Vout = 5(Vin − 3).)

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 5 ] Convém distinguir dois o�sets, que são a mesma coisa vista de
lados diferentes:

Vout =
Vin − 0,2

3,1
= 0,3226Vin − 0,0645.

À entrada subtrai-se um o�set de 0,2 V (o valor que deve dar 0); à saída, depois de atenuar por
3,1, isso aparece como um termo constante de 0,0645V

(
= 0,2/3,1

)
. Precisamos, então, de ganho

positivo 0,3226 em Vin e de subtrair a constante 0,0645 V à saída. Para gerar essa constante vai-
se buscar a tensão à fonte de alimentação de +5 V já disponível, aplicando-a à entrada
inversora através de R1: o +5 V é só a fonte, e R1 escala-o até −Rf

R1
· 5 = −0,0645 V à saída.

Como a alimentação regulada já é de baixa impedância, não há divisor nem problema de carga.
O Vin entra na entrada não-inversora.

Transferência do andar (por sobreposição).

� só Vin (com +5 V a zero): o divisor R3�R4 leva ao terminal �+� a tensão Vin
R4

R3 +R4
, que o

andar não-inversor multiplica por
(
1 +

Rf

R1

)
;

� só os +5 V (com Vin = 0): atuam como entrada inversora, contribuindo −
Rf

R1
· 5.

Vout =
R4

R3 +R4

(
1 +

Rf

R1

)
︸ ︷︷ ︸

ganho=0,3226

Vin −
Rf

R1
· 5︸ ︷︷ ︸

constante=0,0645

.

Dimensionamento. Fixando Rf = R4 = 10 kΩ:

(o�set)
Rf

R1
5 = 0,0645 ⇒

Rf

R1
= 0,0129 ⇒ R1 = 775 kΩ ;

(ganho)
R4

R3 +R4
(1+0,0129) = 0,3226 ⇒ R4

R3 +R4
= 0,3185 ⇒ R3 = 21,4 kΩ .

Em resumo:

R1 = 775 kΩ, R3 = 21,4 kΩ, Rf = R4 = 10 kΩ, o�set tirado do +5 V .
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R3
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R4
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+5V

Rf

Vout

A constante de o�set (0,0645 V à saída, equivalente a 0,2 V à entrada) é tirada da alimentação de +5 V

por R1 (grande): sem divisor nem bu�er.

Nota. Este arranjo é mais limpo do que gerar 0,2 V com um divisor: a fonte de +5 V já é de baixa

impedância, pelo que não carrega nem precisa de seguidor. Porquê o +5 V e não o +12 V? O o�set

�xa Rf/R1; com +12 V viria R1 = Rf · 12/0,0645 = 1,86 MΩ � maior e mais ruidosa � enquanto

o +5 V dá 775 kΩ. Preço a pagar: R1 é grande e o andar perde a simetria do subtrator clássico (já

não é R3 = R1); como alternativa equivalente podia usar-se o ampli�cador diferencial com Vref = 0,2 V

(subtrator R1 = R3, Rf = R4) alimentado por um divisor isolado por bu�er. O AmpOp é alimentado a

±12 V; Vout (0�1 V) cresce com Vin (não invertido).

Q7 � Resolução do CAD

Para monitorização e registo em computador, o valor de 0 a 1 V proveniente do sensor
vai ser lido por um CAD de 10 bit, alimentado a 3,3 V. Sem efetuar condicionamento
de sinal adicional, qual vai ser a resolução da medida?

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 12 ] O CAD reparte a sua gama de referência (3,3 V) por 210 = 1024
níveis:

1 LSB =
3,3

210
=

3,3

1024
= 3,22 mV .

Como o condicionador faz corresponder 0 a 1 de humidade a 0 a 1 V, esta resolução equivale a

3,22 mV
1 V

= 3,2× 10−3 ≈ 0,32% do �nal de escala .

Nota. Sem condicionamento adicional, o sinal (0 a 1 V) só usa 1
3,3 da gama do CAD � cerca de 310

dos 1024 níveis; desperdiçam-se ≈ 70% dos códigos. Se em vez disso se ampli�casse 0�1 V para 0�3,3 V,

usar-se-iam todos os níveis e a resolução melhoraria para 1
1024 ≈ 0,1% do �nal de escala.

Q8 � Precisão combinada (CAD + linearidade)

O sensor apresenta um erro de linearidade inferior a 1% do �nal de escala (humidade
= 1). Juntando os efeitos do CAD e da linearidade do sensor, qual a precisão da
medida?

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11�12 ] Há duas contribuições, ambas referidas ao �nal de escala
(humidade = 1):

linearidade do sensor = 1%, resolução do CAD = 0,32% (Q7).

A linearidade domina. No pior caso somam-se diretamente:

precisão ≈ 1% + 0,32% = ≈ 1,3% do �nal de escala ,
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ou, em soma quadrática (erros independentes),
√
12 + 0,322 ≈ 1,05%.

Nota. O fator limitante é a linearidade do sensor (1%): melhorar o CAD (mais bits) pouco adianta

enquanto o sensor não for mais linear. A precisão nunca é melhor que a pior das parcelas.

Medição da perturbação e extensómetros (Q9 e Q10)

Q9 � Dimensionamento do contador do encoder

A perturbação (precipitação) é medida pelo caudal de água que passa numa turbina
ligada a um encoder. A leitura faz-se com período de 1 s e o encoder produz 1 impulso
por cada 0,01 cm3 de água. Sendo o caudal máximo 100 cm3 por minuto, dimensione
o número de bits do contador.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 12 ] Caudal máximo em cm3/s e volume máximo num período de
1 s:

Qmax =
100 cm3

60 s
= 1,667 cm3/s ⇒ V1 s = 1,667 cm3.

Número de impulsos a contar em cada período:

Nimp =
1,667 cm3

0,01 cm3/imp
= 166,7 → 167 impulsos.

O contador tem de representar até 167: como 27 = 128 < 167 ≤ 256 = 28,

n = 8 bits .

Nota. 8 bits (0 a 255) cobrem os 167 impulsos com folga; 7 bits (0 a 127) transbordariam. A resolução de

caudal �ca 0,01 cm3 por impulso, isto é 0,6 cm3/min.

Q10 � Pontes de extensómetros

Considere as seguintes pontes de extensómetros, indicando quais as montagens que
fazem sentido.

No enunciado original os braços ativos estão assinalados por setas; aqui reproduzem-se com os
valores correspondentes, segundo a convenção seta para cima = R+∆R (tração) e seta para
baixo = R−∆R (compressão); um braço sem seta é uma resistência �xa R.

R−∆R R

R R−∆R

e1

eo

(a)

R−∆R R

R+∆R R

e1

eo

(b)
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R−∆R R+∆R

R+∆R R−∆R

e1

eo

(c)

R+∆R R−∆R

R+∆R R−∆R

e1

eo

(d)

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 13 ] Numa ponte de Wheatstone equilibrada, com e1 aplicado entre
os vértices superior e inferior e eo medido entre os vértices laterais A (braços 1 em cima, 3 em
baixo) e B (braços 2 em cima, 4 em baixo),

eo = e1

(
R3

R1 +R3
− R4

R2 +R4

)
−−−−−−→
∆R≪R

eo
e1

≈ 1

4

(
−∆R1

R
+

∆R2

R
+

∆R3

R
− ∆R4

R

)
.

Cada braço ativo contribui com ±1
4
∆R
R . Regra: braços adjacentes somam com sinais opostos;

braços opostos (na diagonal) somam com o mesmo sinal. Uma montagem �faz sentido� quando
as contribuições se reforçam (saída máxima); �não faz sentido� quando se anulam.

� (a) faz sentido � meia ponte: braços 1 e 4 (opostos) ambos R − ∆R (mesmo sinal) ⇒
eo
e1

≈ 1

2

∆R

R
.

� (b) faz sentido � meia ponte: braços 1 (R − ∆R) e 3 (R + ∆R), adjacentes e de sinais

opostos ⇒ eo
e1

≈ 1

2

∆R

R
.

� (c) faz sentido � ponte completa: os quatro braços reforçam-se (1, 4 = R − ∆R; 2, 3 =

R+∆R) ⇒ eo
e1

≈ ∆R

R
(sensibilidade máxima).

� (d) NÃO faz sentido � os dois braços de cada divisor variam no mesmo sentido (1, 3 =
R + ∆R à esquerda; 2, 4 = R − ∆R à direita), pelo que cada divisor mantém a razão 1

2 e
eo
e1

≈ 0.

Nota. As montagens úteis (a), (b) e (c) dispõem os extensómetros de modo a somar as variações �

tipicamente faces opostas de uma viga em �exão (uma tração, outra compressão). Além de multiplicarem

a sensibilidade, braços simétricos sujeitos à mesma dilatação térmica compensam a temperatura. Já em

(d) a simetria anula a saída: variações iguais em ambos os braços de um divisor não alteram a sua razão.
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