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Resolução comentada.

Todas as questões valem 2 valores (total 20).

Enunciado. Considere o sistema da �gura, que representa um sistema de controlo de humidade
relativa do solo, onde Href (s) é a entrada (humidade que se pretende controlar), P (s) é a per-
turbação (precipitação) e H(s) é a humidade efetiva. Gc(s), Gp(s) e Gs(s) são as funções de
transferência do Controlador, Processo e Sensor.
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Figura � Malha de controlo (a tracejado: somador de entrada + Gc).

Identi�cação e malha aberta (Q1 a Q4)

Q1 � Identi�cação de Gp

Para identi�car Gp(s), o processo foi submetido a um degrau unitário e produziu a

resposta indicada. Assumindo um sistema de 1.a ordem, calcule Gp(s).
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Resolução. [ Valério 2024, Cap. 7 ] Um sistema de 1.a ordem
K

τs+ 1
tem valor �nal K e atinge

63% desse valor em t = τ . Do grá�co: valor �nal ≈ 1 (K = 1) e h(0,01) ≈ 0,63, logo τ = 0,01 s:

Gp(s) =
1

0,01 s+ 1
=

100

s+ 100
.
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Q2 � Resposta ao degrau de GcGp (malha aberta)

Considere o sistema em cadeia aberta Gc(s) × Gp(s), com Gc(s) =
10

s+ 10
. Ignore P (s)

e deduza a resposta ao degrau unitário.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 3 ]

GcGp =
10

s+ 10
· 100

s+ 100
=

1000

(s+ 10)(s+ 100)
.

Para entrada 1/s, Y (s) =
1000

s(s+ 10)(s+ 100)
=

1

s
− 10/9

s+ 10
+

1/9

s+ 100
, donde

y(t) = 1− 10
9 e

−10t + 1
9e

−100t , t ≥ 0 .

Nota. Ganho estático GcGp(0) = 1000
10·100 = 1, logo o valor �nal é 1. Dois polos reais (−10 e −100):

sobreamortecido, dominado pelo polo −10 (τ = 0,1 s).

Q3 � Esboço e tempos de estabelecimento

Esboce a resposta ao degrau unitário da alínea anterior, indicando os instantes a 95%
e 98% do valor �nal.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 7 ] Da Q2, a resposta ao degrau unitário é

y(t) = 1− 10
9 e

−10t + 1
9e

−100t, t ≥ 0.

Há dois modos exponenciais: um rápido (polo −100, τ1 = 0,01 s) e um lento (polo −10, τ2 = 0,1 s).
O modo rápido está praticamente extinto após ≈ 5τ1 = 0,05 s, pelo que o estabelecimento é
governado pelo modo lento; o desvio ao valor �nal (y∞ = 1) é, para t ≳ 0,05 s, |y(t) − 1| ≈
10
9 e

−10t. Como ambos os polos são reais, a resposta sobe monotonicamente (sem sobreimpulso).
Os instantes a 95% e 98% resolvem |y − 1| = 0,05 e 0,02:

10
9 e

−10t = 0,05 ⇒ t = 1
10 ln

10/9
0,05 = 0,31 s (95%) ,

10
9 e

−10t = 0,02 ⇒ t = 1
10 ln

10/9
0,02 = 0,40 s (98%) .

Nota. Coincide com a regra prática do polo dominante (τ2 = 0,1 s): Ts,95% ≈ 3τ2 = 0,30 s e Ts,98% ≈
4τ2 = 0,40 s.
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Q4 � Amortecimento crítico em malha aberta

Modi�que Gc(s) de modo a obter um regime criticamente amortecido na cadeia aberta.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 7 ] A cadeia aberta GcGp =
1000

(s+ 10)(s+ 100)
tem dois polos reais

distintos (−10 e −100): pondo o denominador na forma s2+2ξωns+ω2
n vem ωn =

√
1000 ≈ 31,6

e 2ξωn = 110, logo ξ ≈ 1,74 > 1 � sobreamortecida. O regime criticamente amortecido (ξ = 1)
corresponde a um polo real duplo, ou seja, a juntar os dois polos. Como o polo da planta (−100)
é �xo, ajusta-se o controlador para que o seu polo coincida com ele:

Gc(s) =
K

s+ 100
⇒ GcGp =

100K

(s+ 100)2
(polo duplo em − 100).

Impondo o mesmo ganho estático unitário do original (
100K

1002
= 1) obtém-se K = 100:

Gc(s) =
100

s+ 100
, GcGp =

10000

(s+ 100)2
(ξ = 1).

Nota. Em malha aberta, �criticamente amortecido� resume-se a fundir os dois polos reais � a resposta

ao degrau �ca a mais rápida sem oscilação. Mexeu-se no polo lento −10 (via Gc); o polo de Gp não se

toca por ser a planta.

Malha fechada (Q5 a Q8)

Daqui em diante: Gc(s) =
10

s+ 10
, Gp(s) =

100

s+ 100
, Gs(s) =

1

10s+ 100
=

1

10(s+ 10)
.

Q5 � Função de transferência H/Href

Com Gc =
10

s+ 10
e Gs =

1

10s+ 100
, calcule H(s)/Href (s).

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 6 ] Com P = 0, H/Href =
GcGp

1 +GcGpGs
. Como GcGp =

1000

(s+ 10)(s+ 100)
e Gs =

1

10s+ 100
:

H

Href
=

1000 (10s+ 100)

(s+ 10)(s+ 100)(10s+ 100) + 1000
=

1000 (s+ 10)

s3 + 120s2 + 2100s+ 10100
.

Nota. Numerador: 1000(10s+ 100) = 10000(s+ 10); denominador (s+ 10)(s+ 100)(10s+ 100) + 1000 =

10
(
s3 + 120s2 + 2100s+ 10100

)
; o fator comum 10 simpli�ca.

Q6 � Estabilidade (Routh�Hurwitz)

Pelo critério de Routh�Hurwitz, indique se o sistema é estável.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 6 ] Polinómio característico s3 + 120s2 + 2100s+ 10100:

s3 1 2100
s2 120 10100
s1 120·2100−10100

120 = 2016
s0 10100

A 1.a coluna (1; 120; 2016; 10100) é toda positiva, logo o sistema é estável.
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Q7 � Erro estacionário

Qual o erro estacionário de H/Href (a degrau unitário)?

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 6 ] Não há integrador no laço (Gc tem polo em −10, não em 0),
pelo que o erro é �nito. Ganho de malha estático Kp = GcGpGs(0) = 1 · 1 · 1

100 = 0,01. O valor

�nal da saída a degrau unitário é
GcGp(0)

1 +Kp
=

1

1,01
= 0,990, logo

ess = 1− 0,990 = 0,0099 (≈ 1%) .

Nota. Veri�cável também por H
Href

(0) = 10000
10100 = 0,990. O ganho estático do sensor é pequeno (Gs(0) =

0,01), pelo que a ação de malha é fraca e o erro não é desprezável; um Gc com integrador (polo em 0)

anularia ess.

Q8 � Efeito da perturbação

Calcule H(s)/P (s) e o valor estacionário de h(t) para p(t) = 1(t).

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 6 ] Com Href = 0,
H

P
=

Gp

1 +GcGpGs
. Como Gp(s + 10)(10s +

100) = 100 · 10(s+ 10)2:

H

P
=

Gp (s+ 10)(s+ 100)(10s+ 100)

(s+ 10)(s+ 100)(10s+ 100) + 1000
=

100 (s+ 10)2

s3 + 120s2 + 2100s+ 10100
.

Para p(t) = 1(t): h(∞) =
H

P
(0) =

100 · 100
10100

= 0,990 .

Nota. A perturbação quase não é rejeitada (h(∞) ≈ 0,99 por unidade de P ) porque o ganho de malha é

baixo (Kp = 0,01); o mesmo Gs pequeno da Q7.

Realização e identi�cação de respostas (Q9, Q10)

Q9 � Circuito do bloco tracejado (ampops)

Projete, com ampli�cadores operacionais, o circuito da parte a tracejado (somador

de entrada + Gc).

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 5 ] O bloco tracejado soma Href com a realimentação e aplica

Gc =
10

s+ 10
=

1

1 + 0,1s
(passa-baixo, ganho estático 1, corte 10 rad/s). Realiza-se com um

somador inversor com R ∥ C na realimentação:
Vo

Vi
= −R2

R1

1

1 + sR2C
. Com

R2

R1
= 1 e R2C = 0,1:

R1 = R2 = 100 kΩ, C = 1 µF .
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Nota. O par R2 ∥ C �xa o polo em −1/(R2C) = −10 e a razão R2/R1 = 1 o ganho estático 1, realizando

Gc. O ampop é inversor: com Href e a realimentação ambos no nó �−�, a saída é −Gc (Href +Vf ) � uma

soma, não a diferença que o somador exige. Para obter Href−GsH, faz-se o ramo de realimentação chegar

já invertido (−GsH): basta o bloco Gs ser realizado por um andar inversor, ou intercalar um inversor de

ganho −1. A inversão global que daí resulta é reposta por um último inversor unitário, �cando a malha

com realimentação negativa e Gc com o sinal correto.

Q10 � Correspondência sistemas ↔ respostas

Sistemas estáveis de 2.a ordem (todos com ganho estático 1
5 = 0,2):

S1(s) =
1

s2 + 2
√
5 s+ 5

, S2(s) =
1

s2 + 6s+ 5
, S3(s) =

1

s2 + 2s+ 5
.

Indique quais as respostas ao degrau A, B, C lhes correspondem.
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Resolução. [ Valério 2024, Cap. 7 ] Os três têm o mesmo valor �nal 0,2 � e não é surpresa: o

ganho estático de cada um é Si(0) =
1

5
= 0,2 (numerador 1, termo independente do denominador

5). Logo não é o valor �nal que os distingue, mas o amortecimento (todos com ωn =
√
5):

S1 : ξ = 2
√
5

2
√
5
= 1 (crítico);

S2 : s2 + 6s+ 5 = (s+ 1)(s+ 5) (sobreamortecido);

S3 : ξ = 1√
5
= 0,45 (sub-amortecido).

� A ↔ S3 � tem sobreimpulso (pico ≈ 0,24): único sub-amortecido.

� B ↔ S2 � mais lenta (polo dominante −1): sobreamortecida.

� C ↔ S1 � suave e mais rápida (polo duplo −
√
5): crítica.

5



Referências

[Valério 2024] D. Valério, Signals, Systems and Control, Instituto Superior Técnico, 2024.

[Ogata 2010] K. Ogata, Modern Control Engineering, 5.a ed., Prentice Hall, 2010.

6


