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1.o Teste � 7 de novembro de 2018

Resolução comentada.

Todas as questões valem 2 valores (total 20). O enunciado depende dos algarismos das dezenas
(#D) e das unidades (#U) do número de aluno. Esta resolução �xa um número de aluno
terminado em . . . 62, ou seja #D = 6 e #U = 2; para outro número o procedimento é idêntico,
mudando apenas os valores numéricos. Restitui-se o enunciado de cada questão antes de a resolver,
de modo a poder ser lida de forma independente.

Nota. Com #U = 2, o amortecimento é b = 0,2 + #U/100 = 0,22 Ns/m. Escolheram-se algarismos não

triviais (#D = 6, #U = 2, ambos pares � o que �xa o ramo �par/par� na Q8).

Sistema massa�mola�amortecedor (Q1 a Q6)

k b

m

F

x

m = 1 kg, k = 1,0 N/m, b = 0,2 + #U/100 = 0,22 Ns/m; força F na direção x.

Q1 � Equação diferencial

Calcule a equação diferencial que relaciona F (t) com x(t).

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 4 ] A 2.a lei de Newton na direção x (a mola e o amortecedor
opõem-se ao movimento) dá mẍ = F − bẋ− kx, ou seja

mẍ(t) + bẋ(t) + kx(t) = F (t) =⇒ ẍ(t) + 0,22 ẋ(t) + x(t) = F (t) .

Q2 � Função de transferência

Calcule a função de transferência X(s)/F (s).

Resolução. Com condições iniciais nulas, L[ẍ] = s2X e L[ẋ] = sX, logo (ms2 + bs + k)X(s) =
F (s) e

X(s)

F (s)
=

1

ms2 + bs+ k
=

1

s2 + 0,22 s+ 1
.

Q3 � Erro estacionário ao degrau

Existe erro estacionário ess na resposta ao degrau unitário?
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Resolução. [ Valério 2024, Cap. 6 ] Para F (s) = 1/s, o teorema do valor �nal dá o valor estacionário
da saída

x(∞) = lim
s→0

s
1

s

1

s2 + 0,22s+ 1
=

1

k
= 1.

Como o degrau aplicado tem amplitude 1 e a saída tende para 1,

ess = 1− x(∞) = 0 .

Nota. O erro é nulo porque o ganho estático da planta é 1/k = 1: a saída iguala a entrada. Se fosse

k ̸= 1, o ganho seria 1/k e haveria erro 1− 1/k.

Q4 � Esboço da resposta ao degrau

Esboce a resposta ao degrau unitário marcando o tempo de estabelecimento (margens
de 5% e 2%), o tempo de pico e o máximo sobreimpulso.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 7 ] Comparando com a forma canónica de 2.a ordem
ω2
n

s2 + 2ξωns+ ω2
n

:

ωn =
√
k/m = 1 rad/s, 2ξωn = 0,22 ⇒ ξ = 0,11 (< 1 sub-amortecido).

ωd = ωn

√
1− ξ2 = 0,9939, Tp =

π

ωd
= 3,16 s ,

Mp = e−ξπ/
√

1−ξ2 = e−0,3477 = 0,706 (70,6%) ,

Ts,5% ≈ 3

ξωn
= 27,3 s , Ts,2% ≈ 4

ξωn
= 36,4 s .

Nota. Atenção ao sobreimpulso: Mp é uma fração (≈ 0,706), logo 70,6% � o valor de pico é 1+Mp ≈ 1,71.

Como ξ é pequeno, o sobreimpulso é grande.
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Q5 � Amortecimento crítico

A resposta era muito oscilatória. Substitua o amortecedor por outro cuja constante
b torne o sistema criticamente amortecido, mantendo m = 1 kg e k = 1,0 N/m.

Resolução. O amortecimento crítico corresponde a ξ = 1, isto é, polos reais coincidentes. De
2ξωn = b/m com ωn = 1 e ξ = 1:

b = 2ξωnm = 2 Ns/m .

Nota. Equivalente: o discriminante de s2 + bs+ 1 anula-se quando b2 − 4 = 0, ou seja b = 2 (polo duplo

em s = −1). Abaixo de 2 há sobreimpulso; acima, não há.
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Q6 � Componentes não modeladas (resposta aproximada)

Havia componentes não modeladas, traduzidas pela função de transferência adicional
da �gura. Diga qual é, aproximadamente, a resposta ao degrau do sistema em série.

9

(s+ 1)(s+ 2)(s+ 5)

1

s2 + 0,22s+ 1

F1(t) x(t)

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 7 (polos dominantes) ] Os polos do sistema série são

s = −1, −2, −5 e s = −0,11± 0,994 j.

O par complexo está muito mais próximo do eixo imaginário do que os polos reais (−1,−2,−5 ≪
Re{−0,11}), logo domina a resposta. O primeiro bloco contribui apenas com o seu ganho estático

lim
s→0

9

(s+ 1)(s+ 2)(s+ 5)
=

9

1 · 2 · 5
=

9

10
= 0,9.

Assim, a resposta ao degrau é aproximadamente a da Q4, escalada por 0,9 (mesmo Tp, Mp

e tempos de estabelecimento; valor �nal 0,9 em vez de 1).

Estabilidade, blocos, ampops e convolução (Q7 a Q10)

Q7 � Critério de Routh�Hurwitz

Aplique o critério de Routh�Hurwitz para deduzir a estabilidade de:

G(s) =
9

s5 + 8,2s4 + 19,6s3 + 21,4s2 + 19s+ 10
.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 6 ] Tabela de Routh sobre o polinómio característico:

s5 1 19,6 19
s4 8,2 21,4 10
s3 16,99 17,78
s2 12,82 10
s1 4,53
s0 10

A 1.a coluna (1; 8,2; 16,99; 12,82; 4,53; 10) não muda de sinal, logo o sistema é estável (todos
os polos no semiplano esquerdo).

Nota. Não surpreende: este polinómio é aproximadamente o produto (s2 + 0,22s+ 1)(s+ 1)(s+ 2)(s+ 5)

do sistema da Q6, cujos polos têm todos parte real negativa.

Q8 � Redução de diagrama de blocos

Com #D = 6 e #U = 2 (ambos pares), pede-se C1(s)/R2(s) com R1 = 0.

G1

G4

G3 G2

R1 + C1

R2 + C2

−

−
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Diagrama do enunciado (2 entradas / 2 saídas, com acoplamento cruzado).

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 6 ] Sejam E1 e E2 as saídas dos somadores de cima e de baixo.
Com R1 = 0, as equações dos nós são

E1 = −G3G4E2, E2 = R2 −G2G1E1.

Substituindo a primeira na segunda, E2 (1−G1G2G3G4) = R2. Como C1 = G1E1 = −G1G3G4E2:

C1(s)

R2(s)
= − G1G3G4

1−G1G2G3G4
.

Nota. Dois sinais, com origens distintas. O − no numerador vem de o ramo direto R2→C1 atravessar

uma entrada negativa de somador (uma inversão) � e por isso G2 não aparece no numerador. O deno-

minador 1− (e não 1+) vem de o laço ter duas entradas negativas que se cancelam: a realimentação é

globalmente positiva.

Q9 � Emulação com ampli�cadores operacionais

Emule
X(s)

F (s)
=

1

s2 + 3s+ 2
=

1

(s+ 2)(s+ 1)
com ampops.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 5 ] Fatoriza-se em dois primeiros graus em cascata, cada um
realizado por um �ltro passa-baixo ativo (inversor com R ∥ C na realimentação), cuja função é
−R2/R1

1 + sR2C
. Duas inversões em série dão ganho positivo.

1.a etapa → 1

s+ 2
:

Ra2

Ra1

1

1 + sRa2Ca
=

1/2

1 + s/2
=

1

s+ 2
, logo Ra2Ca = 1

2 e Ra2/Ra1 = 1
2 .

⇒ Ra2 = 100 kΩ, Ca = 5 µF, Ra1 = 200 kΩ .

2.a etapa → 1

s+ 1
: Rb2Cb = 1 e Rb2/Rb1 = 1 ⇒ Rb2 = Rb1 = 100 kΩ, Cb = 10 µF .

−

+
Ra1

F

Ra2

Ca

z
−

+
Rb1

Rb2

Cb

x

Duas etapas passa-baixo ativas (inversoras) em cascata.

Q10 � Resposta por Laplace e por convolução

Com #D = 6: h(t) = e−(#D+1)tu(t) = e−7tu(t) e f(t) = e−0,5tu(t). Calcule y(t) do sistema
H(s) à entrada f(t) pelas duas vias e mostre que coincidem.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 3 e Cap. 2 ]

Via Laplace: H(s) =
1

s+ 7
, F (s) =

1

s+ 0,5
, logo

Y (s) = H(s)F (s) =
1

(s+ 7)(s+ 0,5)
=

1/6,5

s+ 0,5
− 1/6,5

s+ 7
,
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y(t) =
1

6,5

(
e−0,5t − e−7t

)
u(t) = 2

13

(
e−0,5t − e−7t

)
, t > 0 .

Via convolução:

y(t) =

∫ t

0
h(τ)f(t− τ) dτ =

∫ t

0
e−7τe−0,5(t−τ) dτ = e−0,5t

∫ t

0
e−6,5τ dτ

= e−0,5t 1− e−6,5t

6,5
=

1

6,5

(
e−0,5t − e−7t

)
, t > 0.

As duas vias coincidem.

Nota. A convolução no tempo corresponde ao produto H(s)F (s) em Laplace � é a mesma operação vista

de dois lados. Os resíduos ± 1
6,5 saem de 1

pj−pi
, com pi = −7, pj = −0,5.

Resumo das respostas (#D = 6, #U = 2)

Q1. ẍ+ 0,22ẋ+ x = F

Q2. X/F = 1/(s2 + 0,22s+ 1)

Q3. ess = 0

Q4. ωn = 1, ξ = 0,11, Tp = 3,16 s, Mp = 70,6%, Ts,5% = 27,3 s, Ts,2% = 36,4 s

Q5. b = 2 Ns/m

Q6. resposta da Q4 escalada por 0,9 (polos −0,11± 0,994j dominantes)

Q7. estável (1.a coluna de Routh sem trocas de sinal)

Q8. C1/R2 = −G1G3G4/(1−G1G2G3G4)

Q9. duas etapas passa-baixo ativas: Ra2=100k, Ca=5µF, Ra1=200k; Rb1=Rb2=100k, Cb=10µF

Q10. y(t) = 2
13(e

−0,5t − e−7t), t > 0
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