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Resolu¢ao comentada.

Todas as questoes valem 2 valores (total 20). O enunciado depende dos algarismos das dezenas
(#D) e das unidades (#U) do ntumero de aluno. Esta resolug¢ao fixa um ntiimero de aluno
terminado em ... 62, ouseja #D = 6 e #U = 2; para outro ntiimero o procedimento é idéntico,
mudando apenas os valores numéricos. Restitui-se o enunciado de cada questao antes de a resolver,
de modo a poder ser lida de forma independente.

Nota. Com #U = 2, o amortecimento é b = 0,2 + #U/100 = 0,22 Ns/m. Escolheram-se algarismos nao
triviais (#D = 6, #U = 2, ambos pares — o que fiza o ramo “par/par” na Q8).

Sistema massa—mola—amortecedor (Q1 a Q6)

/////////////////////////////
/////////////////////////////
/////////////////////////////

m=1kg, k=10 N/m, b=0,2+ #U/100 = 0,22 Ns/m; forca F' na diregao z.

Q1 — Equacgao diferencial
Calcule a equacao diferencial que relaciona F(t) com xz(t).

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 4] A 2.2 lei de Newton na direcdo x (a mola e o amortecedor
opoem-se ao movimento) d4 mi = F — bx — kx, ou seja

mi(t) + bi(t) + ka(t) = F(t) = |i(t) +0,22(t) + z(t) = F(t) |

Q2 — Funcao de transferéncia
Calcule a funcao de transferéncia X (s)/F(s).

Resolugao. Com condi¢des iniciais nulas, L[] = s2X e L[] = sX, logo (ms? + bs + k)X (s) =
F(s)e

X(s) 1 1

F(s) T msZ+bs+k | s2+022s+1]

Q3 — Erro estacionario ao degrau

Existe erro estacionario e;; na resposta ao degrau unitario?



Resolugao. | Valério 2024, Cap. 6] Para F'(s) = 1/s, o teorema do valor final d4 o valor estacionario

da saida
(00) = 1i 1 1 1
z(oo)=lms - ———— = —
s—0 s 82+0,22s+1 k
a

Como o degrau aplicado tem amplitude 1 e a saida tende par

ess =1 —x(c0) =[0],

=1.
L

Nota. O erro é nulo porque o ganho estdtico da planta é 1/k = 1: a saida iguala a entrada. Se fosse
k # 1, o ganho seria 1/k e haveria erro 1 — 1/k.

Q4 — Esboco da resposta ao degrau

Esboce a resposta ao degrau unitario marcando o tempo de estabelecimento (margens
de 5% e 2%), o tempo de pico e 0 maximo sobreimpulso.

2
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Resolugao. | Valério 2024, Cap. 7| Comparando com a forma canénica de 2.* ordem — 5
S§4 + QEUJnS + Wy

wn, =V k/m=1rad/s, 28w, = 0,22 = £ =0,11 (< 1 sub-amortecido).

wi=wn/1— €2 =09939, T,=-=[3165)

wq
M, = ¢ &m/V1=862 — o=0.3477 \ 0,706 (70,6%)

)

Nota. Aten¢do ao sobreimpulso: M, é uma fracido (= 0,706), logo 70,6% — o valor de pico é 1+M, ~ 1,71.
Como £ € pequeno, o sobreimpulso é grande.
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STy, My - - - envolvente

So e resposta x(t)

Q5 — Amortecimento critico

A resposta era muito oscilatéria. Substitua o amortecedor por outro cuja constante
b torne o sistema criticamente amortecido, mantendo m =1kge k£ =1,0 N/m.

Resolugao. O amortecimento critico corresponde a & = 1, isto é, polos reais coincidentes. De

28wn, =b/mcomw, =1lef=1:
1= —[F 7]

Nota. Equivalente: o discriminante de s*> + bs + 1 anula-se quando b*> — 4 = 0, ou seja b =2 (polo duplo
em s = —1). Abaizo de 2 hd sobreimpulso; acima, nao hd.



Q6 — Componentes nao modeladas (resposta aproximada)

Havia componentes nao modeladas, traduzidas pela fung¢ao de transferéncia adicional
da figura. Diga qual é, aproximadamente, a resposta ao degrau do sistema em série.

Fi(1) 9 1 z(t)

> > >

(s+1)(s+2)(s+5) s2+40,22s + 1

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 7 (polos dominantes) | Os polos do sistema série sao
s=-1, =2, =5 e s=-0,11£0,994 .
O par complexo estd muito mais proximo do eixo imaginario do que os polos reais (—1, —2, -5 <
Re{—0,11}), logo domina a resposta. O primeiro bloco contribui apenas com o seu ganho estatico
. 9 9 9
lim = .
s=0 (s+1)(s+2)(s+5) 1-2-5 10
Assim, a resposta ao degrau é aproximadamente a da Q4, escalada por 0,9 (mesmo T, M,
e tempos de estabelecimento; valor final 0,9 em vez de 1).

=0.,9.

Estabilidade, blocos, ampops e convolucao (Q7 a Q10)

Q7 — Critério de Routh—Hurwitz

Aplique o critério de Routh—Hurwitz para deduzir a estabilidade de:

G(s) )
S) = .
$5 1 8,254 + 19,65% + 21,452 1 195 + 10

Resolucao. [Valério 2024, Cap. 6] Tabela de Routh sobre o polinémio caracteristico:
1 196 19

S

st 82 214 10
s3116,99 17,78
s?2112,82 10

st | 4,53

91 10

A 1.2 coluna (1; 8,2; 16,99; 12,82; 4,53; 10) ndo muda de sinal, logo o sistema é estavel (todos
os polos no semiplano esquerdo).

Nota. Nao surpreende: este polindmio é aprozimadamente o produto (s*> + 0,225+ 1)(s+1)(s +2)(s +5)
do sistema da Q6, cujos polos tém todos parte real negativa.

Q8 — Reducao de diagrama de blocos
Com #D =6 e #U = 2 (ambos pares), pede-se C}(s)/Ra(s) com Ry = 0.

R + C
1 O | a 1
Gs — Go
*
R + C.
2 ‘Q | a, 2




Diagrama do enunciado (2 entradas / 2 saidas, com acoplamento cruzado).

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 6| Sejam F; e Ey as saidas dos somadores de cima e de baixo.
Com R; = 0, as equactes dos nos sao

Ei = —G3G4Fy,  Ey = Ry — GGy Fy.

Substituindo a primeira na segunda, Fs (1-G1G2G3G4) = Ry. Como C1 = G1E1 = —G1G3G4 Eo:

Cl(s) _ G1G3G4
Ry(s) 1 — G1G2G3Gy |

Nota. Dois sinais, com origens distintas. O — no numerador vem de o ramo direto Ry — C atravessar
uma entrada negativa de somador (uma inversio) — e por isso G ndo aparece no numerador. O deno-
minador 1— (e nao 1+) vem de o lago ter duas entradas negativas que se cancelam: a realimentagio é
globalmente positiva.

Q9 — Emulacao com amplificadores operacionais
X(s) 1 1
F(s) s2+43s+2 (s+2)(s+1)

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 5| Fatoriza-se em dois primeiros graus em cascata, cada um

realizado por um filtro passa-baizo ativo (inversor com R || C na realimentagao), cuja funcao é
—Ry /Ry
1+ sRyC’

Emule

com ampops.

Duas inversoes em série dao ganho positivo.

1 Rgo 1 1/2 1 1 1
1.% el - — = = 1 RypCy = 5 ¢ Rga/Ra1 = 5.
etapa s+ 2 Ral 1+3Ra20a 1—|—8/2 8+27 080 fig2 7 € a2/ al 2

= | Rgo =100 kQ, Cy =5 uF, Ry = 200 kQ \

1
2. etapa — ——: RiCyp =1 Rip/Ryy = 1= | Rip = Ry = 100 kQ, C, =10 pF |

C, Cy
|| | |
[ |
Rao Ry
1 1
Fo— 1} - P -
Rul Rbl —oT
1 1
L L

Duas etapas passa-baixo ativas (inversoras) em cascata.

Q10 — Resposta por Laplace e por convolucao

Com #D = 6: h(t) = e~ #PTDly(t) = e~ u(t) e f(t) = e "u(t). Calcule y(t) do sistema
H(s) a entrada f(t) pelas duas vias e mostre que coincidem.

Resolugao. | Valério 2024, Cap. 3 e Cap. 2|

LI T

Via Laplace: H(s) = po
s

-1
st+05 O&°

B - 1 _1/65  1/65
Y(s)=H(s)F(s) = (s+7)(s+05) s+05 s+ 7
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As duas vias coincidem.

Nota. A convolugao no tempo corresponde ao produto H(s)F(s) em Laplace — € a mesma opera¢do vista

de dois lados. Os residuos :I:% saem de ﬁ, com p; = =7, p; = —0,5.

Resumo das respostas (#D =6, #U = 2)
Ql. #+022i+2=F
Q2. X/F=1/(s>+0,225+1)

Q3. ess =0
Qd wy =1,£=0,11, T, = 3,16 5, M, = T0,6%, Ty 500 = 27,3 5, Ty 055 = 36,4 5
Q5. b=2Ns/m

Q6. resposta da Q4 escalada por 0,9 (polos —0,11 + 0,9945 dominantes)

Q7. estavel (1.* coluna de Routh sem trocas de sinal)

Q8. C1/Ry = — G1G3G4/(1 — G1G2G3GY)

Q9. duas etapas passa-baixo ativas: R,2=100k, C,=5uF, R,1=200k; Ry1=Rp2=100k, Cp=10ukF
Q10. y(t) = Z(e " —e ™), t>0
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