Sinais e Sistemas Mecatronicos

Licenciatura em Engenharia Mecanica e em Engenharia Naval e Oceanica (LEMec21 LEAN)
Professor responsavel: Carlos Cardeira e 2.° Semestre 2021/2022
Exame — Epoca de Recurso — 20 de julho de 2022

Resolug¢ao comentada.

A prova tem duas partes. O Grupo I reine 10 questoes de escolha multipla (1 valor cada;
resposta errada desconta 0,2 v.; a cotagdo minima do grupo é 0). O Grupo II reine 5 questoes
de desenvolvimento (2 valores cada). Total: 20 valores; duracdo 2 horas. Salvo indicagdo em
contrario, consideram-se condi¢oes iniciais nulas. Esta resolucao restitui o enunciado de cada
questao antes de a resolver, de modo a poder ser lida de forma independente.

Grupo I — Escolha miiltipla (10 valores)

Q1 — Ordem de um sistema

A ordem de um sistema linear préprio, representado pela sua fungao de transferéncia,
depende:

(A) dos zeros;

(B) do denominador;

(C) do numerador;

(D) da funcao toda;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. | Valério 2024, Cap. 9, Def. 9.2| A ordem de uma fungdo de transferéncia é, por definicéo,
o maior dos graus dos polinémios do numerador e do denominador. Sendo a funcao prépria (grau
do numerador nao superior ao do denominador), esse maximo é o grau do denominador. Resposta:

Nota. A ordem coincide com a da equagio diferencial que o sistema satisfaz (cada s* corresponde a uma
derivada de ordem k) e com o nimero de polos. O numerador fiza os zeros, ndo a ordem (exclui A, C).
A opgao D (“a fungao toda”) sé seria a leitura correta para wma fun¢do impropria (numerador de grau
superior) — excluida aqui pela hipdtese de o sistema ser proprio.

Q2 — De que depende a estabilidade

A estabilidade de um sistema linear representado pela sua funcao de transferéncia
depende:

(A) apenas dos polos;

(B) apenas dos zeros;

(C) dos zeros serem complexos conjugados;
(D) dos polos serem complexos conjugados;

(E) Nenhuma das anteriores.



Resolugao. | Valério 2024, Cap. 11, §11.5 — estabilidade | A estabilidade depende apenas da locali-
zagao dos polos: um sistema ¢é (assimptoticamente) estével se e s se todos os polos tiverem parte
real negativa. Os zeros afetam a forma da resposta (amplitudes, fase nao-minima), mas nao a
estabilidade. Resposta: .

Nota. Nao interessa se 0s polos sio reais ou complexos conjugados (exclui D) — interessa o sinal da parte
real. Os zeros (B, C) nao tém qualquer papel na estabilidade. Cuidado: “apenas dos polos” refere-se ao
sinal da sua parte real, nao a serem ou ndao complexos.

Q3 — Valor final e resposta em frequéncia

O valor final da resposta no tempo de um sistema linear ao degrau unitario:
(A) nao pode ser obtido através da resposta em frequéncia do sistema;

(B) tende para zero se o sistema for estavel;

(C) tende para a unidade se o sistema for estével;

(D) pode ser obtido através da resposta em frequéncia do sistema;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 2. §2.6 e Cap. 10| Pelo teorema do valor final, para um sistema
estével o valor final ao degrau unitario é

y(oo) = lim s Gls)

s—0 S

= G(0).

Ora G(0) é precisamente o valor da resposta em frequéncia a frequéncia nula, G(jw)‘wzo — o0
ganho estatico, lido no diagrama de Bode a baixa frequéncia. Logo o valor final pode ser obtido
da resposta em frequéncia. Resposta: @

Nota. O valor final é G(0), nao necessariamente zero (exclui B) nem a unidade (exclui C): s¢ seria 1 se
o ganho estdtico fosse 1. A op¢ao A estd errada precisamente porque G(0) € o ponto w = 0 da resposta em
frequéncia.

Q4 — Declive inicial (2.* ordem sem zeros)

A derivada inicial da resposta no tempo de um sistema linear de 2.* ordem, sem
zeros, ao degrau unitario:

(A) é nula;

(B) é positiva;

(C) é negativa;

(D) é diferente de zero;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. [Valério 2024, Cap. 2, §2.5 — teorema do valor inicial| Para a resposta ao degrau,
Y(s) =1 G(s), e o teorema do valor inicial da

y(07) = lim s[sY(s)] = lim s G(s).

S5—00 5—00
Kuw?
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do numerador, pelo que s G(s) — 0. Logo (0T) = 0. Resposta: .

Num sistema de 2.2 ordem sem zeros, G(s) = o denominador é de grau dois acima



Nota. O arranque com declive nulo € geral em sistemas cujo denominador excede o numerador em dois
ou mais graus: a resposta ao degrau “encosta” tangente ao eizo do tempo. Contrasta com a 1.* ordem,
que arranca com declive nao nulo y(01) = K/7 (ver Q5). As opgoes B/C/D supoem declive nio nulo. O
mesmo resultado aparece na Q1 do Grupo I do ezame de Epoca Normal de 2021/2022 | Cardeira 2022a .

Q5 — Sobre-impulso de um sistema de 1. ordem sem zeros

Na resposta no tempo de um sistema linear de 1. ordem, sem zeros, ao degrau
unitario:

(A) nunca existe sobre-impulso;
(B) existe sempre sobre-impulso;
(C) pode existir sobre-impulso;

(D) tende para zero;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 11, §11.2 — resposta de 1.* ordem | Um sistema de 1.* ordem sem
zeros, G(s) = ?I_(H, tem resposta ao degrau unitéario
yt)y=K(1—e"), t>0,

que é estritamente mondtona: cresce (se K > 0) ou decresce (se K < 0) em direcao ao valor final
K, sem nunca o ultrapassar. Nao ha, pois, sobre-impulso — e isto vale para qualquer sistema de
1.2 ordem sem zeros. Logo nunca existe sobre-impulso. Resposta: .

Nota. Convém fizar a terminologia (distin¢io que esta questdo e a Q8 exploram): sobre-impulso € o
excesso da resposta no tempo (ao degrau) sobre o valor final; sobre-elevacdo € o pico na curva de amplitude
do diagrama de Bode (frequéncia). Um sistema de 1.% ordem ndo tem nem um nem outro. As restantes
opgoes: B/C afirmam que o sobre-impulso existe (sempre ou ds vezes) — falso, a resposta exponencial é
mondtona; D confunde o valor final (K) com zero.

Q6 — Fase a alta frequéncia com tantos polos como zeros

O diagrama de fase da resposta em frequéncia de um sistema linear com igual niimero
de polos e zeros, em que todos sao negativos, tende para:

(A) infinito;

(B) —180°;
(C) 90°;
(D) —90°:

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. | Valério 2024, Cap. 10 — diagramas de Bode| A alta frequéncia cada polo contribui
—90° e cada zero +90° para a fase. Com igual nimero de polos e zeros (todos no semiplano
esquerdo, logo fase minima),

lim 4G(]w) — _900 (npolos - nzeros) - _900 X O — OO.

w—00

A fase tende para 0°, que ndo consta de nenhuma das opg¢des A—D. Resposta: .



Nota. Faz sentido: com tantos zeros como polos, a funcdo tende a alta frequéncia para uma constante
(ganho real), de fase 0°. As opgoes —90° /—180° corresponderiam a excesso de 1 ou 2 polos sobre zeros.

Q7 — Informacgao contida no diagrama de Bode

A partir do diagrama de Bode de um sistema LTI estavel:

(A) podemos calcular apenas a resposta impulsiva desse sistema;

(B) nao podemos calcular a resposta impulsiva desse sistema;

(C) apenas podemos calcular a resposta no tempo ao degrau unitério;
(D) podemos calcular a resposta no tempo ao degrau unitario;
(E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. | Valério 2024, Cap. 10 — resposta em frequéncia| O diagrama de Bode € a resposta em
frequéncia G(jw) e, para um sistema de fase minima, determina por completo a fungdo de trans-
feréncia G(s). Conhecida G(s), obtém-se qualquer resposta no tempo — impulsiva, ao degrau,
etc. Em particular, podemos calcular a resposta ao degrau unitario. Resposta:

Nota. As opgdes com “apenas” (A, C) sao demasiado restritivas: do Bode tira-se tanto a resposta impulsiva
como a ao degrau (uma € a derivada da outra). A B é falsa pela mesma razdo. A D € correta sem ser
ezclusiva.

Q8 — Sobre-elevagao de Bode = sobre-impulso

Se a curva de amplitude do diagrama de Bode de um sistema estavel, de 2.2 ordem,
sem zeros, apresentar uma sobre-elevacao, a resposta no tempo desse mesmo sistema
ao degrau unitario:

(A) nao apresenta sobre-impulso;

(B) pode ou nao apresentar sobre-impulso;

(C) diverge;

(D) apresenta necessariamente sobre-impulso;

(E) Nenhuma das anteriores.
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Resolugao. | Valério 2024, Cap. 10 e §11.3| Para G(s) =

e Sobre-elevagao no Bode (pico em |G(jw)|): derivando |G(jw)|, existe um méximo a
frequéncia real w, = wp/1 — 262 se e 56 se 1 — 262 >0, ie. £ < % ~ 0,707.
e Sobre-impulso ao degrau: S% = 100 ™/V 1-€2 5 0 se e 56 se &< 1.

Como £ < % = £ < 1, haver sobre-elevacao no Bode implica necessariamente sobre-impulso ao

degrau:
1

sobre-elevacao = £ < 7

= £ <1 = sobre-impulso.

Resposta: @

Nota. A implica¢do € unidirecional: para % < & < 1 had sobre-impulso ao degrau sem sobre-eleva¢do no
Bode. Por isso a reciproca € falsa — a op¢ao B (“pode ou nao”) sé valeria se a pergunta fosse a inversa



(“se houver sobre-impulso, hd sobre-elevagcdo?”). Esta fronteira & = % € a mesma que distingue os dois

efeitos no exame de Epoca Normal de 2021/2022 [ Cardeira 2022a].

Q9 — Resposta impulsiva com polos no eixo imaginario

A resposta impulsiva de um sistema LTI com dois polos complexos conjugados sobre
0 eixo imaginario:

(A) tende para zero;

(B) tende para a unidade;

(C) diverge;

(D) converge para uma constante;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolucao. [Valério 2024, Cap. 11 — estabilidade marginal | Dois polos em s = £jwg correspondem
2
a G(s) = -2, cuja resposta impulsiva é
s=twj

h(t) = wo sin(wot), t>0,

uma sinusoide sustida (amplitude constante). Nao tende para zero (A), nao tende para a unidade
(B), nao diverge (C) nem converge para uma constante (D): oscila indefinidamente. Resposta:
[E]

Nota. E o caso de estabilidade marginal: polos simples sobre o eizo imagindrio dao oscilagio sustida
(nem cresce nem decai). Se fossem repetidos, a resposta cresceria (tsinwgt) e o sistema seria instdvel.
“Marginalmente estdvel” é diferente de “estdvel” — ver a Q4 do ezame de Epoca Normal de 2021/2022
[ Cardeira 2022a .

Q10 — Resolugao de encoder e gama de velocidades

Pretende-se medir a velocidade linear de um veiculo contando os impulsos de um
encoder acoplado a uma roda, num intervalo fixo T;. Se a resolucdo do encoder
aumentar, para o mesmo Tj:

(A) a velocidade minima que ¢é possivel medir torna-se mais alta;
(B) a velocidade minima que se consegue medir fica limitada pelo n.° de bits do contador;
(C) tanto a velocidade minima como a maxima que se conseguem medir aumentam;

(D) a velocidade maxima que é possivel medir corretamente pode ficar limitada pelo
n.° de bits do contador existente;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 12 — encoders e medicao de velocidade | Contando impulsos num
intervalo Ty, a velocidade 1é-se de v o« N/Ts, sendo N o n.° de impulsos contados. Aumentar
a resolug¢do do encoder (mais impulsos por volta) faz N crescer para a mesma velocidade. Isso
melhora a resolucao de medida (distingue velocidades mais proximas, baixa a velocidade minima
detetéavel), mas para velocidades altas N pode exceder a capacidade do contador (2" Pits — 1):
ocorre transbordo e a velocidade méxima mensuravel fica limitada pelos bits do contador. Res-

posta: @



Nota. Hd um compromisso: mais resolugao do encoder = melhor medida a baiza velocidade, mas menor
velocidade mdzima antes do transbordo (para o mesmo Ts e o mesmo contador). A A estd ao contrdrio (a

minima baixa); a C € falsa (a mdzima ndo aumenta — piora); a B aplica o limite de bits a velocidade
errada.

Grupo IT — Desenvolvimento (10 valores)

As questoes deste grupo referem-se a malha de controlo da Figura 1, com controlador G.(s),
planta G(s) e sensor H(s) na realimentacao.
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Figura 1: Diagrama de blocos da malha de controlo.

Q1 — Identificacdo de G.(s) a partir do Bode (2 v.)

U
Determine a expressao de G.(s) = Eég a partir do seu diagrama de Bode (figura).
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Figura 2: Diagrama de Bode de G,(s): curva exata (azul) e assintotas (tracejado, na magnitude).

Resolugao. | Valério 2024, Cap. 10 — diagramas de Bode assintoticos | Lendo as quebras de declive e
o ganho a baixa frequéncia:

e ganho estatico |G.(0)] = —60 dB = 1073;
e 1 polo em w = 0,1 rad/s (a curva passa a —20 dB/déc);
e 1 zero em w = 10 rad/s (a curva volta a ficar plana, —100 dB);

¢ 1 polo duplo em w = 1000 rad/s (a curva passa a —40 dB/déc, terminando em —180 dB
aos 10°).



A estrutura é, entfo,
s+ 10

(s+0,1) (s + 1000)2"
O ganho K obtém-se impondo G.(0) = 1073:

G.(s) =K

10 10 |
=K—— _ =K-—=K10*=10"% = K = 10.
Ge(0) 0,1 x 10002 105 0 0 0
Logo
10 (s + 10)
Go(s) = .
(8) =1 550.0) (5 + 1000)2

Nota. A “corcova” da fase (sobe de —90° de volta para perto de 0° entre w ~ 10 e ~ 100, antes de descer
para —180°) confirma o zero intermédio em 10 rad/s entre o polo lento (0,1) e o polo duplo rdpido (1000).
O patamar de magnitude a —100 dB entre 10 e 1000 rad/s é a assinatura do par zero—(polo duplo) que se
compensa nessa banda.

Q2 — Estabilidade por Routh-Hurwitz (2 v.)

2
s°+ 65+ 25
Consid G(s) =32 .
onsidere G(s) 655 + 5s? +4s3 + 352 + 25+ 1
discuta a estabilidade de G(s) e o que pode afirmar acerca da disposi¢ao dos seus polos
no plano complexo.

Usando o critério de Routh-Hurwitz,

Resolugao. | Valério 2024, Cap. 11, §11.5 — Routh-Hurwitz | A estabilidade depende s6 do denomi-
nador (o0s zeros do numerador ndo contam). Para 6s° +5s* +4s + 352+ 25+ 1, monta-se a tabela
de Routh:

s° 6 4 2
st 5 3 1
5 4—6-3 5-2—6-1
s3 f:o,zx £ s S -08
2 04-3-5-08 0,4-{’—5.0_1

7 080’404 1 B 04 B
sh| 22 7”857
-7
s0 1

A 1.2 colunaé {6, 5, 0,4, —7, 0,857, 1}, com duas mudangas de sinal (0,857 — —7 ¢ —7— 0,857,
ou seja + + + — ++). Logo o sistema é , com ‘ 2 polos no semiplano direito ‘

Nota. O nimero de mudangas de sinal na 1.% coluna iguala o nimero de polos com parte real positiva:
aqui, 2. Repare-se que todos os coeficientes do polindmio sdo positivos — condi¢do necessiria mas nao
suficiente a partir da 3.% ordem: € preciso a tabela completa para concluir. O numerador 32(s? + 6s + 25)
nao foi usado: os zeros nao influenciam a estabilidade.

Q3 — Malha com acao integradora (2 v.)

1 1
Na Figura 1, considere G (s) = > Gp(s) = 212556 ° H(s) = 1. Determine a funcao de
Y
transferéncia e (S() ] e comente a afirmacao: “A acao integradora no anel de controlo
ref\S

torna o ganho estatico unitario”.



Resolugao. |Valério 2024, Cap. 9, §9.3 — malha fechada| Com realimentagao unitaria (H = 1), a
transferéncia em malha fechada é
1
Y(s) = GGy  s(s24+2s5+6) 1

X;q(s)_‘14ngGp‘_:l+ 1 s3+2s2 +6s+ 1]
s(s? 4+ 2s +6)

O ganho estatico da malha fechada é

Y 1

=-=1
X 1

ref ls=0

A afirmacao é verdadeira. O integrador G, = % introduz um polo na origem (sistema de
tipo 1) no ramo direto; em malha aberta o ganho G.G, — oo quando s — 0, e a malha fechada
HLL — 1. Por isso o erro estatico ao degrau é nulo e o ganho estatico fica unitdrio.

Nota. Sem o integrador (p.ex. G. = 1), o ganho estdtico seria 1fg(0()0) = 1%‘;6 =1 #1, deizando erro
p
estdtico. I a presenca do polo na origem — e nao o valor de G, — que garante ganho unitdrio e erro

nulo ao degrau.

Q4 — Condicionamento de sinal do sensor LM35 (2 v.)

Pretende-se medir a temperatura de um fluido entre 60°C e 80°C com o sensor LM35
(saida 10 mV /°C). O condicionamento deve dar 0 V a 60°C e 1 V a 80°C. Desenhe
um circuito com amplificadores operacionais que o implemente, dispondo apenas de
tensoes de +£15 V.

Resolugao. | Valério 2024, Cap. 5, §5.3 e Cap. 13 — condicionamento de sinal | O LM35 d& Vimss =
10 mV/°C, logo 0,6 V a 60°C e 0,8 V a 80°C. A relacao afim que mapeia [0,6; 0,8] V em [0; 1] V

: 1-0  _ k.
tem declive 9805 — 5:

Ves =5 (Vimss — 0,6) = 5 Viwmss — 3.

Como h& um ganho (5) e um offset negativo (—3), usam-se dois amplificadores inversores em
cascata: o 1.° de ganho —5, 0 2.° somador-inversor que repde o sinal e subtrai o offset (usando
a referéncia de +15 V).

+15Ve— |
5k 15k 3k

—L —L

Vimsso— | - 3k —
1k — —Ves

—t " —t
Inversor de ganho —5 (1k€, 5_kQ) seguido de somador inversor (V1 por 3k; +15 V por 15kQ;
realimentagdo 3 k().

Verificagao.

5k 3k 3k
Vi= - Vimss = —5Vimss,  Vos = —g Vi — 0 (415) = 5 Vimss — 3.

Nos extremos: Veg(60°C) =5 x 0,6 — 3 = e Veg(80°C) =5 % 0,8 — 3 = V.



Nota. O 1.° andar amplifica e inverte; o 2.° volta a inverter (repondo o sinal) e injeta o offset de —3 V

somando a referéncia +15 V atenuada por %’”k = % A composigdo dos dois inversores dd ganho global +5
mais deslocamento, exatamente a relacdo afim pedida. Esta estrutura (escala + offset por dois inversores)

é a mesma usada na Q4 do ezame de Epoca Normal de 2022/2023 [ Cardeira 2023a].

Q5 — Sistema rotativo inércia-amortecedor-mola (2 v.)

Para o sistema rotativo da Figura 3 (inércia J, amortecedor B, mola de tor¢ao K,
binario aplicado 7), calcule o modelo matematico e a fungao de transferéncia entre a
posicao angular e o binario aplicado.
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Figura 3: Sistema rotativo: inércia J, amortecedor B e mola de tor¢ao K.
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Resolugao. | Valério 2024, Cap. 4, §4.2 — modelacao de sistemas rotativos | Seja 0(t) a posigao angular
do disco. Os binarios de reacao opéem-se ao movimento: a mola dd 7 = —K6 e o amortecedor
7 = —B6. A 2.2 lei de Newton para a rotagao (J§ = > 1) da

JO(t) = 7(t) — KO(t) — BO(t) = Jbl+ B+ KO = 7(t).

Transformando (condigdes iniciais nulas), (Js*4+ Bs+ K)O(s) = T(s), e a funcdo de transferéncia
pedida é

O(s) 1
T(s) |Js®+Bs+ K|

Nota. E o andlogo rotativo do sistema massa-mola-amortecedor (translagio): J <> M (inércia +> massa),
B o atrito viscoso rotativo (N-m:s/rad) e K a rigidez de tor¢io (N-m/rad). A estrutura de 2.% ordem

1 P PN - _ _ B
T BTk € idéntica, com w, = \/K/J e § = SR

Resumo das respostas

Grupo I (escolha miltipla) Grupo II
Q | Resp. | Q Resp. Q Resultado
1| B |6 E 1.1 1065 +10) _
(s +0,1)(s + 1000)2
2 A D 11.2 instavel; 2 polos no SPD
3 D D I1.3 m, ganho estatico 1
4 A E 1.4 | Vos = 5Vimss — 3 (2 inversores)
1
50 A |10 D IL5 -
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