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Resolução comentada.

A prova tem duas partes. O Grupo I reúne 10 questões de escolha múltipla (1 valor cada;
resposta errada desconta 0,2 v.; a cotação mínima do grupo é 0). O Grupo II reúne 5 questões
de desenvolvimento (2 valores cada). Total: 20 valores; duração 2 horas. Salvo indicação em
contrário, consideram-se condições iniciais nulas. Esta resolução restitui o enunciado de cada
questão antes de a resolver, de modo a poder ser lida de forma independente.

Grupo I � Escolha múltipla (10 valores)

Q1 � Ordem de um sistema

A ordem de um sistema linear próprio, representado pela sua função de transferência,
depende:

(A) dos zeros;

(B) do denominador;

(C) do numerador;

(D) da função toda;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 9, Def. 9.2 ]A ordem de uma função de transferência é, por de�nição,
o maior dos graus dos polinómios do numerador e do denominador. Sendo a função própria (grau
do numerador não superior ao do denominador), esse máximo é o grau do denominador. Resposta:
B .

Nota. A ordem coincide com a da equação diferencial que o sistema satisfaz (cada sk corresponde a uma
derivada de ordem k) e com o número de polos. O numerador �xa os zeros, não a ordem (exclui A, C).
A opção D (�a função toda�) só seria a leitura correta para uma função imprópria (numerador de grau
superior) � excluída aqui pela hipótese de o sistema ser próprio.

Q2 � De que depende a estabilidade

A estabilidade de um sistema linear representado pela sua função de transferência
depende:

(A) apenas dos polos;

(B) apenas dos zeros;

(C) dos zeros serem complexos conjugados;

(D) dos polos serem complexos conjugados;

(E) Nenhuma das anteriores.
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Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.5 � estabilidade ] A estabilidade depende apenas da locali-
zação dos polos: um sistema é (assimptoticamente) estável se e só se todos os polos tiverem parte
real negativa. Os zeros afetam a forma da resposta (amplitudes, fase não-mínima), mas não a

estabilidade. Resposta: A .

Nota. Não interessa se os polos são reais ou complexos conjugados (exclui D) � interessa o sinal da parte

real. Os zeros (B, C) não têm qualquer papel na estabilidade. Cuidado: �apenas dos polos� refere-se ao
sinal da sua parte real, não a serem ou não complexos.

Q3 � Valor �nal e resposta em frequência

O valor �nal da resposta no tempo de um sistema linear ao degrau unitário:

(A) não pode ser obtido através da resposta em frequência do sistema;

(B) tende para zero se o sistema for estável;

(C) tende para a unidade se o sistema for estável;

(D) pode ser obtido através da resposta em frequência do sistema;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 2, �2.6 e Cap. 10 ] Pelo teorema do valor �nal, para um sistema
estável o valor �nal ao degrau unitário é

y(∞) = lim
s→0

s
G(s)

s
= G(0).

Ora G(0) é precisamente o valor da resposta em frequência a frequência nula, G(jω)
∣∣
ω=0

� o
ganho estático, lido no diagrama de Bode a baixa frequência. Logo o valor �nal pode ser obtido
da resposta em frequência. Resposta: D .

Nota. O valor �nal é G(0), não necessariamente zero (exclui B) nem a unidade (exclui C): só seria 1 se
o ganho estático fosse 1. A opção A está errada precisamente porque G(0) é o ponto ω = 0 da resposta em
frequência.

Q4 � Declive inicial (2.a ordem sem zeros)

A derivada inicial da resposta no tempo de um sistema linear de 2.a ordem, sem
zeros, ao degrau unitário:

(A) é nula;

(B) é positiva;

(C) é negativa;

(D) é diferente de zero;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 2, �2.5 � teorema do valor inicial ] Para a resposta ao degrau,
Y (s) = 1

s G(s), e o teorema do valor inicial dá

ẏ(0+) = lim
s→∞

s [s Y (s)] = lim
s→∞

sG(s).

Num sistema de 2.a ordem sem zeros, G(s) = Kω2
n

s2+2ξωns+ω2
n
, o denominador é de grau dois acima

do numerador, pelo que sG(s) → 0. Logo ẏ(0+) = 0. Resposta: A .
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Nota. O arranque com declive nulo é geral em sistemas cujo denominador excede o numerador em dois
ou mais graus: a resposta ao degrau �encosta� tangente ao eixo do tempo. Contrasta com a 1.a ordem,
que arranca com declive não nulo ẏ(0+) = K/τ (ver Q5). As opções B/C/D supõem declive não nulo. O
mesmo resultado aparece na Q1 do Grupo I do exame de Época Normal de 2021/2022 [ Cardeira 2022a ].

Q5 � Sobre-impulso de um sistema de 1.a ordem sem zeros

Na resposta no tempo de um sistema linear de 1.a ordem, sem zeros, ao degrau
unitário:

(A) nunca existe sobre-impulso;

(B) existe sempre sobre-impulso;

(C) pode existir sobre-impulso;

(D) tende para zero;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.2 � resposta de 1.a ordem ] Um sistema de 1.a ordem sem
zeros, G(s) = K

τs+1 , tem resposta ao degrau unitário

y(t) = K
(
1− e−t/τ

)
, t ≥ 0,

que é estritamente monótona: cresce (se K > 0) ou decresce (se K < 0) em direção ao valor �nal
K, sem nunca o ultrapassar. Não há, pois, sobre-impulso � e isto vale para qualquer sistema de
1.a ordem sem zeros. Logo nunca existe sobre-impulso. Resposta: A .

Nota. Convém �xar a terminologia (distinção que esta questão e a Q8 exploram): sobre-impulso é o
excesso da resposta no tempo (ao degrau) sobre o valor �nal; sobre-elevação é o pico na curva de amplitude
do diagrama de Bode ( frequência). Um sistema de 1.a ordem não tem nem um nem outro. As restantes
opções: B/C a�rmam que o sobre-impulso existe (sempre ou às vezes) � falso, a resposta exponencial é
monótona; D confunde o valor �nal (K) com zero.

Q6 � Fase a alta frequência com tantos polos como zeros

O diagrama de fase da resposta em frequência de um sistema linear com igual número
de polos e zeros, em que todos são negativos, tende para:

(A) in�nito;

(B) −180◦;

(C) 90◦;

(D) −90◦;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 10 � diagramas de Bode ] A alta frequência cada polo contribui
−90◦ e cada zero +90◦ para a fase. Com igual número de polos e zeros (todos no semiplano
esquerdo, logo fase mínima),

lim
ω→∞

∠G(jω) = −90◦ (npolos − nzeros) = −90◦ × 0 = 0◦.

A fase tende para 0◦, que não consta de nenhuma das opções A�D. Resposta: E .
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Nota. Faz sentido: com tantos zeros como polos, a função tende a alta frequência para uma constante
(ganho real), de fase 0◦. As opções −90◦/−180◦ corresponderiam a excesso de 1 ou 2 polos sobre zeros.

Q7 � Informação contida no diagrama de Bode

A partir do diagrama de Bode de um sistema LTI estável:

(A) podemos calcular apenas a resposta impulsiva desse sistema;

(B) não podemos calcular a resposta impulsiva desse sistema;

(C) apenas podemos calcular a resposta no tempo ao degrau unitário;

(D) podemos calcular a resposta no tempo ao degrau unitário;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 10 � resposta em frequência ] O diagrama de Bode é a resposta em
frequência G(jω) e, para um sistema de fase mínima, determina por completo a função de trans-
ferência G(s). Conhecida G(s), obtém-se qualquer resposta no tempo � impulsiva, ao degrau,

etc. Em particular, podemos calcular a resposta ao degrau unitário. Resposta: D .

Nota. As opções com �apenas� (A, C) são demasiado restritivas: do Bode tira-se tanto a resposta impulsiva
como a ao degrau (uma é a derivada da outra). A B é falsa pela mesma razão. A D é correta sem ser
exclusiva.

Q8 � Sobre-elevação de Bode ⇒ sobre-impulso

Se a curva de amplitude do diagrama de Bode de um sistema estável, de 2.a ordem,
sem zeros, apresentar uma sobre-elevação, a resposta no tempo desse mesmo sistema
ao degrau unitário:

(A) não apresenta sobre-impulso;

(B) pode ou não apresentar sobre-impulso;

(C) diverge;

(D) apresenta necessariamente sobre-impulso;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 10 e �11.3 ] Para G(s) = ω2
n

s2+2ξωns+ω2
n
:

� Sobre-elevação no Bode (pico em |G(jω)|): derivando |G(jω)|, existe um máximo a
frequência real ωr = ωn

√
1− 2ξ2 se e só se 1− 2ξ2 > 0, i.e. ξ < 1√

2
≈ 0,707.

� Sobre-impulso ao degrau: S% = 100 e−πξ/
√

1−ξ2 > 0 se e só se ξ < 1.

Como ξ < 1√
2
⇒ ξ < 1, haver sobre-elevação no Bode implica necessariamente sobre-impulso ao

degrau:
sobre-elevação =⇒ ξ < 1√

2
=⇒ ξ < 1 =⇒ sobre-impulso.

Resposta: D .

Nota. A implicação é unidirecional: para 1√
2
≤ ξ < 1 há sobre-impulso ao degrau sem sobre-elevação no

Bode. Por isso a recíproca é falsa � a opção B (�pode ou não�) só valeria se a pergunta fosse a inversa
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(�se houver sobre-impulso, há sobre-elevação?�). Esta fronteira ξ = 1√
2
é a mesma que distingue os dois

efeitos no exame de Época Normal de 2021/2022 [ Cardeira 2022a ].

Q9 � Resposta impulsiva com polos no eixo imaginário

A resposta impulsiva de um sistema LTI com dois polos complexos conjugados sobre
o eixo imaginário:

(A) tende para zero;

(B) tende para a unidade;

(C) diverge;

(D) converge para uma constante;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11 � estabilidade marginal ] Dois polos em s = ±jω0 correspondem

a G(s) =
ω2
0

s2+ω2
0
, cuja resposta impulsiva é

h(t) = ω0 sin(ω0t), t ≥ 0,

uma sinusóide sustida (amplitude constante). Não tende para zero (A), não tende para a unidade
(B), não diverge (C) nem converge para uma constante (D): oscila inde�nidamente. Resposta:

E .

Nota. É o caso de estabilidade marginal: polos simples sobre o eixo imaginário dão oscilação sustida
(nem cresce nem decai). Se fossem repetidos, a resposta cresceria (t sinω0t) e o sistema seria instável.
�Marginalmente estável� é diferente de �estável� � ver a Q4 do exame de Época Normal de 2021/2022
[ Cardeira 2022a ].

Q10 � Resolução de encoder e gama de velocidades

Pretende-se medir a velocidade linear de um veículo contando os impulsos de um
encoder acoplado a uma roda, num intervalo �xo Ts. Se a resolução do encoder
aumentar, para o mesmo Ts:

(A) a velocidade mínima que é possível medir torna-se mais alta;

(B) a velocidade mínima que se consegue medir �ca limitada pelo n.o de bits do contador;

(C) tanto a velocidade mínima como a máxima que se conseguem medir aumentam;

(D) a velocidade máxima que é possível medir corretamente pode �car limitada pelo
n.o de bits do contador existente;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 12 � encoders e medição de velocidade ] Contando impulsos num
intervalo Ts, a velocidade lê-se de v ∝ N/Ts, sendo N o n.o de impulsos contados. Aumentar
a resolução do encoder (mais impulsos por volta) faz N crescer para a mesma velocidade. Isso
melhora a resolução de medida (distingue velocidades mais próximas, baixa a velocidade mínima
detetável), mas para velocidades altas N pode exceder a capacidade do contador (2n.

o bits − 1):
ocorre transbordo e a velocidade máxima mensurável �ca limitada pelos bits do contador. Res-
posta: D .
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Nota. Há um compromisso: mais resolução do encoder ⇒ melhor medida a baixa velocidade, mas menor

velocidade máxima antes do transbordo (para o mesmo Ts e o mesmo contador). A A está ao contrário (a
mínima baixa); a C é falsa (a máxima não aumenta � piora); a B aplica o limite de bits à velocidade
errada.

Grupo II � Desenvolvimento (10 valores)

As questões deste grupo referem-se à malha de controlo da Figura 1, com controlador Gc(s),
planta Gp(s) e sensor H(s) na realimentação.

Gc(s) Gp(s)

H(s)

Xref + E U Y

−

Xm

Figura 1: Diagrama de blocos da malha de controlo.

Q1 � Identi�cação de Gc(s) a partir do Bode (2 v.)

Determine a expressão de Gc(s) =
U(s)

E(s)
a partir do seu diagrama de Bode (�gura).

−60
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c
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B
)
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−45

−90

−135

−180

ω (rad/s)

∠
G

c
(◦
)

Figura 2: Diagrama de Bode de Gc(s): curva exata (azul) e assíntotas (tracejado, na magnitude).

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 10 � diagramas de Bode assintóticos ] Lendo as quebras de declive e
o ganho a baixa frequência:

� ganho estático |Gc(0)| = −60 dB = 10−3;

� 1 polo em ω = 0,1 rad/s (a curva passa a −20 dB/déc);

� 1 zero em ω = 10 rad/s (a curva volta a �car plana, −100 dB);

� 1 polo duplo em ω = 1000 rad/s (a curva passa a −40 dB/déc, terminando em −180 dB
aos 105).
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A estrutura é, então,

Gc(s) = K
s+ 10

(s+ 0,1) (s+ 1000)2
.

O ganho K obtém-se impondo Gc(0) = 10−3:

Gc(0) = K
10

0,1× 10002
= K

10

105
= K 10−4 !

= 10−3 =⇒ K = 10.

Logo

Gc(s) =
10 (s+ 10)

(s+ 0,1) (s+ 1000)2
.

Nota. A �corcova� da fase (sobe de −90◦ de volta para perto de 0◦ entre ω ≈ 10 e ≈ 100, antes de descer
para −180◦) con�rma o zero intermédio em 10 rad/s entre o polo lento (0,1) e o polo duplo rápido (1000).
O patamar de magnitude a −100 dB entre 10 e 1000 rad/s é a assinatura do par zero�(polo duplo) que se
compensa nessa banda.

Q2 � Estabilidade por Routh-Hurwitz (2 v.)

Considere G(s) = 32
s2 + 6s+ 25

6s5 + 5s4 + 4s3 + 3s2 + 2s+ 1
. Usando o critério de Routh-Hurwitz,

discuta a estabilidade de G(s) e o que pode a�rmar acerca da disposição dos seus polos
no plano complexo.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.5 � Routh-Hurwitz ] A estabilidade depende só do denomi-
nador (os zeros do numerador não contam). Para 6s5+5s4+4s3+3s2+2s+1, monta-se a tabela
de Routh:

s5 6 4 2

s4 5 3 1

s3
5 · 4− 6 · 3

5
= 0,4

5 · 2− 6 · 1
5

= 0,8

s2
0,4 · 3− 5 · 0,8

0,4
= −7

0,4 · 1− 5 · 0
0,4

= 1

s1
−7 · 0,8− 0,4 · 1

−7
= 0,857

s0 1

A 1.a coluna é {6, 5, 0,4, −7, 0,857, 1}, com duas mudanças de sinal (0,857→−7 e −7→0,857,

ou seja + + + − ++). Logo o sistema é instável , com 2 polos no semiplano direito .

Nota. O número de mudanças de sinal na 1.a coluna iguala o número de polos com parte real positiva:
aqui, 2. Repare-se que todos os coe�cientes do polinómio são positivos � condição necessária mas não
su�ciente a partir da 3.a ordem: é preciso a tabela completa para concluir. O numerador 32(s2 + 6s+ 25)

não foi usado: os zeros não in�uenciam a estabilidade.

Q3 � Malha com ação integradora (2 v.)

Na Figura 1, considere Gc(s) =
1

s
, Gp(s) =

1

s2 + 2s+ 6
e H(s) = 1. Determine a função de

transferência
Y (s)

Xref (s)
e comente a a�rmação: �A ação integradora no anel de controlo

torna o ganho estático unitário�.
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Resolução. [ Valério 2024, Cap. 9, �9.3 � malha fechada ] Com realimentação unitária (H = 1), a
transferência em malha fechada é

Y (s)

Xref (s)
=

GcGp

1 +GcGp
=

1

s(s2 + 2s+ 6)

1 +
1

s(s2 + 2s+ 6)

=
1

s3 + 2s2 + 6s+ 1
.

O ganho estático da malha fechada é

Y

Xref

∣∣∣∣
s=0

=
1

1
= 1.

A a�rmação é verdadeira. O integrador Gc = 1
s introduz um polo na origem (sistema de

tipo 1) no ramo direto; em malha aberta o ganho GcGp → ∞ quando s → 0, e a malha fechada
L

1+L → 1. Por isso o erro estático ao degrau é nulo e o ganho estático �ca unitário.

Nota. Sem o integrador (p. ex. Gc = 1), o ganho estático seria Gp(0)
1+Gp(0)

= 1/6
1+1/6 = 1

7 ̸= 1, deixando erro

estático. É a presença do polo na origem � e não o valor de Gp � que garante ganho unitário e erro
nulo ao degrau.

Q4 � Condicionamento de sinal do sensor LM35 (2 v.)

Pretende-se medir a temperatura de um �uido entre 60 ◦C e 80 ◦C com o sensor LM35
(saída 10 mV/◦C). O condicionamento deve dar 0 V a 60 ◦C e 1 V a 80 ◦C. Desenhe
um circuito com ampli�cadores operacionais que o implemente, dispondo apenas de
tensões de ±15 V.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 5, �5.3 e Cap. 13 � condicionamento de sinal ] O LM35 dá VLM35 =
10 mV/◦C, logo 0,6 V a 60 ◦C e 0,8 V a 80 ◦C. A relação a�m que mapeia [0,6; 0,8] V em [0; 1] V
tem declive 1−0

0,8−0,6 = 5:
VCS = 5 (VLM35 − 0,6) = 5VLM35 − 3.

Como há um ganho (5) e um o�set negativo (−3), usam-se dois ampli�cadores inversores em
cascata: o 1.o de ganho −5, o 2.o somador-inversor que repõe o sinal e subtrai o o�set (usando
a referência de +15 V).

−

+
1k

VLM35

5k

V1

−

+

3k

3k
15k

+15V

VCS

Inversor de ganho −5 (1 kΩ, 5 kΩ) seguido de somador inversor (V1 por 3 kΩ; +15 V por 15 kΩ;

realimentação 3 kΩ).

Veri�cação.

V1 = −5k

1k
VLM35 = −5VLM35, VCS = −3k

3k
V1 −

3k

15k
(+15) = 5VLM35 − 3.

Nos extremos: VCS(60
◦C) = 5× 0,6− 3 = 0 V e VCS(80

◦C) = 5× 0,8− 3 = 1 V ✓.
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Nota. O 1.o andar ampli�ca e inverte; o 2.o volta a inverter (repondo o sinal) e injeta o o�set de −3 V
somando a referência +15 V atenuada por 3k

15k = 1
5 . A composição dos dois inversores dá ganho global +5

mais deslocamento, exatamente a relação a�m pedida. Esta estrutura (escala + o�set por dois inversores)
é a mesma usada na Q4 do exame de Época Normal de 2022/2023 [ Cardeira 2023a ].

Q5 � Sistema rotativo inércia-amortecedor-mola (2 v.)

Para o sistema rotativo da Figura 3 (inércia J , amortecedor B, mola de torção K,
binário aplicado τ), calcule o modelo matemático e a função de transferência entre a
posição angular e o binário aplicado.

J

B
K

τ

θ

Figura 3: Sistema rotativo: inércia J , amortecedor B e mola de torção K.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 4, �4.2 � modelação de sistemas rotativos ] Seja θ(t) a posição angular
do disco. Os binários de reação opõem-se ao movimento: a mola dá τK = −Kθ e o amortecedor
τB = −Bθ̇. A 2.a lei de Newton para a rotação (Jθ̈ =

∑
τ) dá

Jθ̈(t) = τ(t)−Kθ(t)−Bθ̇(t) =⇒ Jθ̈ +Bθ̇ +Kθ = τ(t).

Transformando (condições iniciais nulas),
(
Js2+Bs+K

)
Θ(s) = T (s), e a função de transferência

pedida é
Θ(s)

T (s)
=

1

Js2 +Bs+K
.

Nota. É o análogo rotativo do sistema massa-mola-amortecedor (translação): J ↔ M (inércia ↔ massa),
B o atrito viscoso rotativo (N·m·s/rad) e K a rigidez de torção (N·m/rad). A estrutura de 2.a ordem

1
Js2+Bs+K é idêntica, com ωn =

√
K/J e ξ = B

2
√
KJ

.

Resumo das respostas

Grupo I (escolha múltipla) Grupo II

Q Resp. Q Resp. Q Resultado

1 B 6 E II.1
10(s+ 10)

(s+ 0,1)(s+ 1000)2

2 A 7 D II.2 instável; 2 polos no SPD

3 D 8 D II.3 1
s3+2s2+6s+1

; ganho estático 1

4 A 9 E II.4 VCS = 5VLM35 − 3 (2 inversores)

5 A 10 D II.5 1
Js2+Bs+K
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