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Resolução comentada.

A prova tem duas partes. O Grupo I reúne 10 questões de escolha múltipla (1 valor cada;
resposta errada desconta 0,2 v.; a cotação mínima do grupo é 0). O Grupo II reúne 5 questões
de desenvolvimento (2 valores cada). Total: 20 valores; duração 2 horas. Salvo indicação em
contrário, consideram-se condições iniciais nulas. Esta resolução restitui o enunciado de cada
questão antes de a resolver, de modo a poder ser lida de forma independente.

Grupo I � Escolha múltipla (10 valores)

Q1 � Polos e zeros de um sistema mecânico

A função de transferência X(s)/F (s) de um sistema mecânico modelado pela equação
diferencial

M
d2x

dt2
= F (t)−K x(t)−B

dx

dt

(A) Tem dois polos e um zero.

(B) Tem dois zeros e um polo.

(C) Tem dois polos e nenhum zero.

(D) Tem dois zeros e nenhum polo.

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 4, �4.1 � modelação de sistemas mecânicos ] Reorganizando a equação
(massa, mola e amortecedor todos do mesmo lado) e aplicando a transformada de Laplace com
condições iniciais nulas:

Mẍ+Bẋ+Kx = F (t)
L−−→ (Ms2 +Bs+K)X(s) = F (s),

donde
X(s)

F (s)
=

1

Ms2 +Bs+K
.

O denominador é de 2.o grau � dois polos (as raízes de Ms2 +Bs+K = 0) � e o numerador é
uma constante � nenhum zero (�nito). Resposta: C .

Nota. Numerador constante signi�ca que não há zeros (�nitos). As opções erradas falham de modos
diferentes: a A acerta os dois polos, mas inventa um zero inexistente; as opções B e D trocam os papéis,
contando o denominador como zeros (e a D nega mesmo a existência de polos).

Q2 � Resposta ao impulso (frações parciais)

A resposta de G(s) =
11

(s+ 9)(s+ 1)
ao impulso δ(t) é dada por:

(A) −11

8
e−9t +

11

8
e−t, t > 0
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(B)
11

8
e−9t − 11

8
e−t, t > 0

(C)
8

11
e−9t − 8

11
e−t, t > 0

(D) − 8

11
e−9t +

8

11
e−t, t > 0

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 2 � transformada inversa; Ogata 2010, Apêndice B � partial-fraction
expansion ] A resposta ao impulso é a transformada inversa de G(s) (porque L[δ(t)] = 1, logo a
saída é G(s) · 1). Como os polos s = −9 e s = −1 são reais e distintos, decompõe-se em frações
parciais:

11

(s+ 9)(s+ 1)
=

A

s+ 9
+

B

s+ 1
.

Pelo método dos resíduos (multiplicar por cada fator e avaliar no respetivo polo):

A =
[

11
s+1

]
s=−9

=
11

−9 + 1
= −11

8
, B =

[
11
s+9

]
s=−1

=
11

−1 + 9
=

11

8
.

(Veri�cação: A(s+1)+B(s+9) = 11 ⇒ A+B = 0 e A+9B = 11, que dá o mesmo.) Da tabela
de transformadas, L−1

[
1

s+a

]
= e−at, pelo que

g(t) = L−1[G(s)] = −11

8
e−9t +

11

8
e−t, t > 0.

Resposta: A .

Nota. O sinal e a ordem de grandeza dos coe�cientes eliminam logo as restantes opções. As opções C/D
trocam 11

8 por 8
11 (inverteram a fração ao calcular o resíduo); a opção B troca o sinal dos dois coe�cientes.

Repare-se ainda que g(0+) = − 11
8 + 11

8 = 0: a resposta ao impulso arranca em zero.

Q3 � Signi�cado da linearização

A linearização do modelo de um sistema não linear, em torno de um ponto, permite:

(A) Substituir o sistema em toda a gama de valores.

(B) Usar técnicas lineares, apenas válidas longe do ponto escolhido para a linearização.

(C) Tornar o sistema não LTI.

(D) Usar técnicas lineares, apenas válidas em torno do ponto escolhido para a linea-
rização.

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 8 � linearização ] A linearização aproxima a dinâmica não linear
pelo seu desenvolvimento de Taylor de 1.a ordem em torno de um ponto de funcionamento (equi-
líbrio). Por exemplo, para ẋ = f(x, u), em torno de (x0, u0),

˙̃x ≈ ∂f

∂x

∣∣∣∣
0

x̃+
∂f

∂u

∣∣∣∣
0

ũ, x̃ = x− x0, ũ = u− u0,

um modelo linear (e invariante, se o ponto for �xo) válido apenas na vizinhança do ponto, onde
os termos de ordem superior são desprezáveis. Resposta: D .

Nota. Por isso a A é falsa (não vale em �toda a gama�, só localmente) e a B tem o sentido invertido (vale
perto, não longe). A C também: a aproximação torna o sistema LTI (esse é precisamente o objetivo),
não o contrário. Longe do ponto, a aproximação degrada-se e há que relinearizar noutro ponto.
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Q4 � Estabilidade a partir dos polos

Considere G(s) =
12

(s+ 5)(s+ 15)
. O sistema modelado por G(s):

(A) Não é instável porque não tem polos com parte real positiva.

(B) É instável porque tem polos com parte real positiva.

(C) É estável porque não tem polos com parte real positiva.

(D) É instável porque não tem polos com parte real positiva.

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.5 � estabilidade ] Os polos são s = −5 e s = −15: reais, no
semiplano esquerdo, nenhum sobre o eixo imaginário. O sistema é, portanto, assimptoticamente
estável. Resta ver qual das a�rmações está correta:

� B e D dizem �instável� � falso, não há polos no semiplano direito;

� A e C apoiam-se em �não tem polos com parte real positiva� � condição necessária mas
não su�ciente, que por si só não garante nem �é estável� (C) nem sequer �não é instável�
(A).

Como nenhuma das quatro está correta enquanto a�rmação geral, a resposta é E .

Nota. Porque é que �não ter polos no SPD� não chega? Faltam os polos sobre o eixo imaginário: se forem
repetidos, o sistema é instável apesar de não ter polos no SPD � por exemplo G = 1

s2 (polo duplo na
origem), cuja resposta ao impulso é a rampa t, ilimitada. Para este sistema as conclusões de A e C até
são verdadeiras (ele é estável); o que as invalida é o argumento. Dominar a diferença entre �estável�,
�marginalmente estável� e �não é instável� é o objetivo da pergunta.

Q5 � Natureza da resposta ao degrau (2.a ordem)

Considere G(s) =
14

(s+ 10)(s+ 20)
. A resposta no tempo de G(s) ao degrau unitário:

(A) Apresenta um sobre-impulso.

(B) É sobre-amortecida.

(C) É sub-amortecida.

(D) Tende para in�nito.

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.3 � resposta de 2.a ordem ] Os polos s = −10 e s = −20 são

reais e distintos. Em forma canónica Kdc ω
2
n

s2+2ξωns+ω2
n
, ter ω2

n = 200 (ωn = 14,14) e 2ξωn = 30 dá

ξ =
30

2× 14,14
= 1,06 > 1,

ou seja ξ > 1: o sistema é sobre-amortecido (dois modos exponenciais puros, sem oscilação nem
sobre-impulso). Resposta: B .

Nota. Polos reais ⇒ ξ ≥ 1 ⇒ sem sobre-impulso (exclui A) e sem oscilação (exclui C, �sub-amortecida�).
O valor �nal é �nito, y(∞) = G(0) = 14

10×20 = 0,07, logo não tende para in�nito (exclui D). A resposta
cresce monotonamente de 0 até 0,07.
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Q6 � Declive de alta frequência no diagrama de Bode

Considere G(s) =
23

(s+ 5)(s+ 10)
. A curva de amplitude da resposta em frequência de

G(s), quando ω → ∞:

(A) É sempre crescente.

(B) Cai assintoticamente a 20 dB/década.

(C) Cai assintoticamente a 40 dB/década.

(D) Cai assintoticamente a 60 dB/década.

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 10 � diagramas de Bode ] A alta frequência o declive da curva de
amplitude é �xado pela diferença entre o número de polos e o número de zeros: cada polo contribui
−20 dB/déc e cada zero +20 dB/déc. Aqui há 2 polos e 0 zeros, logo

declive −−−→
ω→∞

−20× (2− 0) = −40 dB/déc.

Resposta: C . (De facto, para ω ≫ 10, |G(jω)| ≈ 23
ω2 , que em dB cai 40 dB sempre que ω

decuplica.)

Nota. Como −40 dB/déc é uma queda, a opção A (�crescente�) está excluída. As opções B/D correspon-
dem a 1 polo (−20) e a 3 polos (−60), respetivamente.

Q7 � Valor �nal da resposta ao degrau

Considere G(s) =
11

(s+ 9)(s+ 1)
. A resposta de G(s) ao degrau unitário:

(A) Tende para zero.

(B) Tende para in�nito.

(C) Tende para 11/9.

(D) Tende para 9/11.

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 2, �2.6 � teorema do valor �nal ] Para o degrau unitário, Y (s) =
G(s) · 1

s . Como G(s) é estável (polos −9,−1), aplica-se o teorema do valor �nal:

y(∞) = lim
s→0

s Y (s) = lim
s→0

G(s) = G(0) =
11

9× 1
=

11

9
.

Resposta: C .

Nota. O valor �nal ao degrau é simplesmente o ganho estático G(0). A opção D (9/11) inverte a fração;
a A só valeria se G(0) = 0 (um zero na origem) e a B se houvesse um polo na origem (sistema de tipo ≥ 1:
integrador, duplo integrador, etc.). O teorema do valor �nal só é aplicável porque o sistema é estável �
caso contrário o limite não teria signi�cado.
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Q8 � Frequência de corte de um sistema de 2.a ordem

Considere G(s) =
2

s2 + 2s+ 2
. Quando usado como �ltro, a frequência de corte de G(s)

é:

(A)
√
2 rad/s.

(B)
√
2 Hz.

(C) 2 rad/s.

(D) 2 Hz.

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.3 e Cap. 10 ] Na forma canónica Kdc ω
2
n

s2+2ξωns+ω2
n
, identi�ca-se

ω2
n = 2 e 2ξωn = 2, logo

ωn =
√
2 rad/s, ξ =

2

2
√
2
=

1√
2
≈ 0,707.

A frequência de corte de um sistema de 2.a ordem passa-baixo sem zeros é a sua frequência natural

ωn. Logo a frequência de corte é
√
2 rad/s . Resposta: A .

Nota. Em rigor, a frequência de corte de�ne-se a −3 dB � e aqui ela coincide exatamente com ωn porque
ξ = 1√

2
. De facto, G(0) = 2

2 = 1 (0 dB) e

|G(jωn)| =
2

2ξω2
n

=
1√
2
≈ −3 dB.

As opções em Hertz (B, D) confundem rad/s com Hz (fc = ωn/2π ≈ 0,225 Hz, não
√
2 Hz); a opção C

usa o valor 2 (que é ω2
n, não ωn).

Q9 � O que permite o critério de Routh-Hurwitz

O critério de Routh-Hurwitz permite:

(A) Calcular os polos de um sistema LTI.

(B) Saber se um sistema é instável, sem ter de se calcular o valor dos polos.

(C) Calcular os zeros de um sistema LTI.

(D) Calcular a diferença entre zeros e polos de um sistema LTI.

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.5 � Routh-Hurwitz ] O critério de Routh-Hurwitz determina
quantos polos estão no semiplano direito (e portanto se o sistema é instável) a partir dos coe�cientes
do polinómio característico, sem ser preciso resolver a equação e calcular os polos: constrói-se a
tabela de Routh e conta-se o número de mudanças de sinal na 1.a coluna, que iguala o número de
polos no SPD. Resposta: B .

Nota. O critério não dá o valor dos polos (exclui A), nem trata de zeros (C, D) � só informa sobre
a localização dos polos relativamente ao eixo imaginário. É especialmente útil quando o polinómio tem
coe�cientes simbólicos (p. ex. um ganho K a determinar): permite achar a gama de K que estabiliza, sem
fatorizar.
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Q10 � Condicionamento de sinal para ADC

Pretende-se ligar um sensor cuja saída VS varia entre −10 V e 10 V a um ADC
cuja entrada VADC pode variar entre 0 V e 5 V. A função a implementar para o
condicionamento de sinal é:

(A) VADC =
VS

4
+ 2,5

(B) VADC =
VS

2
+ 5

(C) VADC = 2VS − 5

(D) VADC =
VS

4
− 2,5

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 13 � condicionamento de sinal ] A transformação a�m VADC =
a VS + b deve mapear toda a gama do sensor, [−10, 10] V (amplitude 20), na gama do ADC,
[0, 5] V (amplitude 5). O ganho é

a =
5− 0

10− (−10)
=

5

20
=

1

4
.

Impondo, por exemplo, VS = 10 ⇒ VADC = 5: 5 = 1
4 × 10 + b ⇒ b = 2,5. Veri�cação:

VS = −10 ⇒ 1
4(−10) + 2,5 = 0 ✓. Logo VADC =

VS

4
+ 2,5 . Resposta: A .

Nota. Aproveitar a gama toda do ADC maximiza o número de bits úteis � ver também a Q10 do exame
de Época Normal de 2022/2023 [ Cardeira 2023a ] e a Q10 do recurso de 2024/2025 [ Cardeira 2025 ]. A
opção B tem ganho 1

2 (mapearia ±10 em [−5, 10], fora da gama); a C tem ganho 2 (ampli�ca em vez de
atenuar); a D tem o termo independente trocado (−2,5 daria VADC = −5 para VS = −10, fora da gama).
O ganho 1

4 obtém-se com um divisor/atenuador e o o�set de +2,5 V com um somador.

Grupo II � Desenvolvimento (10 valores)

As questões deste grupo referem-se à malha de controlo da Figura 1, com controlador Gc(s),
planta Gp(s) e sensor H(s) na realimentação.

Gc(s) Gp(s)

H(s)

Xref + E U Y

−

Xm

Figura 1: Diagrama de blocos da malha de controlo.

Q1 � Função de transferência do controlador (2 v.)

Considere que u(t) e e(t) estão relacionados pela equação diferencial abaixo e calcule

Gc(s) =
U(s)

E(s)
.

d2u

dt2
+

du

dt
+ u(t) =

de

dt
+ e(t).
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Resolução. [ Valério 2024, Cap. 2, �2.5 � transformada da derivada ] Aplicando a transformada de
Laplace a ambos os membros, com condições iniciais nulas (L[ḟ ] = sF (s), L[f̈ ] = s2F (s)):

s2U(s) + sU(s) + U(s) = sE(s) + E(s) =⇒ (s2 + s+ 1)U(s) = (s+ 1)E(s).

Logo

Gc(s) =
U(s)

E(s)
=

s+ 1

s2 + s+ 1
.

Nota. Cada derivada no tempo corresponde a uma multiplicação por s no domínio de Laplace � é a
propriedade que transforma a equação diferencial numa equação algébrica e permite ler de imediato a
função de transferência. Note-se que Gc(0) = 1: em regime estacionário o controlador tem ganho unitário.

Q2 � Resposta ao degrau de um sistema de 2.a ordem (2 v.)

Considere Gp(s) =
50

s2 + 6s+ 25
. Esboce a resposta no tempo de Gp(s) ao degrau unitá-

rio, calculando o instante em que a saída atinge 95% do valor �nal, o valor do máximo
do sobre-impulso e o instante em que ocorre (caso exista).

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.3 � resposta de 2.a ordem ] Identi�cando com a forma

canónica Kdc ω
2
n

s2+2ξωns+ω2
n
:

ω2
n = 25 ⇒ ωn = 5 rad/s, 2ξωn = 6 ⇒ ξ =

6

10
= 0,6 (< 1), Kdc =

50

25
= 2.

Como 0 < ξ < 1, o sistema é subamortecido: a resposta ao degrau é oscilatória, com sobre-impulso.

Nota. �Subamortecido� (ξ < 1) garante sobre-impulso na resposta ao degrau (domínio do tempo). É
diferente de haver sobre-elevação na magnitude da resposta em frequência, que só surge para ξ <

√
2
2 ≈

0,707. Aqui ξ = 0,6 <
√
2
2 , logo há ambos. Para

√
2
2 < ξ < 1, a resposta ao degrau ainda teria sobre-

impulso, mas a resposta em frequência já não teria sobre-elevação na magnitude � a fronteira é ξ =
√
2
2 .

O valor �nal ao degrau unitário é

y∞ = Gp(0) =
50

25
= 2 .

A frequência natural amortecida é ωd = ωn

√
1− ξ2 = 5× 0,8 = 4 rad/s.

Sobre-impulso. O valor máximo (pico) e o seu instante são

Mp = e−ξπ/
√

1−ξ2 = e−0,6π/0,8 = e−2,356 = 0,0948 (9,5%),

tp =
π

ωn

√
1− ξ2

=
π

ωd
=

π

4
= 0,785 s ,

a que corresponde um valor de pico y(tp) = y∞(1 +Mp) = 2× 1,0948 = 2,19.

Instante a 95% (tempo de estabelecimento a 5%). A resposta é

y(t) = y∞

[
1− e−ξωnt√

1− ξ2
sin(ωdt+ β)

]
, β = arccos ξ = 0,927 rad.

A oscilação está contida na envolvente y∞
(
1± e−ξωnt√

1−ξ2

)
. O instante a partir do qual a resposta se

mantém dentro da faixa de 5% pode estimar-se de duas formas:
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� Fórmula simpli�cada: t5% ≈ 3

ξωn
=

3

0,6× 5
= 1 s (ignora o fator 1√

1−ξ2
);

� Pela envolvente (conservador): impondo
e−ξωnt√
1− ξ2

= 0,05,

t5% =
− ln

(
0,05

√
1− ξ2

)
ξωn

=
− ln(0,05× 0,8)

3
= 1,07 s.

Ambas dão ≈ 1 s. O valor exato (transcendente, sem forma fechada) resolve |y(t)−y∞| = 0,05 y∞
na própria resposta e dá ≈ 1,04 s � abaixo da estimativa pela envolvente (1,07 s), o que con�rma
que esta é conservadora (a envolvente majora o afastamento, pois supõe | sin | = 1 a todo o
instante). Como tp = 0,785 s está muito próximo de t5%, as oscilações praticamente não se notam
� a resposta atinge o valor �nal quase sem ultrapassagem visível.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

1

2

tp = 0,785

t5%≈1

t (s)

y
(t
)

envolvente

faixa 5%

resposta y(t)

Resposta ao degrau: y∞ = 2, pico 2,19 em tp = 0,785 s, entrada na faixa de 5% por volta de t ≈ 1 s.

Nota.A derivada na origem é nula (ẏ(0+) = 0): pelo teorema do valor inicial, ẏ(0+) = lims→∞ s [s Y (s)] =

lims→∞ sGp(s) = 0 (o denominador é de grau dois acima do numerador), pelo que a resposta arranca tan-
gente ao eixo do tempo. O critério a 2% usaria ts ≈ 4

ξωn
= 1,33 s; a 5% basta 3

ξωn
= 1 s.

Q3 � Filtro de 1.a ordem para rejeição de ruído (2 v.)

O bloco H(s) lê o sinal do sensor da saída do processo Y . Existe uma fonte de ruído à
frequência 10 kHz; sabe-se que o sinal útil Y não tem frequências superiores a 100 Hz.

Determine H(s) =
Xm(s)

Y (s)
que constitua um �ltro de 1.a ordem centrado na frequência

intermédia à escala logarítmica, com ganho próximo de 1 nas frequências até 100 Hz e
atenuação de pelo menos 20 dB às frequências superiores a 10 kHz. Esboce o respetivo
diagrama de Bode, evidenciando as assíntotas.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 10 � diagramas de Bode assintóticos ] A frequência intermédia à
escala logarítmica entre 100 Hz e 10 kHz é a sua média geométrica:

fc =
√
100× 10 000 =

√
106 = 1000 Hz = 1 kHz, ωc = 2πfc = 2π × 1000 ≈ 6283 rad/s.

Um passa-baixo de 1.a ordem com ganho unitário em DC e polo em −ωc é

H(s) =
ωc

s+ ωc
=

6283

s+ 6283
.

Veri�cação das especi�cações:

8



� Aos 100 Hz (ω = 2π × 100 = 628 rad/s), como 628 ≪ 6283,

|H(j628)| = 6283√
62832 + 6282

≈ 0,995 ≈ −0,04 dB ⇒ passa quase inalterado ✓.

� Aos 10 kHz (ω = 2π × 104 = 62 832 rad/s), como 62 832 ≫ 6283,

|H(j62 832)| = 6283√
62832 + 62 8322

≈ 0,0995 ≈ −20,0 dB ⇒ atenua ≥ 20 dB ✓.

100Hz fc=1kHz 10kHz

0

−20

−40

−20 dB

|H
|(
dB

)

100Hz fc 10kHz

0

−45

−90

ω (rad/s)

∠
H

(◦
)

Figura 2: Bode de H(s) = 6283
s+6283 : 0 dB (ganho 1) até ωc (fc = 1 kHz), depois −20 dB/década; a

fase passa de 0 a −90◦.

Nota. Centrar o corte em 1 kHz (média geométrica) deixa exatamente uma década de folga para cada lado:
o sinal útil (≤ 100 Hz) �ca uma década abaixo do corte (ganho ≈ 1) e o ruído (≥ 10 kHz) uma década
acima (atenuação ≈ −20 dB, coerente com −20 dB/década de um polo simples). O polo tem de estar no
semiplano esquerdo (s = −ωc); um polo em +ωc daria um �ltro instável.

Q4 � Realização do �ltro com ampli�cadores operacionais (2 v.)

Considere H(s) =
6000

s+ 6000
. Desenhe um circuito com ampli�cadores operacionais que

implemente o �ltro indicado.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 5, �5.3 � montagens com ampli�cadores operacionais ] Escrevendo o
�ltro na forma com ganho estático explícito,

H(s) =
6000

s+ 6000
=

1

1 + s
6000

=
1

1 +RCs
, com RC =

1

6000
s.

Um passa-baixo ativo inversor (resistência R na entrada e, na realimentação, R em paralelo com
C) tem

V1

Vi
= −

Zf

R
= −

R ∥ 1
Cs

R
= − 1

1 +RCs
,

ou seja a magnitude pretendida mas com sinal negativo. Uma 2.a montagem inversora de ganho
−1 (duas resistências iguais) repõe o sinal, obtendo-se Vo

Vi
= + 1

1+RCs = H(s).
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−

+
R

Vi

R

C

V1

−

+

R′

R′

Vo

Passa-baixo ativo inversor (R, R ∥ C) seguido de inversor de ganho −1 (R′, R′).

Escolhendo, por exemplo, C = 10 nF:

R =
1

6000C
=

1

6000× 10× 10−9
= 16,7 kΩ (≈ 17 kΩ),

e R′ é indiferente (qualquer valor cómodo, p. ex. R′ = 10 kΩ), pois só �xa o ganho unitário do 2.o

andar. Resposta: RC = 1
6000 s; C = 10 nF, R ≈ 17 kΩ .

Porquê não um único não-inversor? A montagem não-inversora tem ganho 1+Zf

Z1
≥ 1 sempre,

pelo que não consegue ter ganho estático unitário e cair para zero a alta frequência (daria, quando
muito, um patamar de 1+Rf

R1
para 1, não um passa-baixo até 0). Daí o inversor (com a 2.a inversão

a repor o sinal). Em alternativa, um �ltro RC passivo seguido de um seguidor de tensão dá a
solução não-inversora mais directa:

Vi

R

C

+

−
Vo

Alternativa: �ltro RC passivo (R, C com RC = 1
6000 ) seguido de um seguidor de tensão (ganho +1, alta

impedância de entrada).

Nota. O sinal negativo de um único inversor não altera a magnitude do �ltro (só introduz 180◦ de fase
constante); se a inversão de sinal não for importante, basta o 1.o andar. Na alternativa passiva, é o
RC que �ltra e o operacional serve apenas de bu�er, para que o andar seguinte não carregue o RC (que
alteraria a frequência de corte).

Q5 � Modelo massa-mola-amortecedor (2 v.)

Considere Gp(s) =
1

s2 + 11s+ 10
. Mostre que esta função de transferência pode mode-

lar o sistema da Figura 3 assumindo Gp(s) =
X(s)

F (s)
. Quais os valores e unidades de M ,

K e B?

M

K

B

F

x

Figura 3: Sistema massa-mola-amortecedor.
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Resolução. [ Valério 2024, Cap. 4, �4.1 � modelação de sistemas mecânicos ] Aplicando a 2.a lei
de Newton à massa (desprezando a gravidade, pois o movimento é horizontal), com a mola e o
amortecedor a oporem-se ao deslocamento:

FK(t) = −K x(t), FB(t) = −B ẋ(t), F (t)−K x(t)−B ẋ(t) = M ẍ(t).

Transformando (condições iniciais nulas):

F (s) = (Ms2 +Bs+K)X(s) =⇒ X(s)

F (s)
=

1

Ms2 +Bs+K
.

Comparando termo a termo com Gp(s) =
1

s2 + 11s+ 10
(coe�ciente de s2 igual a 1):

M = 1 kg , B = 11 N·s/m , K = 10 N/m .

Nota. As unidades saem da física de cada elemento: M em kg (massa), K em N/m (força por desloca-
mento, lei de Hooke) e B em N·s/m (força por velocidade, atrito viscoso). Pode con�rmar-se a coerência
dimensional: em Mẍ, [kg][m/s2] = N; em Bẋ, [N·s/m][m/s] = N; em Kx, [N/m][m] = N � os três termos
têm unidades de força, como tem de ser.

Resumo das respostas

Grupo I (escolha múltipla) Grupo II

Q Resp. Q Resp. Q Resultado

1 C 6 C II.1
s+ 1

s2 + s+ 1
2 A 7 C II.2 ωn=5, ξ=0,6, Mp=9,5%, tp=0,785 s, t5%≈1 s, y∞=2

3 D 8 A II.3 6283
s+6283 ; fc = 1 kHz

4 E 9 B II.4 RC = 1
6000 ; passa-baixo ativo + inversor

5 B 10 A II.5 M=1 kg, B=11 N·s/m, K=10 N/m
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