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Resolug¢ao comentada.

A prova tem duas partes. O Grupo I reine 10 questoes de escolha multipla (1 valor cada;
resposta errada desconta 0,2 v.; a cotagdo minima do grupo é 0). O Grupo II reine 5 questoes
de desenvolvimento (2 valores cada). Total: 20 valores; duracdo 2 horas. Salvo indicagdo em
contrario, consideram-se condi¢oes iniciais nulas. Esta resolucao restitui o enunciado de cada
questao antes de a resolver.

Grupo I — Escolha miiltipla (10 valores)

Q1 — Resposta ao degrau de 2. ordem sobreamortecido

A resposta ao degrau de um sistema de 2.* ordem, estavel, sem zeros, com ( = 1,5, é:
(A) sempre crescente;

(B) sempre decrescente;

(C) evolui sucessivamente ora crescendo ora decrescendo;

(D) ou é sempre crescente ou é sempre decrescente;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 11, §11.3] Com ¢ = 1,5 > 1 o sistema é sobreamortecido: tem
dois polos reais negativos distintos e, sem zeros, a resposta ao degrau é mondtona (nao oscila). O
sentido depende apenas do sinal do ganho estatico: se K > 0 a resposta cresce até ao valor final;
se K < 0 decresce. Logo é ou sempre crescente ou sempre decrescente. Resposta:

Nota. As opgées A e B fizam arbitrariamente um sinal do ganho (sdo cada wma um dos casos, nao a
afirmagao geral). A C descreve uma resposta oscilatoria, que ewigiria ¢ < 1 (subamortecido) — com
¢ = 1,5 nao hd oscilagdo. Dai a formulagdo de D englobar as duas inicas possibilidades.

Q2 — Ganho estatico de um passa-baixo passivo

O ganho estatico de um filtro passa-baixo passivo de 1.* ordem:
(A) é sempre maior do que a unidade;

(B) é sempre menor do que a unidade;

(C) tende para zero;

(D) varia com o tempo de forma exponencial;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. | Valério 2024, Cap. 5 — Exemplo 5.2, eq. (5.16) | Um passa-baixo passivo de 1.% ordem
(p. ex. o divisor RC, H(s) = ﬁ) tem ganho estéatico ezatamente unitdrio: H(0) = 1. Como

nenhuma das opgoes afirma “igual & unidade”, a resposta correta é .



Nota. A op¢ao B (“menor do que a unidade”) € o engano tipico: confunde-se o facto de wm filtro passivo
nunca amplificar com o seu ganho em DC, que é =1 (ndo < 1). A A (> 1) é impossivel num passivo.
A C (“tende para zero”) descreve o ganho a alta frequéncia, ndo o estdtico. A D nao faz sentido — o
ganho estdtico é uma constante, nao uma fun¢io do tempo. S6 o passa-baizo ativo (com amp. operacional)
permite ganhos diferentes da unidade.

Q3 — Encoder absoluto
Um encoder absoluto:
(A) é mais adequado para medir velocidades angulares elevadas do que um encoder incremental;

(B) é menos adequado para medir velocidades angulares elevadas do que um encoder
incremental;

(C) nao é adequado para medir um angulo de rotacao;
(D) quando se encontra parado, fornece menos informagao do que um encoder incremental;
(E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 13 — transdutores de posi¢ao| O encoder absoluto fornece dire-
tamente a posicao angular, através de um codigo tnico (varias pistas/bits) para cada posigao.
Para velocidades elevadas, o encoder incremental (que conta impulsos de uma tnica pista) é mais
adequado — leitura mais simples e rapida e maior resolucdo de contagem; o absoluto, com muitos
bits a ler simultaneamente, é menos apropriado a alta velocidade. Resposta: .

Nota. A A € o oposto da verdade. A C € falsa: medir o dngulo é precisamente a fun¢do do absoluto. A D
é falsa: parado, o absoluto dd mais informacao (a posicao absoluta), enquanto o incremental, parado, nao
a conhece (s6 conta variagoes).

Q4 — O que usa o critério de Routh-Hurwitz

O critério de Routh-Hurwitz permite determinar a estabilidade de um sistema repre-
sentado pela sua funcao de transferéncia G(s) a partir:

(A) dos zeros do polinémio numerador de G(s);

(B) da resposta impulsiva de G(s);

(C) dos coeficientes do polinémio do denominador de G(s);
(D) do valor dos polos de G(s);

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 11, §11.5| O critério de Routh-Hurwitz determina o nimero de
raizes da equacdo caracteristica (o denominador de G(s) igualado a zero) no semiplano direito a
partir apenas dos seus coeficientes, sem as calcular. Resposta: .

Nota. A A estd errada: os zeros do numerador nao influenciam a estabilidade (que depende dos polos). A B
nao corresponde ao método. A D “do valor dos polos” anularia a utilidade do critério — se jd conhecéssemos
os polos, sabiamos logo a estabilidade; o valor de Routh-Hurwitz é exatamente evitar calcular as raizes.

Q5 — Sistema de fase nao-minima

O facto de um sistema ser de fase ndo-minima:



(A) nao tem efeito na resposta ao degrau unitéario;

(B) provoca um sobreimpulso na resposta ao degrau unitario;

(C) provoca um subimpulso na resposta ao degrau unitario;
(D) torna o sistema estével;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. | Valério 2024, Cap. 11, §11.4 ¢ §11.6 ] Um sistema de fase ndo-minima tem (pelo menos)
um zero no semiplano direito. A sua resposta ao degrau arranca no sentido oposto ao valor final
— resposta inversa, ou subimpulso (undershoot). Resposta: .

Nota. A A € falsa (o efeito — o subimpulso — é bem visivel). A B troca os termos: o sobreimpulso
(overshoot ) estd associado ao subamortecimento (¢ < 1), nao a fase ndo-minima. A D € falsa: um zero
no semiplano direito nao afeta a estabilidade (que depende dos polos) e ndao a “garante”. Ver o tratamento
detalhado do undershoot na Q2.8 do exame de recurso de 2024/2025 [ Cardeira 2025 ].

Q6 — Parametros de um sistema de 2.* ordem

5
s24+4s+36°

(A) wp=V5e(¢=2/V5;
(B) o ganho estatico K ¢é 5;

No sistema G(s) =

(C) w,=6¢e K =5/36;
(D) ¢ =2, K =36/5;
(E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 11, §11.3] Comparando o denominador com a forma canénica
52 + 2Cwns + w?:

4
wp, = V36 = 6 rad/s, 2(wn:4:>(:5:§,

5
e 0 ganho estatico é K = G(0) = 36 Logo w, =6 ¢ K = 5/36. Resposta: .

Nota. A A erra w, (= V36 = 6, nio V/5). A B confunde o numerador (5) com o ganho estético

(G(0) =5/36). A D dd ¢ =2 (seria sobreamortecido; o correto é { = %, subamortecido) e inverte K.

Q7 — Sistema LTI préprio

Um sistema LTI proéprio é aquele em que:

(A) os polos tém parte real positiva;

(B) a ordem do numerador ¢ superior a ordem do denominador;

(C) a ordem do numerador é superior ou igual & ordem do denominador;
(D) os polos tém parte real negativa,

(E) Nenhuma das anteriores.



Resolucao. [Valério 2024, Cap. 9 — funcoes de transferencia| Um sistema diz-se prdprio quando o
grau do numerador nao excede o do denominador (degnum < degden), e estritamente proprio
quando é estritamente menor. Esta condigdo € o que garante que o sistema é fisicamente realizavel:
se o numerador tivesse grau superior, a funcio de transferéncia conteria termos em s, s2,. .., isto
é, derivadas puras da entrada — que exigiriam “conhecer o futuro” da entrada e ndo sio realizaveis.
Como nenhuma das opcoes traduz a condicao degnum < degden, a resposta correta é .

Nota. As opgoes A e D referem-se a estabilidade (parte real dos polos), que nada tem a ver com ser
proprio. A B (num > den) descreve precisamente um sistema nao proprio. A C' (num > den) estd quase
certa, mas inclui ainda o caso num > den (nao préprio), pelo que nio serve de definicio — “préprio” exige
<, nao >.

Q8 — Condensador em paralelo com R,

No circuito da figura (amplificador nao-inversor), a colocagdo de um condensador em

paralelo com Rj:
v
—o Uop
Ry
| —
I
Q R2

(A) nao afeta a sua resposta em frequéncia,;

B) faz com que o ganho tenda para a unidade a partir de uma determinada frequén-
g
cia;

(C) faz com que o ganho tenda para zero a partir de uma determinada frequéncia;
(D) faz com que o ganho tenda para infinito a partir de uma determinada frequéncia;

(E) Nenhuma das anteriores.

~ , , - v Z
Resolugao. | Valério 2024, Cap. 5, §5.3 ¢ Cap. 10| O ganho do nao-inversor é — = 1+Z—1, onde Z; é

(% 2
a impedancia de realimentagao (R;, agora em paralelo com C') e Zs = Re. Como Z¢ = 0 =0
Jw
0
a alta frequéncia, Z; = Ry || C — 0 e o ganho tende para 1+ = 1. Assim, acima de uma certa
2

frequéncia o ganho tende para a unidade. Resposta: .

Nota. A A € falsa (passa a haver dependéncia da frequéncia). A C (tende para zero) é impossivel: o “+1”

2

do nao-inversor mantém-se, logo o ganho nunca desce abaizo de 1. A D (infinito) é o contrdrio do que
sucede.

Q9 — Parte real de um polo estavel
Quanto mais negativa for a parte real de um polo estavel:
(A) mais rapidamente se extingue a influéncia desse polo na resposta no tempo;

(B) mais lentamente se extingue a influéncia desse polo na resposta no tempo;



(C) mais baixa é a frequéncia de oscilagao da resposta no tempo;
(D) mais alta é a frequéncia de oscila¢ao da resposta no tempo;
(E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 11| A contribui¢do de um polo p = ¢ 4 jwy na resposta no tempo
tem a forma et (com o = R(p) < 0). Quanto mais negativo o, mais rapido o termo e decai.

Resposta: .

Nota. A B afirma o oposto. A C e a D confundem a parte real com a parte imaginaria: €é a parte
imagindria (wq) que fiza a frequéncia de oscilagdo, enquanto a parte real governa a rapidez do decaimento,
nao a frequéncia.

Q10 — Para que serve o condicionamento de sinal

Pretende-se ligar um sensor cuja saida Vs varia entre 1 V e 3 V a um conversor ADC
de 12 bit cuja entrada V4 pc pode variar entre —5 V e 5 V. A implementagao de um
circuito condicionador de sinal:

(A) permite retirar o melhor proveito do conversor ADC;
(B) faz aumentar o n.° de bits do conversor ADC;

(C) faz baixar o n.° de bits do conversor ADC;

(D) faz baixar a tensao de alimentacao do conversor ADC;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 13— condicionamento de sinal | O sensor s6 ocupa [1,3] V (ampli-
tude 2) da gama [—5, 5] V (amplitude 10) do ADC — usaria apenas ~ 1/5 dos codigos disponiveis.
O condicionamento (ganho + offset) escala e desloca [1, 3] — [—5, 5], aproveitando toda a gama e
maximizando a resolucao efetiva. Resposta: .

Nota. As opgdes B e C estdo erradas: o condicionamento nao altera o nimero de bits fisicos do ADC

(continua de 12 bit) — apenas melhora o seu aproveitamento. A D nao tem relagdo (nao mexe na alimen-
tagio). Ver também a Q10 do exame de época normal de 2022/2023 e a Q10 do recurso de 2024/2025
[ Cardeira 2025 |.

Grupo IT — Desenvolvimento (10 valores)
Q1 — Resposta impulsiva, ao degrau e estabilidade (2 v.)

1 3 . . e
Para G(s) = P + pynry calcule a resposta impulsiva e a resposta ao degrau unitéario.

Qual a relacao entre as duas? Indique a estabilidade do sistema e a sua relacao com
o valor dos polos.

Resolugao. | Valério 2024, Cap. 2, §2.5 ¢ Cap. 11, §11.1] A funcao G(s) ja esta escrita como soma de

duas fracdes simples, o que torna a inversao imediata: cada termo da forma corresponde,

s—a
no dominio do tempo, a ke®.

Resposta impulsiva. A entrada impulso tem-se X (s) =1, pelo que a saida é a propria fungao de
transferéncia, Y'(s) = G(s). Logo

1 3 :
ht) = L1 }: b4 33 £> 0.
(1) ] =l sl e




Resposta ao degrau. A entrada degrau tem-se X (s) = %, pelo que Y(s) = Gis) — cada parcela

ganha um polo na origem. Separando por fragoes parciais (método da cobertura):

1 1 1 3 1 1

s(s—1) s s—1 s(s+3) s 543

e os termos :l:% cancelam-se entre as duas parcelas. Invertendo,

o) = (~1+e) 41— = —c ] 1>

Relacao entre as duas. O degrau é o integral do impulso e, em Laplace, dividir por s corresponde a
integrar no tempo; por isso a resposta ao degrau é o integral da resposta impulsiva. Confirmando
diretamente:

/t h(r) dr = /t(eT +3e7 ¥ dr = (¢ = 1) + (1—e ) =l =M =g(t). v
0 0

Estabilidade. Um sistema é estavel se e s6 se todos os seus polos tiverem parte real negativa. Os
polos de G(s) sao s = 1 e s = —3; como o polo s = 1 estd no semiplano direito, o sistema ¢
. Reflete-se nas respostas no tempo: ambas contém o termo ef, que cresce sem limite —
a assinatura de um polo instével.

Nota. A relagdo degrau =integral da impulsiva é geral nos sistemas LTI (a mesma da Q3 do exame de

época normal de 2022/2023 [ Cardeira 2025 ]). Note-se que a parcela %, isolada, seria estdvel; é o termo
1

—7 (polo no SPD) que torna todo o sistema instdvel — basta um polo no semiplano direito.

Q2 — Identificacdo de 2.* ordem a partir da resposta ao degrau (2 v.)

A figura mostra a resposta ao degrau unitario de um sistema G(s) = Y (s)/X (s). Calcule
G(s) de forma aproximada.

1.4
1.2
1
< 08
0.6
0.4
0.2

| | | | | | |
00 2 4 6 8 10 12 14

t (s)

p—
(=}

Figura 1: Resposta ao degrau unitario dada.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 11, §11.3| A resposta oscila e estabiliza num valor constante
— € a assinatura de um sistema de 2.2 ordem subamortecido (0 < ¢ < 1), da forma canonica
2
w
G(s) =

n
52 + 2Cwps + w’
sobreimpulso, que depende s6 de (, e o wnstante de pico, que envolve w,,.

Identifica-lo resume-se a extrair do grafico duas caracteristicas: o

Do grafico 1é-se o valor final yss = 1, 0 pico Ymax ~ 1,44 € o instante em que ocorre, t, ~ 3,2s. O
sobreimpulso é o excesso relativo sobre o valor final:

max — 144 -1
M, = Ymax — Yss ~ 0,44,

Yss 1




Amortecimento. Tnvertendo a relacgio M, = e~¢™/V1=¢* (tomando logaritmos de ambos os lados):

(m In? M,
———=—-InM,=0821 = (= 0,253
/1—2 P ¢ 2 +1n2 M, M, -
Frequéncia natural. O primeiro pico dé-se a meio periodo da oscilacao amortecida, t, = T _

Wq
™

w1 —¢2

; resolvendo em ordem a wy,:

T T
= =11,01 rad/s
wn t/1- 2 T 32x0,968

Substituindo na forma canénica (e admitindo ganho estatico unitario, coerente com yss = 1):

w? 1,03
G(s) = 7 ¥ 2 :
5% + 2Cwn s + w2 s+ 0,51s+1,03

Nota. De facto o grdfico foi gerado por (w, = 1, ¢ = 0,25, sobreimpulso 0,44, t, =

/\/1—0,252 ~ 3,24 s5); a leitura (( =~ 0,25, w, =~ 1) é muito boa. Admitiu-se ganho estdtico unitd-
rio (G(0) = 1), coerente com yss = 1.

Q3 — Estabilidade de uma malha com quatro blocos (2 v.)

1 1 1
Para o diagrama de blocos da figura, com A(s) = P B(s) = (5+82)+(5+3)’ C(s) = 5
e D(s) = L, determine se o sistema é estavel.
5+3
D(s) |+

C(s)

Figura 2: Diagrama de blocos do enunciado.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 9, §9.3 e Cap. 11, §11.5| Apresentam-se duas vias que conduzem ao
mesmo resultado.

(I) Solugao visual — reducao de blocos. A redugao faz-se em quatro etapas (figura): primeiro
trocam-se os dois somadores (a adi¢do ¢ comutativa), o que poe C' a realimentar A (lago interno);
depois esse lago colapsa em G1; segue a série com B; e fecha-se com D.

Comegamos pelo lago interno: A é realimentado negativamente por C' (do no entre A e B de volta

. directo
ao somador interno). Pela regra da malha fechada T ganho de malha

4 1 1
_ s+1 _ s+1 _ S
- 1 1~ D+1 -~ &2 :



R + Y
(d) HO—bGl—b B >

]

D <
Figura 3: Redugao por etapas: (a) trocam-se os somadores (comutativo), ficando C' a realimentar
A (lago interno) e D o conjunto; (b) o laco interno colapsa em G = 1+’i‘40 = 77577 (moldura);

(c) série com B; (d) realimentacao por D (positiva).

Este bloco fica em série com B, e o conjunto é fechado pelo laco externo de D. Como a realimen-
tagdo de D é positiva (entra com sinal + no somador), o denominador é 1 — (ganho de malha), e
nao 1+ (---):

A
B
Y 1+ AC _ AB
R A ~ (1+ AC) — ABD’
1-—BD
1+ AC
(IT) Solugao analitica — sinais intermédios. Para quem prefere ndo desenhar, nomeiam-se

todos os sinais e elimina-se um a um, sem saltar passos. Sejam e; a saida do somador externo,
u a entrada de A, a o sinal entre A e B (de onde C realimenta) e Y a saida. Cada né da uma
equacao:

et =R—Ca, u=¢e;+ DY, a=Au, Y = Ba.

Eliminamos um sinal de cada vez. Passo 1: substituir Y = B a na equacao do somador interno,
u=e1+D(Ba)=e +DBa.
Passo 2: substituir ey = R — C a,
u=(R—Ca)+DBa=R—-Ca+ DBa.
Passo 3: levar este v a a = Au,
a=A(R—-Ca+DBa)=AR—-ACa+ ABDa.
Passo 4: passar os termos em a para o lado esquerdo,
a+ACa— ABDa= AR.

Passo 5: por a em evidéncia,

AR
1+ AC — ABD’

a(l+AC — ABD) = AR = a=



Passo 6: finalmente, Y = Ba,

ABR Y AB

Y=174c_ABD — R 11 AC _ABD

E ezatamente o mesmo resultado da via visual.

Estabilidade. A equacao caracteristica é (1 + AC) — ABD = 0. Pondo o lado esquerdo sobre o
denominador comum s(s + 1)(s + 2)(s + 3)%, o seu numerador é o polindmio caracteristico:

s(s+1)(s+2)(s+3)2+ (s +2)(s +3)2 — s2(s + 1) = | s° + 95" + 295% + 4652 + 395 + 18

Aplicamos agora o critério de Routh-Hurwitz, que indica quantas raizes deste polinémio estdo no
semiplano direito a partir apenas dos seus coeficientes:

1 1 29 39
s*| 9 46 18

s3 1239 37
s? 1321 18
st | 236
30 18

com, por exemplo, 5% 2295146 — 93 9 ¢ 52 29585991 — 321, A 1.2 coluna {1; 9; 23,9; 32,1; 23,6; 18}

¢ toda positiva (zero mudancas de sinal): | sistema estavel |

Nota. Porqué grau 5 e ndo 4% O bloco A(s) = S_‘%l tem um polo em s = —1 e o bloco B(s) = ﬁ(i%)
tem um zero em s = —1. Na transferéncia entrada— saida esses fatores cancelam-se (AB = m),

mas o cancelamento é s6 aparente: A ¢ B sdo blocos fisicos distintos e o modo et

associado ao polo em
—1 continua a existir dentro da malha (wm modo escondido). Para a estabilidade do sistema real hd que
conservar todos os fatores dos denominadores — dai o (s+ 1) permanecer e a equagdo caracteristica ser de
5.° grau. Em geral, a ordem da malha fechada é a soma das ordens de todos os blocos (A:1+ B:2+ C:1+
D:1=5). Constrdi-se a tabela completa porque “todos os coeficientes positivos” sé garante estabilidade até
G 2.% ordem; a partir dai, é o n.° de mudancas de sinal na 1.* coluna que conta os polos no semiplano

direito (aqui, zero — logo estdvel).

Q4 — Condicionamento de um sensor de pressao (2 v.)

Um sensor linear de pressao da 4,5 V a 1 Bar e —1,5 V a 10 Bar. Projete o circuito
que condiciona este sinal para ser adquirido por um ADC de 10 bit, alimentado a
5 V. Indique também a que variacao de pressao corresponde 1 LSB.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 5, §5.3 e Cap. 13| O objetivo do condicionamento é fazer corres-
ponder a gama de tensdes do sensor a gama de entrada do ADC, de modo a aproveitar toda a
sua resolucao. O sensor € linear: da Vg =45 Vem P=1Bare Vg =—-1,5 Vem P = 10 Bar,
ocupando a gama [—1,5; 4,5] V; o ADC aceita [0; 5] V.

Relagao Vap(Vs). Procura-se a reta que leva os extremos do sensor aos extremos do ADC. Fazendo
corresponder P =1 (onde Vg =4,5) a Vyp =0, e P =10 (onde Vg = —1,5) a Vup = 5:

5—0

Vap = 75775

5 =
(Vs —45) = — (Vs — 45) = —éV9+3,75 [V].

(Verificacao: Vs =4,5=Vyp=0eVsg=—-16=Vup=5. V)



Circuito. A relagao tem ganho negativo (—5/6) e um deslocamento (+3,75); os dois obtém-se de
uma s6 vez com um somador inversor, em que uma entrada é Vg e a outra uma tensdo de
referéncia constante (assume-se disponivel —15 V| conforme a sugestao do enunciado). A saida
do somador inversor é Vyp = —(%{VS + % Vref); igualando a —%VS + 3,75 com Vy.cp = =15 V:

Ry Ry 375 1

R, 6 Ry 15 4

Escolhendo Ry = 5 k€ resulta Ry = 6 k() e Ry = 20 k2.

Ry

—
15V

Ry

Vso—[__] -

Ry ——oVap

F‘{'

Figura 4: Somador inversor (Ry = 5 k{2, Ry = 6 k), Ry = 20 k2): ganho —5/6 para Vs e offset
a partir da referéncia de —15 V.

Resolugao em pressao (1 LSB). A gama do ADC corresponde a gama de pressao de 1 a 10 Bar,
isto ¢ 9 Bar, repartida por 2!° = 1024 niveis:

10 -1 9 ‘
1LSB = —T0 Bar = To31 — 8,79 x 1072 Bar |~ 8,8 mBar.

Nota. O ganho ter de ser negativo (—5/6) decorre de a tensao do sensor diminuir com a pressio (4,5 V—
—1,5 V); por isso se usa um inversor. Os valores das resisténcias ndo sao unicos — s6 importam o0s
quocientes Ry/R1 =5/6 e Ry/Ry = 1/4.

Q5 — Modelagao de um sistema rotativo (2 v.)

Considere o sistema rotativo da figura (rotor de inércia J, amortecedor B, mola de
tor¢do K, binario aplicado 7) e o respetivo diagrama de polos e zeros, com polos
em —0,5+ 0,866 j. Determine (1) o modelo matematico; (2) a funcao de transferéncia
entre a posi¢ao angular e o binario; (3) os valores de J, B e K (pode arbitrar valores
em falta).

W

0,866
J 2 — R
% —0,5
Rotor J, amortecedor B e mola K entre apoios fixos.
0,866

Polos em —0,5 £ 0,866 j (w, = 1, ¢ = 0,5).

Figura 5: Sistema rotativo e respetivo mapa de polos.
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Resolugao. |Valério 2024, Cap. 4 — modelacao; Cap. 9]

(1) Modelo matemdtico. Aplica-se a 2.* lei de Newton a rotagdo do rotor: a soma dos bindrios
iguala a inércia vezes a aceleracao angular, Y 7T = J 6. Atuam trés binarios:

e o binario aplicado, T(t);
e o da mola, proporcional ao deslocamento angular e de sentido oposto, T = —K 0(t);
e 0 do amortecedor, proporcional a velocidade angular e de sentido oposto, Tg = —B ().

Somando, J6 = 7 — K0 — B, ou seja

JO(t)+ BO(t) + K0(t) =7(t) |

(2) Fungao de transferéncia. Transformando por Laplace, com condigoes iniciais nulas (0 — sO,
0 — s20), vem (Js? + Bs + K) ©O(s) = T(s), donde a transferéncia posi¢io/binario é

O(s) 1
T(s) |Js®2+Bs+ K|

(3) Valores de J, B, K. Os polos do sistema sdo as raizes do denominador Js? + Bs + K. A
partir dos polos dados, —0,5 4+ 0,866 j, o polindémio modnico que os tem por raizes é

s — (—0,54 0,8665)) (s — (—0,5 — 0,8665)) = s2 + s + 1
(s = ( 7)) (s — ( 7))

(soma das raizes = —1; produto = 0,5 40,8662 = 1). Comparando .Js?+ Bs+ K, dividido por .J,
com s + %s + %, obtém-se % =1le % = 1. Os polos fixam apenas estes quocientes; arbitrando
J =1

J=1kg-m? B=1N-m-s/rad, K=1N-m/rad|

Nota. O numerador é arbitrdrio (um ganho A qualquer ndo muda os polos); tomou-se A = 1. Também

J, B e K podem ser multiplicados por uma mesma constante sem alterar os polos — o que se fiza sdo
os quocientes B/J = K/J = 1. Confirma-se w, = \/K/J =1 rad/s e ( = 2\/% = 0,5 (sobreimpulso
~ 16,3%), de acordo com o mapa de polos.
Resumo das respostas

Grupo I (escolha miiltipla) Grupo I

Q | Resp. | Q Resp. Q Resultado

1 D 6 C II.1 | h=¢el+3e73; g =e! — e3; instavel

2 E 7 E 11.2 (~ 0,255 w, =1

3 B 8 B 1.3 | s°+95*4+2953+4652+395+18; estavel

4 C 9 A IL4 | Vap = —3Vs +3,75; LSB ~ 8,8 mBar

e _ 1 e T —R— T —
) C 10 A 1.5 T = T21B1RS J=B=K=1

11



Referéncias
[Valério 2024] D. Valério, Signals, Systems and Control, Instituto Superior Técnico, 2024.
[Ogata 2010] K. Ogata, Modern Control Engineering, 5.2 ed., Prentice Hall, 2010.

[Cardeira 2025] C. Cardeira, Sinais e Sistemas Mecatrénicos — coletdnea de resolugées comentadas (épocas

de 2022/2023 e 2024/2025), IST, 2025.

12



