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Resolução comentada.

A prova tem duas partes. O Grupo I reúne 10 questões de escolha múltipla (1 valor cada;
resposta errada desconta 0,2 v.; a cotação mínima do grupo é 0). O Grupo II reúne 5 questões
de desenvolvimento (2 valores cada). Total: 20 valores; duração 2 horas. Salvo indicação em
contrário, consideram-se condições iniciais nulas. Esta resolução restitui o enunciado de cada
questão antes de a resolver.

Grupo I � Escolha múltipla (10 valores)

Q1 � Resposta ao degrau de 2.a ordem sobreamortecido

A resposta ao degrau de um sistema de 2.a ordem, estável, sem zeros, com ζ = 1,5, é:

(A) sempre crescente;

(B) sempre decrescente;

(C) evolui sucessivamente ora crescendo ora decrescendo;

(D) ou é sempre crescente ou é sempre decrescente;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.3 ] Com ζ = 1,5 > 1 o sistema é sobreamortecido: tem
dois polos reais negativos distintos e, sem zeros, a resposta ao degrau é monótona (não oscila). O
sentido depende apenas do sinal do ganho estático: se K > 0 a resposta cresce até ao valor �nal;
se K < 0 decresce. Logo é ou sempre crescente ou sempre decrescente. Resposta: D .

Nota. As opções A e B �xam arbitrariamente um sinal do ganho (são cada uma um dos casos, não a

a�rmação geral). A C descreve uma resposta oscilatória, que exigiria ζ < 1 (subamortecido) � com

ζ = 1,5 não há oscilação. Daí a formulação de D englobar as duas únicas possibilidades.

Q2 � Ganho estático de um passa-baixo passivo

O ganho estático de um �ltro passa-baixo passivo de 1.a ordem:

(A) é sempre maior do que a unidade;

(B) é sempre menor do que a unidade;

(C) tende para zero;

(D) varia com o tempo de forma exponencial;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 5 � Exemplo 5.2, eq. (5.16) ] Um passa-baixo passivo de 1.a ordem
(p. ex. o divisor RC, H(s) = 1

1+RCs) tem ganho estático exatamente unitário: H(0) = 1. Como

nenhuma das opções a�rma �igual à unidade�, a resposta correta é E .
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Nota. A opção B (�menor do que a unidade�) é o engano típico: confunde-se o facto de um �ltro passivo

nunca ampli�car com o seu ganho em DC, que é = 1 (não < 1). A A (> 1) é impossível num passivo.

A C (�tende para zero�) descreve o ganho a alta frequência, não o estático. A D não faz sentido � o

ganho estático é uma constante, não uma função do tempo. Só o passa-baixo ativo (com amp. operacional)

permite ganhos diferentes da unidade.

Q3 � Encoder absoluto

Um encoder absoluto:

(A) é mais adequado para medir velocidades angulares elevadas do que um encoder incremental;

(B) é menos adequado para medir velocidades angulares elevadas do que um encoder
incremental;

(C) não é adequado para medir um ângulo de rotação;

(D) quando se encontra parado, fornece menos informação do que um encoder incremental;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 13 � transdutores de posição ] O encoder absoluto fornece dire-
tamente a posição angular, através de um código único (várias pistas/bits) para cada posição.
Para velocidades elevadas, o encoder incremental (que conta impulsos de uma única pista) é mais
adequado � leitura mais simples e rápida e maior resolução de contagem; o absoluto, com muitos
bits a ler simultaneamente, é menos apropriado a alta velocidade. Resposta: B .

Nota. A A é o oposto da verdade. A C é falsa: medir o ângulo é precisamente a função do absoluto. A D

é falsa: parado, o absoluto dá mais informação (a posição absoluta), enquanto o incremental, parado, não

a conhece (só conta variações).

Q4 � O que usa o critério de Routh-Hurwitz

O critério de Routh-Hurwitz permite determinar a estabilidade de um sistema repre-
sentado pela sua função de transferência G(s) a partir:

(A) dos zeros do polinómio numerador de G(s);

(B) da resposta impulsiva de G(s);

(C) dos coe�cientes do polinómio do denominador de G(s);

(D) do valor dos polos de G(s);

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.5 ] O critério de Routh-Hurwitz determina o número de
raízes da equação característica (o denominador de G(s) igualado a zero) no semiplano direito a
partir apenas dos seus coe�cientes, sem as calcular. Resposta: C .

Nota. A A está errada: os zeros do numerador não in�uenciam a estabilidade (que depende dos polos). A B

não corresponde ao método. A D �do valor dos polos� anularia a utilidade do critério � se já conhecêssemos

os polos, sabíamos logo a estabilidade; o valor de Routh-Hurwitz é exatamente evitar calcular as raízes.

Q5 � Sistema de fase não-mínima

O facto de um sistema ser de fase não-mínima:
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(A) não tem efeito na resposta ao degrau unitário;

(B) provoca um sobreimpulso na resposta ao degrau unitário;

(C) provoca um subimpulso na resposta ao degrau unitário;

(D) torna o sistema estável;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.4 e �11.6 ] Um sistema de fase não-mínima tem (pelo menos)
um zero no semiplano direito. A sua resposta ao degrau arranca no sentido oposto ao valor �nal
� resposta inversa, ou subimpulso (undershoot). Resposta: C .

Nota. A A é falsa (o efeito � o subimpulso � é bem visível). A B troca os termos: o sobreimpulso

( overshoot) está associado ao subamortecimento (ζ < 1), não à fase não-mínima. A D é falsa: um zero

no semiplano direito não afeta a estabilidade (que depende dos polos) e não a �garante�. Ver o tratamento

detalhado do undershoot na Q2.8 do exame de recurso de 2024/2025 [ Cardeira 2025 ].

Q6 � Parâmetros de um sistema de 2.a ordem

No sistema G(s) =
5

s2 + 4s+ 36
:

(A) ωn =
√
5 e ζ = 2/

√
5;

(B) o ganho estático K é 5;

(C) ωn = 6 e K = 5/36;

(D) ζ = 2, K = 36/5;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.3 ] Comparando o denominador com a forma canónica
s2 + 2ζωns+ ω2

n:

ωn =
√
36 = 6 rad/s, 2ζωn = 4 ⇒ ζ =

4

12
=

1

3
,

e o ganho estático é K = G(0) =
5

36
. Logo ωn = 6 e K = 5/36. Resposta: C .

Nota. A A erra ωn (=
√
36 = 6, não

√
5). A B confunde o numerador (5) com o ganho estático

(G(0) = 5/36). A D dá ζ = 2 (seria sobreamortecido; o correto é ζ = 1
3 , subamortecido) e inverte K.

Q7 � Sistema LTI próprio

Um sistema LTI próprio é aquele em que:

(A) os polos têm parte real positiva;

(B) a ordem do numerador é superior à ordem do denominador;

(C) a ordem do numerador é superior ou igual à ordem do denominador;

(D) os polos têm parte real negativa;

(E) Nenhuma das anteriores.
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Resolução. [ Valério 2024, Cap. 9 � funções de transferência ] Um sistema diz-se próprio quando o
grau do numerador não excede o do denominador (deg num ≤ deg den), e estritamente próprio
quando é estritamente menor. Esta condição é o que garante que o sistema é �sicamente realizável:
se o numerador tivesse grau superior, a função de transferência conteria termos em s, s2, . . . , isto
é, derivadas puras da entrada � que exigiriam �conhecer o futuro� da entrada e não são realizáveis.
Como nenhuma das opções traduz a condição deg num ≤ deg den, a resposta correta é E .

Nota. As opções A e D referem-se à estabilidade (parte real dos polos), que nada tem a ver com ser

próprio. A B (num > den) descreve precisamente um sistema não próprio. A C (num ≥ den) está quase

certa, mas inclui ainda o caso num > den (não próprio), pelo que não serve de de�nição � �próprio� exige

≤, não ≥.

Q8 � Condensador em paralelo com R1

No circuito da �gura (ampli�cador não-inversor), a colocação de um condensador em
paralelo com R1:

+

−

vi
vo

R1

R2

(A) não afeta a sua resposta em frequência;

(B) faz com que o ganho tenda para a unidade a partir de uma determinada frequên-
cia;

(C) faz com que o ganho tenda para zero a partir de uma determinada frequência;

(D) faz com que o ganho tenda para in�nito a partir de uma determinada frequência;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 5, �5.3 e Cap. 10 ] O ganho do não-inversor é
vo
vi

= 1+
Z1

Z2
, onde Z1 é

a impedância de realimentação (R1, agora em paralelo com C) e Z2 = R2. Como ZC =
1

jωC
→ 0

a alta frequência, Z1 = R1 ∥C → 0 e o ganho tende para 1+
0

R2
= 1. Assim, acima de uma certa

frequência o ganho tende para a unidade. Resposta: B .

Nota. A A é falsa (passa a haver dependência da frequência). A C (tende para zero) é impossível: o �+1�

do não-inversor mantém-se, logo o ganho nunca desce abaixo de 1. A D (in�nito) é o contrário do que

sucede.

Q9 � Parte real de um polo estável

Quanto mais negativa for a parte real de um polo estável:

(A) mais rapidamente se extingue a in�uência desse polo na resposta no tempo;

(B) mais lentamente se extingue a in�uência desse polo na resposta no tempo;
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(C) mais baixa é a frequência de oscilação da resposta no tempo;

(D) mais alta é a frequência de oscilação da resposta no tempo;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11 ] A contribuição de um polo p = σ+ jωd na resposta no tempo
tem a forma eσt (com σ = ℜ(p) < 0). Quanto mais negativo σ, mais rápido o termo eσt decai.
Resposta: A .

Nota. A B a�rma o oposto. A C e a D confundem a parte real com a parte imaginária: é a parte

imaginária (ωd) que �xa a frequência de oscilação, enquanto a parte real governa a rapidez do decaimento,

não a frequência.

Q10 � Para que serve o condicionamento de sinal

Pretende-se ligar um sensor cuja saída VS varia entre 1 V e 3 V a um conversor ADC
de 12 bit cuja entrada VADC pode variar entre −5 V e 5 V. A implementação de um
circuito condicionador de sinal:

(A) permite retirar o melhor proveito do conversor ADC;

(B) faz aumentar o n.o de bits do conversor ADC;

(C) faz baixar o n.o de bits do conversor ADC;

(D) faz baixar a tensão de alimentação do conversor ADC;

(E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 13 � condicionamento de sinal ] O sensor só ocupa [1, 3] V (ampli-
tude 2) da gama [−5, 5] V (amplitude 10) do ADC � usaria apenas ∼ 1/5 dos códigos disponíveis.
O condicionamento (ganho + o�set) escala e desloca [1, 3] → [−5, 5], aproveitando toda a gama e
maximizando a resolução efetiva. Resposta: A .

Nota. As opções B e C estão erradas: o condicionamento não altera o número de bits físicos do ADC

(continua de 12 bit) � apenas melhora o seu aproveitamento. A D não tem relação (não mexe na alimen-

tação). Ver também a Q10 do exame de época normal de 2022/2023 e a Q10 do recurso de 2024/2025

[ Cardeira 2025 ].

Grupo II � Desenvolvimento (10 valores)

Q1 � Resposta impulsiva, ao degrau e estabilidade (2 v.)

Para G(s) =
1

s− 1
+

3

s+ 3
, calcule a resposta impulsiva e a resposta ao degrau unitário.

Qual a relação entre as duas? Indique a estabilidade do sistema e a sua relação com
o valor dos polos.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 2, �2.5 e Cap. 11, �11.1 ] A função G(s) já está escrita como soma de

duas frações simples, o que torna a inversão imediata: cada termo da forma
k

s− a
corresponde,

no domínio do tempo, a k eat.

Resposta impulsiva. À entrada impulso tem-se X(s) = 1, pelo que a saída é a própria função de
transferência, Y (s) = G(s). Logo

h(t) = L−1
[ 1

s− 1
+

3

s+ 3

]
= et + 3 e−3t , t ≥ 0.
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Resposta ao degrau. À entrada degrau tem-se X(s) = 1
s , pelo que Y (s) = G(s)

s � cada parcela
ganha um polo na origem. Separando por frações parciais (método da cobertura):

1

s(s− 1)
= −1

s
+

1

s− 1
,

3

s(s+ 3)
=

1

s
− 1

s+ 3
,

e os termos ±1
s cancelam-se entre as duas parcelas. Invertendo,

g(t) = (−1 + et) + (1− e−3t) = et − e−3t , t ≥ 0.

Relação entre as duas. O degrau é o integral do impulso e, em Laplace, dividir por s corresponde a
integrar no tempo; por isso a resposta ao degrau é o integral da resposta impulsiva. Con�rmando
diretamente:∫ t

0
h(τ) dτ =

∫ t

0

(
eτ + 3e−3τ

)
dτ =

(
et − 1

)
+
(
1− e−3t

)
= et − e−3t = g(t). ✓

Estabilidade. Um sistema é estável se e só se todos os seus polos tiverem parte real negativa. Os
polos de G(s) são s = 1 e s = −3; como o polo s = 1 está no semiplano direito, o sistema é
instável . Re�ete-se nas respostas no tempo: ambas contêm o termo et, que cresce sem limite �
a assinatura de um polo instável.

Nota. A relação degrau= integral da impulsiva é geral nos sistemas LTI (a mesma da Q3 do exame de

época normal de 2022/2023 [ Cardeira 2025 ]). Note-se que a parcela 3
s+3 , isolada, seria estável; é o termo

1
s−1 (polo no SPD) que torna todo o sistema instável � basta um polo no semiplano direito.

Q2 � Identi�cação de 2.a ordem a partir da resposta ao degrau (2 v.)

A �gura mostra a resposta ao degrau unitário de um sistema G(s) = Y (s)/X(s). Calcule
G(s) de forma aproximada.

0 2 4 6 8 10 12 14 16
0

0.2
0.4
0.6
0.8
1

1.2
1.4

t (s)

y
(t
)

Figura 1: Resposta ao degrau unitário dada.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.3 ] A resposta oscila e estabiliza num valor constante
� é a assinatura de um sistema de 2.a ordem subamortecido (0 < ζ < 1), da forma canónica

G(s) =
ω2
n

s2 + 2ζωns+ ω2
n

. Identi�cá-lo resume-se a extrair do grá�co duas características: o

sobreimpulso, que depende só de ζ, e o instante de pico, que envolve ωn.

Do grá�co lê-se o valor �nal yss = 1, o pico ymax ≈ 1,44 e o instante em que ocorre, tp ≈ 3,2 s. O
sobreimpulso é o excesso relativo sobre o valor �nal:

Mp =
ymax − yss

yss
=

1,44− 1

1
≈ 0,44.
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Amortecimento. Invertendo a relação Mp = e−ζπ/
√

1−ζ2 (tomando logaritmos de ambos os lados):

ζπ√
1− ζ2

= − lnMp = 0,821 =⇒ ζ =

√
ln2Mp

π2 + ln2Mp

= 0,253 .

Frequência natural. O primeiro pico dá-se a meio período da oscilação amortecida, tp =
π

ωd
=

π

ωn

√
1− ζ2

; resolvendo em ordem a ωn:

ωn =
π

tp
√
1− ζ2

=
π

3,2× 0,968
= 1,01 rad/s .

Substituindo na forma canónica (e admitindo ganho estático unitário, coerente com yss = 1):

G(s) =
ω2
n

s2 + 2ζωns+ ω2
n

≈ 1,03

s2 + 0,51 s+ 1,03
.

Nota. De facto o grá�co foi gerado por
1

s2 + 1
2s+ 1

(ωn = 1, ζ = 0,25, sobreimpulso 0,44, tp =

π/
√
1− 0,252 ≈ 3,24 s); a leitura (ζ ≈ 0,25, ωn ≈ 1) é muito boa. Admitiu-se ganho estático unitá-

rio (G(0) = 1), coerente com yss = 1.

Q3 � Estabilidade de uma malha com quatro blocos (2 v.)

Para o diagrama de blocos da �gura, com A(s) =
1

s+ 1
, B(s) =

s+ 1

(s+ 2)(s+ 3)
, C(s) =

1

s

e D(s) =
s

s+ 3
, determine se o sistema é estável.

A(s) B(s)

D(s)

C(s)

R + + Y
+

−

Figura 2: Diagrama de blocos do enunciado.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 9, �9.3 e Cap. 11, �11.5 ] Apresentam-se duas vias que conduzem ao
mesmo resultado.

(I) Solução visual � redução de blocos. A redução faz-se em quatro etapas (�gura): primeiro
trocam-se os dois somadores (a adição é comutativa), o que põe C a realimentar A (laço interno);
depois esse laço colapsa em G1; segue a série com B; e fecha-se com D.

Começamos pelo laço interno: A é realimentado negativamente por C (do nó entre A e B de volta
ao somador interno). Pela regra da malha fechada directo

1+ganho de malha
:

A

1 +AC
=

1
s+1

1 + 1
s+1 · 1

s

=
1

s+1
s(s+1)+1
s(s+1)

=
s

s2 + s+ 1
.
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(a) A B

D

C

R + + Y
+

−

(b) A

C

x +

−

(c) G1 B

(d) G1 B

D

R + Y

+

Figura 3: Redução por etapas: (a) trocam-se os somadores (comutativo), �cando C a realimentar
A (laço interno) e D o conjunto; (b) o laço interno colapsa em G1 = A

1+AC = s
s2+s+1

(moldura);
(c) série com B; (d) realimentação por D (positiva).

Este bloco �ca em série com B, e o conjunto é fechado pelo laço externo de D. Como a realimen-
tação de D é positiva (entra com sinal + no somador), o denominador é 1− (ganho de malha), e
não 1 + (· · · ):

Y

R
=

A

1 +AC
B

1− A

1 +AC
BD

=
AB

(1 +AC)−ABD
.

(II) Solução analítica � sinais intermédios. Para quem prefere não desenhar, nomeiam-se
todos os sinais e elimina-se um a um, sem saltar passos. Sejam e1 a saída do somador externo,
u a entrada de A, a o sinal entre A e B (de onde C realimenta) e Y a saída. Cada nó dá uma
equação:

e1 = R− C a, u = e1 +DY, a = Au, Y = B a.

Eliminamos um sinal de cada vez. Passo 1 : substituir Y = B a na equação do somador interno,

u = e1 +D (B a) = e1 +DB a.

Passo 2 : substituir e1 = R− C a,

u = (R− C a) +DB a = R− C a+DB a.

Passo 3 : levar este u a a = Au,

a = A (R− C a+DB a) = AR−AC a+ABDa.

Passo 4 : passar os termos em a para o lado esquerdo,

a+AC a−ABDa = AR.

Passo 5 : pôr a em evidência,

a (1 +AC −ABD) = AR =⇒ a =
AR

1 +AC −ABD
.
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Passo 6 : �nalmente, Y = B a,

Y =
ABR

1 +AC −ABD
=⇒ Y

R
=

AB

1 +AC −ABD
.

É exatamente o mesmo resultado da via visual.

Estabilidade. A equação característica é (1 +AC)−ABD = 0. Pondo o lado esquerdo sobre o
denominador comum s(s+ 1)(s+ 2)(s+ 3)2, o seu numerador é o polinómio característico:

s(s+ 1)(s+ 2)(s+ 3)2 + (s+ 2)(s+ 3)2 − s2(s+ 1) = s5 + 9s4 + 29s3 + 46s2 + 39s+ 18 .

Aplicamos agora o critério de Routh-Hurwitz, que indica quantas raízes deste polinómio estão no
semiplano direito a partir apenas dos seus coe�cientes:

s5 1 29 39

s4 9 46 18

s3 23,9 37

s2 32,1 18

s1 23,6

s0 18

com, por exemplo, s3: 9·29−1·46
9 = 23,9 e s2: 23,9·46−9·37

23,9 = 32,1. A 1.a coluna {1; 9; 23,9; 32,1; 23,6; 18}
é toda positiva (zero mudanças de sinal): sistema estável .

Nota. Porquê grau 5 e não 4? O bloco A(s) = 1
s+1 tem um polo em s = −1 e o bloco B(s) = s+1

(s+2)(s+3)

tem um zero em s = −1. Na transferência entrada→saída esses fatores cancelam-se (AB = 1
(s+2)(s+3)),

mas o cancelamento é só aparente: A e B são blocos físicos distintos e o modo e−t associado ao polo em

−1 continua a existir dentro da malha (um modo escondido). Para a estabilidade do sistema real há que

conservar todos os fatores dos denominadores � daí o (s+1) permanecer e a equação característica ser de

5.o grau. Em geral, a ordem da malha fechada é a soma das ordens de todos os blocos (A:1 +B:2 +C:1 +

D:1 = 5). Constrói-se a tabela completa porque �todos os coe�cientes positivos� só garante estabilidade até

à 2.a ordem; a partir daí, é o n.o de mudanças de sinal na 1.a coluna que conta os polos no semiplano

direito (aqui, zero � logo estável).

Q4 � Condicionamento de um sensor de pressão (2 v.)

Um sensor linear de pressão dá 4,5 V a 1 Bar e −1,5 V a 10 Bar. Projete o circuito
que condiciona este sinal para ser adquirido por um ADC de 10 bit, alimentado a
5 V. Indique também a que variação de pressão corresponde 1 LSB.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 5, �5.3 e Cap. 13 ] O objetivo do condicionamento é fazer corres-
ponder a gama de tensões do sensor à gama de entrada do ADC, de modo a aproveitar toda a
sua resolução. O sensor é linear: dá VS = 4,5 V em P = 1 Bar e VS = −1,5 V em P = 10 Bar,
ocupando a gama [−1,5; 4,5] V; o ADC aceita [0; 5] V.

Relação VAD(VS). Procura-se a reta que leva os extremos do sensor aos extremos do ADC. Fazendo
corresponder P = 1 (onde VS = 4,5) a VAD = 0, e P = 10 (onde VS = −1,5) a VAD = 5:

VAD =
5− 0

−1,5− 4,5
(VS − 4,5) = −5

6
(VS − 4,5) = −5

6
VS + 3,75 [V].

(Veri�cação: VS = 4,5 ⇒ VAD = 0 e VS = −1,5 ⇒ VAD = 5. ✓)
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Circuito. A relação tem ganho negativo (−5/6) e um deslocamento (+3,75); os dois obtêm-se de
uma só vez com um somador inversor, em que uma entrada é VS e a outra uma tensão de
referência constante (assume-se disponível −15 V, conforme a sugestão do enunciado). A saída
do somador inversor é VAD = −

(Rf

R1
VS +

Rf

R2
Vref

)
; igualando a −5

6VS + 3,75 com Vref = −15 V:

Rf

R1
=

5

6
,

Rf

R2
=

3,75

15
=

1

4
.

Escolhendo Rf = 5 kΩ resulta R1 = 6 kΩ e R2 = 20 kΩ.

−

+
R1

VS

R2

−15V

Rf

VAD

Figura 4: Somador inversor (Rf = 5 kΩ, R1 = 6 kΩ, R2 = 20 kΩ): ganho −5/6 para VS e o�set
a partir da referência de −15 V.

Resolução em pressão (1 LSB). A gama do ADC corresponde à gama de pressão de 1 a 10 Bar,
isto é 9 Bar, repartida por 210 = 1024 níveis:

1 LSB =
10− 1

210
Bar =

9

1024
= 8,79× 10−3 Bar ≈ 8,8 mBar.

Nota. O ganho ter de ser negativo (−5/6) decorre de a tensão do sensor diminuir com a pressão (4,5 V→
−1,5 V); por isso se usa um inversor. Os valores das resistências não são únicos � só importam os

quocientes Rf/R1 = 5/6 e Rf/R2 = 1/4.

Q5 � Modelação de um sistema rotativo (2 v.)

Considere o sistema rotativo da �gura (rotor de inércia J , amortecedor B, mola de
torção K, binário aplicado τ) e o respetivo diagrama de polos e zeros, com polos
em −0,5± 0,866 j. Determine (1) o modelo matemático; (2) a função de transferência
entre a posição angular e o binário; (3) os valores de J , B e K (pode arbitrar valores
em falta).

B
J

τ

K

Rotor J , amortecedor B e mola K entre apoios �xos.

ℜ

ℑ

×

×

−0,5

0,866

−0,866

Polos em −0,5± 0,866 j (ωn = 1, ζ = 0,5).

Figura 5: Sistema rotativo e respetivo mapa de polos.
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Resolução. [ Valério 2024, Cap. 4 � modelação; Cap. 9 ]

(1) Modelo matemático. Aplica-se a 2.a lei de Newton à rotação do rotor: a soma dos binários
iguala a inércia vezes a aceleração angular,

∑
T = J θ̈. Atuam três binários:

� o binário aplicado, τ(t);

� o da mola, proporcional ao deslocamento angular e de sentido oposto, TK = −K θ(t);

� o do amortecedor, proporcional à velocidade angular e de sentido oposto, TB = −B θ̇(t).

Somando, Jθ̈ = τ −Kθ −Bθ̇, ou seja

J θ̈(t) +B θ̇(t) +K θ(t) = τ(t) .

(2) Função de transferência. Transformando por Laplace, com condições iniciais nulas (θ̇ → sΘ,
θ̈ → s2Θ), vem (Js2 +Bs+K)Θ(s) = T (s), donde a transferência posição/binário é

Θ(s)

T (s)
=

1

Js2 +Bs+K
.

(3) Valores de J , B, K. Os polos do sistema são as raízes do denominador Js2 + Bs + K. A
partir dos polos dados, −0,5± 0,866 j, o polinómio mónico que os tem por raízes é(

s− (−0,5 + 0,866j)
)(
s− (−0,5− 0,866j)

)
= s2 + s+ 1

(soma das raízes = −1; produto = 0,52+0,8662 = 1). Comparando Js2+Bs+K, dividido por J ,
com s2 + B

J s+
K
J , obtém-se B

J = 1 e K
J = 1. Os polos �xam apenas estes quocientes; arbitrando

J = 1:
J = 1 kg ·m2, B = 1 N ·m · s/rad, K = 1 N ·m/rad .

Nota. O numerador é arbitrário (um ganho A qualquer não muda os polos); tomou-se A = 1. Também

J , B e K podem ser multiplicados por uma mesma constante sem alterar os polos � o que se �xa são

os quocientes B/J = K/J = 1. Con�rma-se ωn =
√
K/J = 1 rad/s e ζ = B

2
√
KJ

= 0,5 (sobreimpulso

≈ 16,3%), de acordo com o mapa de polos.

Resumo das respostas

Grupo I (escolha múltipla) Grupo II

Q Resp. Q Resp. Q Resultado

1 D 6 C II.1 h = et + 3e−3t; g = et − e−3t; instável

2 E 7 E II.2 ζ ≈ 0,25; ωn ≈ 1

3 B 8 B II.3 s5+9s4+29s3+46s2+39s+18; estável

4 C 9 A II.4 VAD = −5
6VS + 3,75; LSB ≈ 8,8 mBar

5 C 10 A II.5 Θ
T = 1

Js2+Bs+K
; J=B=K=1
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