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Resolução comentada � adaptação didática do exame realizado em plataforma online (versão 006).

Considere o sistema de controlo da suspensão de um quarto de automóvel com atuação
por motor de corrente contínua (DC), em malha fechada (Figura 1). O motor recebe a
tensão de comando Va e produz, por intermédio de uma redução e de um pinhão, a força que
atua a suspensão (massa M , mola K, amortecedor C); a posição é medida por um sensor H(s),
comparada com a referência R(s), e o erro E(s) é processado pelo controlador K(s). Identi�camos
o motor com o controlador K(s) e a suspensão com a planta G(s).

Parâmetros: Ra = 2,5 Ω, La = 0,03 H,Kt = 1,4 N·m/A, J = 0,006 kg·m2, N = 20, r = 0,016 m,
M = 350 kg, K = 33 000 N/m, C = 3800 N·s/m, Vstep = 4,7 V. Cotação: 20 valores (Parte 1: 5;
Parte 2: 10; Parte 3: 5; cada alínea vale 0,625 v.).
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Figura 1: Malha fechada: controlador K(s) (motor DC), planta G(s) (suspensão), sensor H(s);
D(s) perturbação na atuação e N(s) ruído de medição.

Parte 1 � Análise do motor DC (5 valores)

Q1.1 � Função de transferência e equação diferencial (2 alíneas)

A função de transferência posição/tensão do motor é
θ(s)

Va(s)
=

Km

s(τms+ 1)
, a que corresponde a

equação diferencial
La

Ra
θ̈ + θ̇ =

Kt

RaJ
Va(t). Determine o ganho do motor Km = Kt

RaJ
e a

constante de tempo τm = La
Ra
.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 4 � modelação electromecânica ] Comparando a equação diferencial
com a forma normalizada, o coe�ciente de Va é Km e a constante de tempo é o quociente La/Ra:

Km =
Kt

RaJ
=

1,4

2,5× 0,006
=

1,4

0,015
= 93,33 rad/(V·s) , τm =

La

Ra
=

0,03

2,5
= 0,012 s .

Nota. Este é o modelo simpli�cado do motor: o polo eléctrico rápido 1/τm = 1/(La/Ra) e o integrador
1/s (a posição é o integral da velocidade). τm = La/Ra é a constante de tempo eléctrica (depende só de
Ra e La, não da carga); a dinâmica mecânica associada a J é muito mais lenta. O modelo completo, com
força contra-electromotriz Keθ̇, daria 3.a ordem; aqui despreza-se esse acoplamento (Q1.5).
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Q1.2 � Resposta ao degrau: posição (2 alíneas)

Para um motor com
θ1(s)

Va1(s)
=

80

s(0,01s+ 1)
e entrada em degrau Va1(t) = 3,9u(t), a resposta

tem a forma θ1(t) = a [ t − b + c e−t/d ]. Determine o coe�ciente de rampa a (rad/s2) e o
coe�ciente exponencial c (s).

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 2, �2.5; Cap. 11, �11.2 ] Com Va1(s) = 3,9/s,

Θ1(s) =
3,9

s
· 80

s(0,01s+ 1)
=

312

s2(0,01s+ 1)
=

A

s2
+

B

s
+

C

0,01s+ 1
.

Decompondo: A = 312, B = −0,01 · 312 = −3,12, C = −0,01B = 0,0312. A inversa de Laplace
dá θ1(t) = 312 t− 3,12 + 3,12 e−t/0,01, que se escreve

θ1(t) = 312
[
t− 0,01 + 0,01 e−t/0,01

]
⇒ a = 312 rad/s2 , c = 0,01 s .

(b = d = τm1 = 0,01 s; o ganho de rampa é a = Km1Vstep = 80× 3,9.)

Nota. Falar em tipo 1 / integrador depende de quais sejam a entrada e a saída: é o modelo tensão

→ ângulo (Va 7→ θ) que tem um polo na origem. Fisicamente, a uma tensão constante o motor roda
inde�nidamente e o ângulo θ cresce sem limite (passa dos 360◦ e continua) � por isso a resposta a um
degrau de tensão é uma rampa de posição e o modelo se comporta como integrador. A rampa tem declive
a = Km1Vstep e atraso b = τm1 face à assímptota a(t − b); o transitório a c e−t/d extingue-se em poucos
τm1. (O modelo tensão → velocidade Va 7→ θ̇ já é de 1.a ordem, sem integrador � Q1.3.)
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A posição segue uma rampa de declive a = 312 rad/s2 com atraso b = 0,01 s; o transitório exponencial

desaparece em ∼ 5τm1.

Q1.3 � Resposta ao degrau: velocidade (2 alíneas)

Para um motor com
θ1(s)

Va1(s)
=

70

s(0,01s+ 1)
e degrau Va1(t) = 4,0u(t), a velocidade angular é

ω1(t) = a′[ 1 − e−t/d′ ]. Determine a velocidade em regime a′ (rad/s) e a constante de
tempo d′ (s).

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.2 ] Como ω1 = θ̇1, multiplicando por s cancela-se o integra-
dor e �ca um sistema de 1.a ordem:

Ω1(s)

Va1(s)
=

70

0,01s+ 1
, Ω1(s) =

4,0

s
· 70

0,01s+ 1
=

280

s
− 280

s+ 100
,

logo ω1(t) = 280 [ 1− e−t/0,01 ], donde a′ = 280 rad/s e d′ = 0,01 s .

Nota. Coerente com Q1.2 por derivação: θ̇1 = Km1Vstep [1−e−t/τm1 ]. A velocidade satura (a′ = Km1Vstep)
enquanto a posição cresce sem limite � é a assinatura do integrador.
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Q1.4 � Declive de Bode a baixa frequência (1 alínea)

Para
θ(s)

Va(s)
=

Km

s(τms+ 1)
com Km = 78 e τm = 0,012 s, indique o declive da magnitude de

Bode (dB/década) a baixas frequências.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 10 � diagramas de Bode ] Para ω ≪ 1/τm, ( jωτm + 1) → 1 e
G(jω) ≈ Km/(jω), cuja magnitude em dB é 20 log10Km − 20 log10 ω: o termo integrador impõe

declive = −20 dB/década .

Nota. Acima da frequência de corte ω = 1/τm ≈ 83 rad/s entra o polo de τm e o declive passa a
−40 dB/década (Figura).
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−20 dB/década (integrador) até ω = 1/τm, depois −40 dB/década.

Q1.5 � Características do motor DC (1 alínea)

Qual das a�rmações sobre o motor DC é correta?

A) A constante de tempo eléctrica τm = La/Ra é determinada principalmente pela carga me-
cânica.

B) Maior inércia J torna a resposta eléctrica mais rápida.

C) A constante de tempo eléctrica é tipicamente muito mais lenta que a dinâmica mecânica
deste tipo de motor.

D) Aumentar a resistência de armadura Ra aumenta o ganho Km.

E) Aplicando uma tensão constante positiva aos terminais, a posição angular cresce continua-
mente no tempo.

F) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 4; Cap. 9 ] A é falsa (τm só depende de La, Ra). B é falsa (J é
mecânico; não acelera a resposta eléctrica). C é falsa (a constante eléctrica é rápida, 12 ms). D
é falsa (Km = Kt/(RaJ), Ra no denominador). E é verdadeira: o 1/s integra a tensão, logo a

posição cresce como rampa. Resposta: E .

Parte 2 � Análise em malha fechada (10 valores)

Q2.1 � Ordem do sistema e equação característica (3 alíneas)

Com K3(s) =
73

s(0,009s+ 1)
, G3(s) =

1

260s2 + 2400s+ 26000
e H3(s) =

1

0,14s+ 1
, determine a

ordem do sistema e os coe�cientes a4 e a1 da equação característica a5s
5+a4s

4+a3s
3+
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a2s
2 + a1s+ a0 = 0.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 9, �9.2�9.3 ] A equação característica é o numerador de 1+K3G3H3,
isto é (denominador)+ (numerador) = 0. Expandindo o denominador:

(260s2 + 2400s+ 26000)(0,14s+ 1) = 36,4s3 + 596s2 + 6040s+ 26000,

×(0,009s+ 1) = 0,3276s4 + 41,764s3 + 650,36s2 + 6274s+ 26000,

×s = 0,3276s5 + 41,764s4 + 650,36s3 + 6274s2 + 26000s.

Somando o numerador 73:

Dcl(s) = 0,3276s5 + 41,764s4 + 650,36s3 + 6274s2 + 26000s+ 73 = 0.

Logo a ordem é 5 , a4 = 41,764 e a1 = 26000 .

Nota. A ordem da malha fechada é a soma das ordens dos blocos em série (2 + 2 + 1 = 5); o integrador
do motor garante a0 pequeno (termo independente vindo só do numerador), o que dá erro estático nulo ao
degrau.

Q2.2 � Critério de Routh-Hurwitz (3 alíneas)

Para D(s) = 0,43s5 + 55s4 + 650s3 + 7200s2 + 30000s+ 77 = 0, determine o 1.o elemento da
linha s3, o 1.o elemento da linha s1 e o número de polos instáveis.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.5 ] Montando a tabela de Routh:

s5 0,43 650 30000

s4 55 7200 77

s3 593,71 29999,4

s2 4421,1 77

s1 29986,7

s0 77

com, por exemplo,

s3:
55 · 650− 0,43 · 7200

55
= 593,71,

s2:
593,71 · 7200− 55 · 29999,4

593,71
= 4421,1.

1.o elemento de s3: 593,71 ; de s1: 29986,7 . A 1.a coluna {0,43; 55; 593,71; 4421,1; 29986,7; 77}
é toda positiva (zero mudanças de sinal): 0 polos instáveis (sistema estável).

Nota. O número de mudanças de sinal na 1.a coluna iguala o número de polos no semiplano direito. Ter
todos os coe�cientes positivos é necessário mas não su�ciente a partir da 3.a ordem � por isso construímos
a tabela completa.

Q2.3 � Polos de malha aberta (2 alíneas)

Com K3 e G3 da Q2.1, determine o número de polos de malha aberta e a parte real do
polo dominante.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.3 ] K3 tem polos em s = 0 e s = −1/0,009 ≈ −111,1; G3:
260s2 + 2400s + 26000 = 0 ⇒ s = −4,615 ± j8,871. Total: 4 polos. O polo dominante é o par

complexo mais próximo do eixo imaginário, de parte real −4,615 .
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Nota. O polo em s = 0 (integrador) afeta o regime permanente, não o transitório; o polo em −111 é
rápido. O par −4,615± j8,871, lento, domina a resposta transitória.

−10 −5

−8,87

8,87

s = 0

dominante

polo rápido −111,1 (fora de escala) ℜ(s)

ℑ(s)

Mapa de polos de malha aberta (o polo em −111,1 �ca fora da escala).

Q2.4 � Sistemas de 2.a ordem subamortecidos (1 alínea)

Qual a�rmação é correta?

A) A frequência de oscilação é igual à frequência natural.

B) A altas frequências a fase tende para 0 rad.

C) Aumentar o amortecimento ζ reduz o sobreimpulso.

D) Aumentar ωn aumenta o tempo de subida.

E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.3 ] A é falsa (a oscilação é à frequência amortecida ωd =
ωn

√
1− ζ2 < ωn). B é falsa (a fase tende para −π). D é falsa (tr ∝ 1/ωn, logo diminui). C é

verdadeira: Mp = e−ζπ/
√

1−ζ2 decresce com ζ. Resposta: C .

Q2.5 � Planta de 2.a ordem (5 alíneas)

Para Gp4(s) =
100

s2 + 7,4s+ 100
, determine ωn, ζ, o tempo de estabelecimento a 5% ts, o

valor �nal ao degrau unitário e o declive inicial da resposta ao degrau.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.3 ] Comparando com ω2
n

s2+2ζωns+ω2
n
:

ωn =
√
100 = 10 rad/s , ζ =

7,4

2× 10
= 0,37 (subamortecido).

Tempo de estabelecimento a 5% (fórmula simpli�cada, ≈ 3/ζωn):

ts =
− ln(0,05)

ζωn
=

2,996

0,37× 10
= 0,810 s .

Valor �nal (teorema do valor �nal, Kdc = 1): lims→0Gp4(s) = 1 . Declive inicial: como o grau

relativo é 2, ẏ(0+) = lims→∞ s · sY (s) = lims→∞
100s

s2+7,4s+100
= 0 .

Nota. Tempo de estabelecimento � os três métodos [ Cardeira 2025, Q2.6 ]: (i) a fórmula sim-

pli�cada ts ≈ 3
ζωn

a 5% (e 4
ζωn

a 2%) � vem de e−ζωnt = x
100 , ignorando o fator 1√

1−ζ2
; foi a usada

acima; (ii) a estimativa conservadora pela envolvente (o método do livro), ts =
− ln

(
x

100

√
1− ζ2

)
ζωn

, que

inclui esse fator, válida para qualquer percentagem e majorando o tempo real (supõe | sin | = 1); (iii) o
valor exato, que resolve |y(t)− yss| = x

100 yss na própria resposta, transcendente (sem forma fechada). A
5% dão, respetivamente, ≈ 0,81, 0,83 e 0,78 s (Figura). O método (iii) serve sobretudo como veri�cação
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(em casa) de que a ordem de grandeza está certa � tem de dar um valor ≤ ao da envolvente (ii); não
faria sentido pedi-lo em exame.

Nota. O declive inicial nulo é geral em sistemas com grau relativo ≥ 2 e signi�ca que a derivada é contínua

na origem (ẏ(0+) = 0), ao contrário dos sistemas de 1.a ordem, cuja resposta ao degrau arranca com declive
não nulo � há um �salto� da derivada (para um 1.a ordem K

τs+1 com degrau de amplitude u, ẏ(0+) = Ku
τ ;

com ganho e degrau unitários, 1/τ). Não quer dizer que o sistema de 2.a ordem seja lento a arrancar: a
rapidez é �xada pelas constantes de tempo, podendo até ser globalmente mais rápido que um de 1.a ordem.
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Resposta ao degrau (ωn = 10, ζ = 0,37): valor exato (iii), fórmula do livro (i) e envolvente conservadora

(ii) � todos ≈ 0,8 s, com (iii)≤ (ii).

Q2.6 � Resposta em frequência em ω = ωn (2 alíneas)

Para Gp4, determine |Gp4(jωn)| e ∠Gp4(jωn).

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 10, �10.5 ] Em ω = ωn os termos ω2
n cancelam e �ca só a parte

imaginária:

Gp4(jωn) =
ω2
n

j2ζω2
n

=
1

j2ζ
=

−j

2× 0,37
,

logo |Gp4(jωn)| =
1

2ζ
= 1,351 e ∠Gp4(jωn) = −π/2 rad .

Nota. À frequência natural a fase é exatamente −90◦. O pico de ressonância ocorre, no entanto, em
ωr = ωn

√
1− 2ζ2 (ligeiramente abaixo de ωn), com valor 1

2ζ
√

1−ζ2
; só existe pico se ζ < 1/

√
2, como aqui.

Parte 3 � Aquisição de dados (5 valores)

Q3.1 � Gama do sinal (2 alíneas)

A posição varia ±40 mm e o sensor dá 0,095 V/mm. Determine a tensão mínima e máxima
do sensor.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 13 ] A relação é linear: V = 0,095× (±40), logo Vmin = −3,8 V

e Vmax = +3,8 V (sinal bipolar, gama total 7,6 V).

Q3.2 � Condicionamento de sinal (2 alíneas)

O A/D requer 0�5,7 V, com VADC = A (Vsensor −O�set). Determine o ganho A e o O�set.
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Resolução. [ Valério 2024, Cap. 5, �5.3; Cap. 13 ] Há que deslocar e escalar. Para levar −3,8 V a
0 V, subtrai-se o mínimo: O�set = −3,8 V . A gama deslocada (0 a 7,6 V) escala-se para 5,7 V:

A =
5,7

7,6
= 0,75 .

Veri�cação: Vsensor = +3,8 ⇒ VADC = 0,75× 7,6 = 5,7 V ✓.

Sensor
0,095 V/mm

O�set
+ ganho A

A/D
8 bits

±40 mm ±3,8 V 0�5,7 V código

Cadeia de condicionamento: posição → tensão bipolar → gama unipolar do A/D.

Q3.3 � Resolução do A/D (2 alíneas)

Com um A/D de 8 bits e referência 5,7 V, determine o LSB (V) e a resolução em posição
(mm).

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 12, �12.4; Cap. 13 ] Com 28 = 256 níveis:

LSB =
5,7

256
= 0,02227 V , resolução =

80 mm

256
= 0,3125 mm .

Nota. Aqui os dois caminhos coincidem: via cadeia, ∆Vsensor = LSB/A = 0,02227/0,75 = 0,0297 V, que
a 0,095 V/mm dá 0,3125 mm. Coincidem porque o condicionamento usa toda a gama do A/D (5,7 V);
na Época Normal não coincidiam por se usar só parte da gama.

Q3.4 � Conceitos de aquisição de dados (1 alínea)

Qual a�rmação sobre sistemas A/D é correta?

A) Maior resolução exige sempre maior frequência de amostragem.

B) O condicionamento de sinal só é necessário para sinais muito pequenos.

C) O ruído de quantização é independente do número de bits.

D) O valor do LSB diminui quando o número de bits aumenta.

E) Nenhuma das anteriores.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 12 ] A é falsa (resolução e amostragem são independentes). B é
falsa (também se usa para ajustar gamas, �ltrar, isolar). C é falsa (o ruído ∝ LSB2 diminui com

os bits). D é verdadeira: LSB = Vref/2
n. Resposta: D .

Q3.5 � Latência total com refrescamento do ecrã (1 alínea)

Atrasos em sequência: sensor 4 ms, conversão A/D 1 ms, processamento 11 ms, comunicação 6 ms;
o ecrã refresca a 20 Hz (50 ms). Determine o tempo total entre a mudança de posição e
a sua primeira visualização.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 12 � amostragem ] Atrasos �xos: 4 + 1 + 11 + 6 = 22 ms. A
atualização só aparece no refrescamento seguinte (múltiplo de 50 ms): 22 ms arredonda para cima
para

Ttotal = 50 ms .

Nota. O refrescamento do ecrã quantiza o tempo em intervalos de 50 ms e torna-se o fator limitante da
latência, mesmo sendo o processamento muito mais rápido (22 ms). É o análogo temporal da quantização
em amplitude do A/D.
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t (ms)
0 22 50

sens proc com espera refrescamento
visível

Pronto aos 22 ms, mas só visível no refrescamento dos 50 ms.

Resumo das respostas

Q Resp. Q Resp. Q Resp.

1.1a 93,33 2.1a 5 3.1a −3, 8

1.1b 0,012 2.1b 41,764 3.1b 3,8

1.2a 312 2.1c 26000 3.2a 0,75

1.2b 0,01 2.2a 593,71 3.2b −3, 8

1.3a 280 2.2b 29986,7 3.3a 0,02227

1.3b 0,01 2.2c 0 3.3b 0,3125

1.4 −20 2.3a 4 3.4 D

1.5 E 2.3b −4, 615 3.5 50

2.4 C

2.5a 10

2.5b 0,37

2.5c 0,810

2.5d 1

2.5e 0

2.6a 1,351

2.6b −π/2
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