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Resolugao comentada — adaptagao diddtica do exame realizado em plataforma online (versao 006).

Considere o sistema de controlo da suspensao de um quarto de automével com atuacgao
por motor de corrente continua (DC), em malha fechada (Figura 1). O motor recebe a
tensdo de comando V, e produz, por intermédio de uma reducao e de um pinhéo, a forca que
atua a suspensdo (massa M, mola K, amortecedor C); a posi¢do ¢ medida por um sensor H(s),
comparada com a referéncia R(s), e o erro E(s) é processado pelo controlador K (s). Identificamos
o motor com o controlador K(s) e a suspensao com a planta G(s).

Parametros: R, =2,5Q, L, =0,03H, K; = 1,4N-m/A, J = 0,006 kg-m?, N = 20, r = 0,016 m,
M =350 kg, K = 33000 N/m, C = 3800 N-s/m, Viep = 4,7 V. Cotagao: 20 valores (Parte 1: 5;
Parte 2: 10; Parte 3: 5; cada alinea vale 0,625 v.).
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Figura 1: Malha fechada: controlador K(s) (motor DC), planta G(s) (suspensao), sensor H(s);
D(s) perturbacao na atuagao e N(s) ruido de medicao.

Parte 1 — Analise do motor DC (5 valores)

Q1.1 — Funcao de transferéncia e equacao diferencial (2 alineas)

0(s K
A funcao de transferéncia posigdo/tensdo do motor é (5) = ™ ___ a que corresponde a
Va(s)  s(tms+1)
K

Va(t). Determine o ganho do motor K,, = 3% e a

L. . .
equacao diferencial —0 + 0 = ——
quag R, RJ
constante de tempo 7,,, = }L%—:.

Resolugao. | Valério 2024, Cap. 4 — modelacio electromecanica | Comparando a equagao diferencial
com a forma normalizada, o coeficiente de V,, é K, e a constante de tempo é o quociente L, /Ry:

K, 1,4 1,4

K = = =
™ R,J  2,5%x0,006 0,015

= 93,33 rad/(V-s)

Nota. Este é o modelo simplificado do motor: o polo eléctrico rapido 1/1, = 1/(L,/R,) € o integrador
1/s (a posicdo é o integral da velocidade). 1., = Lo/R, € a constante de tempo eléctrica (depende sé de
R, e Ly, ndo da carga); a dindmica mecanica associada a J é muito mais lenta. O modelo completo, com
forca contra-electromotriz K.0, daria 3.% ordem; aqui despreza-se esse acoplamento (Q1.5).



Q1.2 — Resposta ao degrau: posicao (2 alineas)

01 (8) . 80
Vai(s)  s(0,01s + 1)
tem a forma 0;(t) = a[t — b+ ce ¥/?]. Determine o coeficiente de rampa a (rad/s?) e o
coeficiente exponencial c (s).

Para um motor com e entrada em degrau V,1(t) = 3,9 u(t), a resposta

Resolugao. | Valério 2024, Cap. 2, §2.5; Cap. 11, §11.2] Com Vg1(s) = 3,9/s,

39 80 32 A B C

©1(s) T T 001

s s(00ls+1) s20,01s+1) &2

Decompondo: A =312, B=—-0,01-312 = -3,12, C' = —0,01 B = 0,0312. A inversa de Laplace
da 61 (t) = 312t — 3,12 4+ 3,12~ 4/901 que se escreve

01(t) = 312t — 0,01+ 0,01 /% | = a =312 rad/s*, ¢=[0,015s]

(b=d = Tm1 = 0,01 s; o ganho de rampa é a = K1 Viep = 80 % 3,9.)

Nota. Falar em tipo 1 / integrador depende de quais sejam a entrada e a saida: € o modelo tensdo
— angulo (V, — 0) que tem um polo na origem. Fisicamente, a wma tensdo constante o motor roda
indefinidamente e o dngulo 0 cresce sem limite (passa dos 360° e continua) — por isso a resposta a um
degrau de tensdo é uma rampa de posicao e o modelo se comporta como integrador. A rampa tem declive

—t/d

a = K1 Viiep € atraso b = 71 face 4 assimptota a(t — b); o transitério ace extingue-se em poucos

Tm1- (O modelo tensdo — velocidade V, — 0 jd é de 1.% ordem, sem integrador — Q1.3.)

15 [ ‘61(1‘,)

- - - assimptota a(t — b)
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A posigio segue uma rampa de declive a = 312 rad/s? com atraso b = 0,01 s; o transitério exponencial
desaparece em ~ 57,,1.

Q1.3 — Resposta ao degrau: velocidade (2 alineas)

01(8) o 70
Vai(s)  s(0,01s +1)
wi(t) = a/[1 — e ¥?"]. Determine a velocidade em regime o’ (rad/s) e a constante de
tempo d' (s).

Para um motor com e degrau V,1(t) = 4,0u(t), a velocidade angular é

Resolugao. | Valério 2024, Cap. 11, §11.2] Como w; = 91, multiplicando por s cancela-se o integra-
dor e fica um sistema de 1.? ordem:

Q1 (s) 70 4,0 70 280 280
= s Ql(S) = —
Vai(s) — 0,01s+1

s 00ls+1 s  s+100°
logo wi (t) = 280 [1 — e~4/901] ‘donde o/ =|280 rad/s|e d' =[0,01 s|.

Nota. Coerente com Q1.2 por derivagao: 0, = K1 Vstep [lfe*t/“"l}. A velocidade satura (0’ = K1 Viiep)

enquanto a posi¢cdo cresce sem limite — € a assinatura do integrador.



Q1.4 — Declive de Bode a baixa frequéncia (1 alinea)

0 K
Para () = m com K, =78 e 1, = 0,012 s, indique o declive da magnitude de
Va(s)  s(tms+1)

Bode (dB/década) a baixas frequéncias.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 10 — diagramas de Bode| Para w < 1/7p,, (jwTm +1) — 1 e
G(jw) = K /(jw), cuja magnitude em dB é 20log;, K, — 201og;qw: o termo integrador impoe

declive = ‘ —20 dB/década ‘

Nota. Acima da frequéncia de corte w = 1/7,, ~ 83 rad/s entra o polo de 7, e o declive passa a
—40 dB/década (Figura).
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—20 dB/década (integrador) até w = 1/7,,, depois —40 dB/década.

Q1.5 — Caracteristicas do motor DC (1 alinea)

Qual das afirmacoes sobre o motor DC é correta?

A) A constante de tempo eléctrica 7,, = L,/R, € determinada principalmente pela carga me-
canica.

B) Maior inércia J torna a resposta eléctrica mais rapida.

C) A constante de tempo eléctrica é tipicamente muito mais lenta que a dinamica mecanica
deste tipo de motor.

D) Aumentar a resisténcia de armadura R, aumenta o ganho K,,.

E) Aplicando uma tensao constante positiva aos terminais, a posi¢ao angular cresce continua-
mente no tempo.

F) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. | Valério 2024, Cap. 4; Cap. 9| A é falsa (7, s6 depende de L4, R,). B ¢é falsa (J ¢
mecanico; nao acelera a resposta eléctrica). C é falsa (a constante eléctrica é rdpida, 12 ms). D
é falsa (K, = K¢/(RqJ), Ry no denominador). E é verdadeira: o 1/s integra a tensdo, logo a
posicao cresce como rampa. Resposta: .

Parte 2 — Anaélise em malha fechada (10 valores)

Q2.1 — Ordem do sistema e equagao caracteristica (3 alineas)

73 1
7 Ga(s) = Ha(s) = — —
$(0,009s + 1)’ 3(8) = 55042 ¥ 24005 + 26000 © 3(s) 0,14s + 1’

ordem do sistema e os coeficientes a4 e a; da equacio caracteristica ass® +ass? +ass’ +

Com K3(s) = determine a



ass® + ays + ag = 0.

Resolugao. | Valério 2024, Cap. 9, §9.2-9.3| A equacdo caracteristica € o numerador de 14+ K3G3Hs,
isto é (denominador) + (numerador) = 0. Expandindo o denominador:

(2605 4 24005 + 26000)(0,14s + 1) = 36,45> + 59652 + 60405 4 26000,

x(0,009s + 1) = 0,32765* 4 41,7645 + 650,365 + 62745 + 26000,
xs = 0,3276s° + 41,764s* + 650,365> + 627452 + 26000s.

Somando o numerador 73:

Dy (s) = 0,32765° + 41,7645 + 650,365> + 62745> + 260005 + 73 = 0.

Logo a ordem ¢é , ag = ea = .

Nota. A ordem da malha fechada € a soma das ordens dos blocos em série (242 + 1 =15); o integrador
do motor garante ag pequeno (termo independente vindo sé do numerador), o que dd erro estdtico nulo ao
degrau.

Q2.2 — Critério de Routh-Hurwitz (3 alineas)

Para D(s) = 0,43s® 4 55s* 4+ 6505 + 720052 + 30000s + 77 = 0, determine o 1.° elemento da
linha s3, o 1.° elemento da linha s' e o nimero de polos instaveis.

Resolucao. [Valério 2024, Cap. 11, §11.5] Montando a tabela de Routh:

s 0,43 650 30000
st 55 7200 77
s3 | 593,71  29999.4

s2 | 4421,1 77

st | 29986,7

0 77

com, por exemplo,

3 99-650 — 0,43 - 7200
57

= = 593,71,
(2, D93,71- 7200 — 55209994 _ 211,
593,71

1.° elemento de s3: [ 593,71 | de s': {29986,7|. A 1.2 coluna {0,43; 55; 593,71; 4421,1; 29986,7; 77}

é toda positiva (zero mudancas de sinal): @ polos instaveis (sistema estavel).

Nota. O nimero de mudangas de sinal na 1.* coluna iguala o nimero de polos no semiplano direito. Ter
todos os coeficientes positivos € necessario mas nao suficiente a partir da 3.% ordem — por isso construimos
a tabela completa.

Q2.3 — Polos de malha aberta (2 alineas)

Com K3 e G3 da Q2.1, determine o nimero de polos de malha aberta e a parte real do
polo dominante.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 11, §11.3] K3 tem polos em s =0 e s = —1/0,009 ~ —111,1; Gs:
26052 + 24005 + 26000 = 0 = s = —4,615 + j8,871. Total: polos. O polo dominante é o par

complexo mais préoximo do eixo imaginario, de parte real .
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Nota. O polo em s = 0 (integrador) afeta o regime permanente, nao o transitério; o polo em —111 é
rapido. O par —4,615 £ j8,871, lento, domina a resposta transitiria.

domi>r<1ante 8,87 ,,%(8)
polo rapido —111,1 (fora de escala) 5 = OSR(S)
—10 -5
X —8,87 +

Mapa de polos de malha aberta (o polo em —111,1 fica fora da escala).

Q2.4 — Sistemas de 2.* ordem subamortecidos (1 alinea)
Qual afirmacao é correta?

A) A frequéncia de oscilagao é igual & frequéncia natural.

B) A altas frequéncias a fase tende para 0 rad.

D

)
)
C) Aumentar o amortecimento ¢ reduz o sobreimpulso.
) Aumentar w, aumenta o tempo de subida.

)

E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 11, §11.3] A é falsa (a oscilagao é a frequéncia amortecida wg =
wny/1— (% < wy,). Béfalsa (a fase tende para —m). D ¢ falsa (¢, « 1/wy, logo diminui). C é
verdadeira: M, = e~ ™/ V1=¢* decresce com (. Resposta: .

Q2.5 — Planta de 2.* ordem (5 alineas)

100
Para G =
ara Gpals) = o o 100°
valor final ao degrau unitario e o declive inicial da resposta ao degrau.

determine w,, (, o tempo de estabelecimento a 5% t,, o

2
n .
§242Cwn stw?

7,4
wp, = V100 =10 rad/s|, (= 5 ><’ 0= (subamortecido).

Tempo de estabelecimento a 5% (férmula simplificada, ~ 3/Cwy,):

—In(0,05) 2,996
ty = = =0,810 s
o = 037X 10

Valor final (teorema do valor final, K4, = 1): limg_0 Gpa(s) = . Declive inicial: como o grau

100s _
52+7,45+100 —

Resolugao. | Valério 2024, Cap. 11, §11.3| Comparando com

relativo é 2, 7(01) = limg_ 00 5 - sY (8) = limg_ 00

Nota. Tempo de estabelecimento — os trés métodos [ Cardeira 2025, Q2.6]: (i) a féormula sim-

pliﬁcada ts = % ab% (6 C% a 2%) — vem de e~ ¥t = ignorando 0 fator \/11?’ fO’L a usada

Cn(-& /1 _ 2
acima; (it) a estimativa conservadora pela envolvente (o método do livro), ts = (102 ¢ ), que
w'”/

inclui esse fator, vdlida para qualquer percentagem e majorando o tempo real (supée |sin| = 1); (iiz) o

i
100~

valor exato, que resolve |y(t) — yss| = 145 Yss na propria resposta, transcendente (sem forma fechada). A
5% dao, respetivamente, = 0,81, 0,83 ¢ 0,78 s (Figura). O método (iii) serve sobretudo como verificagio



(em casa) de que a ordem de grandeza estd certa — tem de dar wm valor < ao da envolvente (ii); ndo
faria sentido pedi-lo em exame.

Nota. O declive inicial nulo € geral em sistemas com grau relativo > 2 e significa que a derivada é continua

na origem (¥(07) = 0), ao contrdrio dos sistemas de 1.% ordem, cuja resposta ao degraw arranca com declive

K Ku .
Ts+1 T 7
com ganho e degraw unitdrios, 1/7). Nao quer dizer que o sistema de 2.% ordem seja lento a arrancar: a

nao nulo — hd um “salto” da derivada (para um 1.* ordem

com degrau de amplitude u, y(07) =

rapidez é fizrada pelas constantes de tempo, podendo até ser globalmente mais rdapido que um de 1.° ordem.

I I I I I
2 | s R - - - envolvente
SO e faixa 5%
1.5 RN (iii) 0,78 < (i) 0,81 < (ii) 0,83 — ¥ .

| | | | | | | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 0. 1 11 12 13 14
t(s)
Resposta ao degrau (w, = 10, ¢ = 0,37): valor exato (iii), formula do livro (i) e envolvente conservadora
(if) — todos = 0,8 s, com (iii) < (ii).

Q2.6 — Resposta em frequéncia em w = w, (2 alineas)

Para G4, determine |Gpi(jwy)| € ZGpa(jwn).

Resolucgao. |Valério 2024, Cap. 10, §10.5] Em w = w, 0s termos w? cancelam e fica s6 a parte
imaginaria:
wp _ 1 —J

Gpa(jwn) = - = T 5T oA
p(jen) j2Cw?  j2¢  2x0,37

‘ 1 ,
logo [Gipa(jion)] = g7 =[135L] € £Gipa(jun) =|=n/2 rad]

Nota. A frequéncia natural a fase é exatamente —90°. O pico de ressondncia ocorre, no entanto, em
wr = wpy/1 — 2¢2 (ligeiramente abaizo de wy,), com valor L * 50 existe pico se { < 1/v/2, como aqui.

20y/1-¢2’

Parte 3 — Aquisicao de dados (5 valores)

Q3.1 — Gama do sinal (2 alineas)

A posic¢ao varia £40 mm e o sensor da 0,095 V/mm. Determine a tensao minima e maxima
do sensor.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 13| A relagdo ¢ linear: V' = 0,095 x (£40), logo Vinin =

e Vinax =| +3,8 V| (sinal bipolar, gama total 7,6 V).

Q3.2 — Condicionamento de sinal (2 alineas)

O A/D requer 0-5,7 V, com Vapc = A (Viensor — Offset). Determine o ganho A e o Offset.



Resolucao. [Valério 2024, Cap. 5, §5.3; Cap. 13| Ha que deslocar e escalar. Para levar —3,8 V a
0 V, subtrai-se o minimo: Offset = . A gama deslocada (0 a 7,6 V) escala-se para 5,7 V:

57 _

76
Verificacdo: Viensor = +3,8 = Vapc =075 x 7,6 =57V V.

A= 0,75

+40 min  Sensor H3,8V]  Offset 057V A /D podigo
e —— > > —
0,095 V/mm + ganho A 8 bits

Cadeia de condicionamento: posi¢do — tensdo bipolar — gama unipolar do A/D.

Q3.3 — Resolucao do A/D (2 alineas)

Com um A/D de 8 bits e referéncia 5,7 V, determine o LSB (V) e a resolugao em posicao

Resolucao. | Valério 2024, Cap. 12, §12.4; Cap. 13] Com 28 = 256 niveis:
5,7 - N 80 mm
LSB = 556 — 0,02227 V|, resolucao = 5rG 0,3125 mm |

Nota. Aqui os dois caminhos coincidem: via cadeia, AVyensor = LSB/A = 0,02227/0,75 = 0,0297 V, que
a 0,095 V/mm dd 0,3125 mm. Coincidem porque o condicionamento usa toda a gama do A/D (5,7 V);
na Epoca Normal ndo coincidiam por se usar sé parte da gama.

Q3.4 — Conceitos de aquisicao de dados (1 alinea)
Qual afirmacao sobre sistemas A /D é correta?

A

Maior resolucao exige sempre maior frequéncia de amostragem.

B

O condicionamento de sinal sd é necesséario para sinais muito pequenos.

D

)
)

C) O ruido de quantizagao ¢ independente do nimero de bits.
) O valor do LSB diminui quando o namero de bits aumenta.
)

E) Nenhuma das anteriores.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 12] A é falsa (resolucao e amostragem sdo independentes). B é
falsa (também se usa para ajustar gamas, filtrar, isolar). C ¢ falsa (o ruido o< LSB? diminui com
os bits). D ¢é verdadeira: LSB = V,..;/2". Resposta: @

Q3.5 — Laténcia total com refrescamento do ecra (1 alinea)

Atrasos em sequéncia: sensor 4 ms, conversao A /D 1 ms, processamento 11 ms, comunicagao 6 ms;
o ecra refresca a 20 Hz (50 ms). Determine o tempo total entre a mudanca de posigao e
a sua primeira visualizacgao.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 12 — amostragem | Atrasos fixos: 4 +1+114+6 = 22 ms. A
atualizagdo s6 aparece no refrescamento sequinte (multiplo de 50 ms): 22 ms arredonda para cima

para
Tiotat = ~

Nota. O refrescamento do ecrd quantiza o tempo em intervalos de 50 ms e torna-se o fator limitante da

laténcia, mesmo sendo o processamento muito mais rdpido (22 ms). E o andlogo temporal da quantizacio
em amplitude do A/D.



espera refrescamento
visivel
* > ¢ (ms)
0 22 50

Pronto aos 22 ms, mas s6 visivel no refrescamento dos 50 ms.

sens

Resumo das respostas

Q | Resp. | Q Resp. Q Resp.
1.1a | 93,33 | 2.1a 5 3.1a -3,8
1.1b | 0,012 | 2.1b | 41,764 | 3.1b 3,8
1.2a | 312 | 2.1c | 26000 | 3.2a 0,75
1.2b | 0,01 | 2.2a | 593,71 | 3.2b -3,8
1.3a | 280 | 2.2b | 29986,7 | 3.3a | 0,02227
1.3b | 0,01 | 2.2¢ 0 3.3b | 0,3125
14 —20 | 2.3a 4 3.4 D
1.5 E 23b | —4,615 | 3.5 50

2.4 C

2.5a 10

2.5b 0,37

2.5c¢ | 0,810

2.5d 1

2.5e 0

2.6a | 1,351

2.6b | —m/2
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