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Resolugdo comentada — adaptagio diddtica do exame realizado em plataforma online.

Considere o sistema de controlo da suspensao de um quarto de automoével (Figura 1), em
malha fechada (Figura 2). A massa suspensa M assenta numa mola K e num amortecedor C,
sujeita a uma forca de atuacgao F'(t); x(t) é a posicao vertical medida a partir do comprimento
natural da mola, positiva para baixo. A posigao é medida por um sensor H(s) = %4—17 com-
parada com a referéncia X,.r, e o erro E é processado por um controlador proporcional K, que
comanda F'(t). Parametros: M = 333,7 kg, K = 29690 N/m, C' = 3420 N-s/m, 7 = 0,169 s,
g = 9,81 m/s?. Cotagdo: 20 valores (Parte 1: 6; Parte 2: 9; Parte 3: 5).
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Fi 2: Malha fechada.
Figura 1: Modelo fisico da planta G(s) 1 atha feclada

(x positivo |).

Parte 1 — Modelagao fisica e estabilidade (6 valores)

Q1.1 — Compressao de equilibrio (1 v.)

A equagao do movimento é Mi(t) + Ci(t) + Kx(t) = F(t) + Mg. Determine a compressao
de equilibrio z( (posi¢ao de repouso, antes de qualquer atuagao).

Resolugao. | Valério 2024, Cap. 4, §4.1] No equilibrio estatico ndao ha movimento (# = & = 0) nem
atuacdo (F = 0); o peso ¢é equilibrado pela mola:

Mg  3337x981

Nota. Como equagao diferencial, Mi+ Ci+ Kax = F 4+ Mg é linear, mas a relagio entrada—saida F — x
é afim: o termo Mg faz com que nao passe pela origem (com F =0, xg # 0). A translagio y = = — xg
(Q1.2) leva a origem ao equilibrio — Kz cancela M g — ndo tornando a equagdo “mais linear” (jd o era),
mas tornando a rela¢do F — y homogénea (FF' =0 =y =0). Aqui € exato (tudo linear); com uma mola
nao-linear seria aproximagdao (Exemplo 8.1 de [ Valério 2024, §8.3]), e com massa M (t) seria variante no
tempo ([ Valerio 2024, Cap. J | parte de Y  F = %(M(t)z))

Q1.2 e Q1.3 — Modelo normalizado (2 v.)

Defina y = = — xy, escreva a dinamica na forma normalizada § + a1y + apy = boF(t) e
determine a; e ag.



Resolugao. | Valério 2024, Cap. 4, §4.1] Substituindo x = xo+y (2 constante, logo & = 9, & = §):

Mij+Cy+Ky+ Kazg=F + Mg = Mijj+Cy+ Ky = F(¢).

:Mg
Dividindo por M:
C 3420 K 29690
i — — 1().2r —1 , = — = = 88797 —2 5
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-3
com by = 57 = 2,997 x 107 kg ™! e G(5) = 7 = moioars i
Q1.4 — Coeficiente de s*> da equagio caracteristica (1 v.)

Determine o coeficiente do termo em s?> da equacdo caracteristica da malha fechada
(designado por a3).

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 9, §9.2-9.3| A equagao caracteristica ¢ o denominador de 1 +
K,G(s)H(s) igualado a zero:

(s> +ars +ag)(rs + 1) + Kpbg = 0.
O termo de maior grau vem de s? - 7s = 75> (3.° grau). Desenvolvendo:

s+ (1+ay7) s2 + (a1 + aot) s + (ap + Kpbo) =0,
eas=1+air=1+1025x 0,169 =[2,732]

Q1.5 — Ganho critico de estabilidade (1 v.)
Determine o valor mdzimo de K, para o qual a malha fechada permanece estavel.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 11, §11.5 — Routh-Hurwitz | Com a3 = 7, ag = 1+%T, a1 = %4—%7’
e ag= % (numericamente az = 0,169, ay = 2,732, a1 = 25,28), a tabela de Routh é

83 as aq
82 a9 ago
as2a1 — asap
81 b1 =
a2
80 ag

A estabilidade exige toda a 1.* coluna com o mesmo sinal (positivo). Analisando cada entrada
em funcao de K:

sa3=7>0eca2=1+ %7‘ > 0: sempre positivos (nao dependem de K));
J a0:%>0 — K, > —K;
e b1 >0 < asa; > azay < ag < % — K, < %@al — K = K it

Logo a malha é estavel para

—K < K, < Kperit

1 as2a1 K 1 2,732 X 25,28
) Kp,crit = ( )

bo T M) T 2997 x 10-3 0,169

a i - 88,97> .

O limiar pedido (ganho méximo) é

Kp it | 1,067 x 10° |




Nota. Hd margem para K, < 0. O limiar inferior é K, = —K = —29690 (onde ap = 0, polo na
origem — marginal). Ou seja, ndo € necessario K, > 0: basta K, > —K para o termo independente ser
positivo. Fisicamente usa-se quase sempre K, > 0, mas matematicamente o intervalo de estabilidade €
—K < K, < Kp crit- Acima de K, crit, b1 < 0: duas mudancas de sinal = dois polos instdveis (oscilagdo
a crescer).

Q1.6 — Routh-Hurwitz: necessario vs. suficiente (1 v.)

Enuncie a condigao de estabilidade do critério de Routh-Hurwitz e diga em que
medida “todos os coeficientes positivos” garante estabilidade.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 11, §11.5| Ter todos os coeficientes positivos é uma condicao
necessdria mas nao suficiente para a estabilidade. A estabilidade s6 é garantida quando
todos os elementos da 1.? coluna da tabela de Routh-Hurwitz tém o mesmo sinal (o
n.° de mudancas de sinal nessa coluna iguala o n.° de polos no semiplano direito).

Nota. Necessario, porque se houver sinais trocados nos coeficientes hd logo polos instdveis. Nao suficiente
em geral, porque a partir da 3.* ordem pode haver coeficientes todos positivos e ainda polos instdveis — é
0 caso da Q1.5 com K, > K, crit. Exemplo simples: s3> + s? + s + 10 tem todos os coeficientes positivos
mas é instdvel — a 1.° coluna da sua tabela de Routh é {1, 1, —9, 10}, com duas mudangas de sinal, logo
dois polos no semiplano direito. A exce¢do € a 1.%/2.* ordem, em que passa a ser também suficiente: para

. .  —ai1Ey/a?—4ag . .
s> +a1s+ag, as raizes sio ———5—+—— se forem complexas a parte real é —% < 0; se forem reais, como

ag > 0 tem-se a% —4ag < a%, logo \/a% —4ag < ay e portanto —aq + \/af —4ag < 0 — mesmo a raiz
“maior” € negativa. Em ambos os casos as duas raizes tém parte real negativa.

Parte 2 — Resposta no tempo e em frequéncia (9 valores)

Q2.1 e Q2.2 — Frequéncia natural e amortecimento (2 v.)

2
Kgc Wn

Identificando G(s) com a forma canénica N T

determine w, e €.
Resolucgao. | Valério 2024, Cap. 11, §11.3 | Comparando, w? = ag e 26w, = a1 (e Kgq. = Z—g = %)

n 9

Subamortecido (0 < € < 1), com wg = wpy/1 — &2 = 7,919 rad/s.

Q2.3 e Q2.4 — Teoremas dos valores inicial e final (2 v.)

Aplica-se uma for¢a em degrau F(t) = 2000 h(t) N. Determine ¢(0") e ¢(co) do desloca-
mento.

Resolugdo. |Valério 2024, Cap. 2, §2.6] Com F(s) = 220 C(s) = G(s)F(s) = 75(52102?;’1%). 0
teorema do valor inicial da
2000 bg
+ = 1 = 1 —_—
c(0") = shm sC(s) = shm p . 0m)|,

(a inércia impede saltos de posi¢ao). Como o sistema é estavel, o teorema do valor final da

. 200009 2000 2000
c(o0) = l% sC(s) = o~ K 29690 0,06736 m |.

Nota. G(0) = > = =: em regime, a forca é equilibrada s6 pela mola (K c(oo) = 2000 N).



Q2.5 — Fase da resposta a entrada sinusoidal (1 v.)
Para F(t) = 3cos(12¢ + Z) N, determine a fase you (rad) em regime permanente.

Resolugao. | Valério 2024, Cap. 10, §10.5 | Em regime, a saida soma a fase de entrada a fase ZG(jw).
Na forma canénica,

. K w? . 28wnw
G = " /G = —arctan————.
(jeo) (w2 — w?) + j 2wpw’ (jeo) e anw% — w?

Com w = 12: w? —w? = 88,97 — 144 = —55,03 e 2fw,w = ajw = 123,0, pelo que (denominador
no 2.° quadrante)

/G(j12) = —<7r — arctan ;gsdg) = 1,992 rad, @ou = T — 1,992 = | —1,206 rad |,

Nota. Como w = 12 > w,, = 9,43 (acima da ressondncia), a fase do sistema aprozima-se de —180°.

Q2.6 — Tempo de estabelecimento a 2% (1 v.)
Determine o tempo de estabelecimento da resposta ao degrau, a 2%.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 11, §11.3] A resposta ao degrau subamortecida é

eféwnt
sin(wgt + B) |, [ = arccosg,

———— sinusoide

envolvente

y(t) = Yss |1 —

uma sinusédide amortecida cujas oscilagoes estao contidas entre as envolventes yss(l + i;%) O
tempo de estabelecimento pode obter-se a trés niveis:
(i) Formula simplificada (aproximacao). tq9 ~ 5;%” = 0,781 s. Existe s6 para algumas

percentagens (10, 5, 2, 1%) e resulta de aproximar — In 135 e ignorar /1 — £2.

(ii) Pela envolvente (conservador). Como a sinuséide dificulta o calculo, consideramos apenas
a envolvente (que majora o afastamento). Impondo que esta entra na faixa de x%:
—Ewnt —1 _T_ 1— 2
e x x n VA
e~ Swnt _ /1 _ 2 = tow = (100 § )

100 Ewn

—_— - >
V1—-¢€ 100 100
—1n(0,024/1 — 0,54332
Para x = 2: t,09 = n( ) = 10,797 s|. Vale para qualquer percentagem; é o

) 0,5433 x 9,433
método do livro. E uma aproximagao por excesso (supoe |sin | = 1 sempre).

(iii) Valor exato (trigonométrico). O valor rigoroso resolve |y(t) — yss| = 0,02 yss na propria
e_gwn; |sin(wgqt + B)| = 0,02, cuja ultima solu¢ao (ultimo instante em que sai

V1-¢
da faixa) é, numericamente, ~ 0,616 s. E transcendente (nao tem forma fechada); inclui-se
por confirmacdo — estd na mesma gama dos restantes, mostra que a envolvente (ii) é mais

conservadora, e é o valor que de facto bate certo no gréfico (bem visivel na ampliagao).

resposta, isto é



N (1) 0,616 T I I
2 - - - envolvente =
A por7er | faixa 2%
1.5 \\\ : resposta y(t) | |
2 ' el L) 0,797
~ il ~ |
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t (s)
A envolvente (ii) ¢ mais conservadora que o valor exato (iii); a féormula (i) ¢ uma aproximagao proxima
de (ii).

1.04
1.02

(t)/yss

= 0.98
0.96

Ampliagdo em torno do valor final: a resposta (azul) entra na faixa de 2% em (iii)~ 0,616 s; as
estimativas pela envolvente (i)/(ii) sdo posteriores (conservadoras).

Nota. Qual usar? A que o enunciado pedir, podendo escolher a mais favordvel: se pedir “2%” sem mais,
pode usar-se a formula (i), indicando-a; se disser “pela envolvente”, usa-se (ii); s6 se exigir o valor exato
é que se recorre a (i3). O walor exato (iii) raramente se pede em exame (€ transcendente, sem forma
fechada); serve sobretudo como verificagdo em casa de que a ordem de grandeza estd certa — deve resultar
< ao da envolvente (ii).

Q2.7 — Instante em que atinge pela 1.2 vez o valor final (1 v.)
A partir da resposta ao degrau, determine o instante em que esta atinge pela primeira
vez o seu valor final.

e—gwnt

Resolugao. | Valério 2024, Cap. 11, §11.3| Partindo da resposta y(t) = yss [1 e sin(wgt +5)],

temos y(t) = yss quando o segundo termo se anula:

e—ﬁwnt
Ji-¢

Como a exponencial é sempre positiva (nunca nula) e

sin(wqt 4+ B) = 0.
1

V1-¢2
0, ou seja wgt + B = kw. A primeira solu¢do com ¢t > 0 é wyt + § = 7, donde

m—pf w—arccosé w—0,9964
VR e A T

Q2.8 — Sistema de fase nao-minima (1 v.)

# 0, a igualdade exige sin(wqt+ 8) =

2bg (s — 2)

52+ a1s + ag
Caracterize a resposta ao degrau unitario e quantifique o seu undershoot.

A planta passa a ter um zero no semiplano direito, G3(s) = com z = 2.2.



Resolugao. |Valério 2024, Cap. 11, §11.4 ¢ §11.6| Para o degrau, C(s) = Gals) — é + Pt

s s2+a1s+ag’

com A = 202 c(0), B=—AeC' =2b(1+ %) Invertendo a Laplace,

ao
C'-B
c(t) = A+ e %" (Beoswgt + Dsinwgt), D = A,
wq
com ¢(0) = A+ B = 0. O valor final ¢(c0) = A = W < 0. Convém exprimir a resposta
relativamente ao valor final, é(t) = ¢(t)/|c(o0)|: entdo é(co0) = —1, mas como o sistema ¢ de fase

nao-minima a resposta arranca no sentido oposto — resposta inversa —, subindo até ¢ ~ +1,88
(em t ~ 0,10 s) antes de inverter e convergir para —1. O undershoot (excursdo maxima no sentido

oposto ao final) é
maxy c(t) .
—— U x -188% i
|e(00)]

21 PICO +1,55

valor final —1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6

t(s)
Resposta normalizada: arranca no sentido oposto ao valor final (zero no semiplano direito) e depois
converge para ele.

Q2.9 — Efeito de w, na rapidez (1 v.)

Para um sistema de 2.? ordem subamortecido, com ¢ fixo, como varia a rapidez da
resposta com w,? Justifique.

1

diminuem
Ewn

Resolugao. | Valério 2024, Cap. 11, §11.3| Fica mais rapida: ¢, = u ety x
w.

ny/ 1-€2

com w, (£ fixa o sobreimpulso; w,, fixa a escala de tempo).

Nota. Aumentar muito w, acelera a resposta mas torna as oscilagdes mais rdpidas e exige maiores acele-
ragoes/esfor¢o de atuagdo, podendo ser indesejdvel e excitar dindmicas nao modeladas.

Parte 3 — Sensores e condicionamento de sinal (5 valores)

Q3.1 e Q3.2 — Conversao analogico-digital (2 v.)

Um A/D de 16 bits tem gama de entrada 0—5 V, correspondendo a gama de posicao
450 mm (total 100 mm). Determine o LSB (V) e a resolugao (mm).

Resolugdo. | Valério 2024, Cap. 12, §12.4; Cap. 13| Com n = 16 bits ha 2'¢ niveis:

Vi 5 100
;f = 575 =|7:629 X 10~ V|, resolugio = Tmm — 11,526 x 1073 mm|.

LSB =

Nota. Hd 2" niveis e 2" — 1 intervalos; como a diferenga € minima (mesmo a poucos bits), pode usar-se
sempre 2™.



Q3.3 e Q3.4 — Amplificador nao-inversor (2 v.)

O sensor fornece 50 mV, a amplificar para os 2,5 V da entrada do A /D, com o amplifi-
cador operacional nao-inversor da figura. Determine o ganho de tensao e a resisténcia

Ry, sabendo que R; =1 k().
Vi
Vo
R
| —
L
QRI

Amplificador nao-inversor.

Resolugao. | Valério 2024, Cap. 5. §5.3| O ganho do nao-inversor é % = RI%RQ =1+ %. Logo

2,5V
ganho = = v:’ Ry = Ry(ganho — 1) = 1 x 49 = 49 k|,
m

Q3.5 — Amplificador nao-inversor (conceito) (1 v.)

Indique a principal vantagem do amplificador nao-inversor e a expressao do seu ganho,
comparando com o inversor.

Resolugao. |Valério 2024, Cap. 5, §5.3] A principal vantagem é a impedancia de entrada

elevada (a entrada liga ao terminal +, que idealmente nao consome corrente); o ganho é %
1+ % (sempre > 1, sem inversao). No inversor (figura) a entrada vé Ry (impedancia de entrada

Yo _ _ R

Vi

~ R;, mais baixa) e o ganho é

Ry

1
| I—

Ve H—-
R1 40‘/0

J_‘—’_

Amplificador inversor.
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