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Resolução comentada � adaptação didática do exame realizado em plataforma online.

Considere o sistema de controlo da suspensão de um quarto de automóvel (Figura 1), em
malha fechada (Figura 2). A massa suspensa M assenta numa mola K e num amortecedor C,
sujeita a uma força de atuação F (t); x(t) é a posição vertical medida a partir do comprimento
natural da mola, positiva para baixo. A posição é medida por um sensor H(s) = 1

τs+1 , com-
parada com a referência Xref , e o erro E é processado por um controlador proporcional Kp que
comanda F (t). Parâmetros: M = 333,7 kg, K = 29 690 N/m, C = 3420 N·s/m, τ = 0,169 s,
g = 9,81 m/s2. Cotação: 20 valores (Parte 1: 6; Parte 2: 9; Parte 3: 5).
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Figura 1: Modelo físico da planta G(s)
(x positivo ↓).

Kp G(s)

H(s)

Xref+ E U Y

−

Figura 2: Malha fechada.

Parte 1 � Modelação física e estabilidade (6 valores)

Q1.1 � Compressão de equilíbrio (1 v.)

A equação do movimento é Mẍ(t) + Cẋ(t) +Kx(t) = F (t) +Mg. Determine a compressão
de equilíbrio x0 (posição de repouso, antes de qualquer atuação).

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 4, �4.1 ] No equilíbrio estático não há movimento (ẋ = ẍ = 0) nem
atuação (F = 0); o peso é equilibrado pela mola:

Kx0 = Mg =⇒ x0 =
Mg

K
=

333,7× 9,81

29 690
= 0,1103 m (≈ 11,0 cm).

Nota. Como equação diferencial, Mẍ+Cẋ+Kx = F +Mg é linear, mas a relação entrada�saída F 7→ x

é a�m: o termo Mg faz com que não passe pela origem (com F = 0, x0 ̸= 0). A translação y = x − x0

(Q1.2) leva a origem ao equilíbrio � Kx0 cancela Mg � não tornando a equação �mais linear� (já o era),

mas tornando a relação F 7→ y homogénea (F = 0 ⇒ y = 0). Aqui é exato (tudo linear); com uma mola

não-linear seria aproximação (Exemplo 8.1 de [ Valério 2024, �8.3 ]), e com massa M(t) seria variante no

tempo ([Valério 2024, Cap. 4 ] parte de
∑

F = d
dt (M(t)ẋ)).

Q1.2 e Q1.3 � Modelo normalizado (2 v.)

De�na y = x − x0, escreva a dinâmica na forma normalizada ÿ + a1ẏ + a0y = b0F (t) e
determine a1 e a0.
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Resolução. [ Valério 2024, Cap. 4, �4.1 ] Substituindo x = x0+y (x0 constante, logo ẋ = ẏ, ẍ = ÿ):

Mÿ + Cẏ +Ky +Kx0︸︷︷︸
=Mg

= F +Mg =⇒ Mÿ + Cẏ +Ky = F (t).

Dividindo por M :

a1 =
C

M
=

3420

333,7
= 10,25 s−1 , a0 =

K

M
=

29 690

333,7
= 88,97 s−2 ,

com b0 =
1
M = 2,997× 10−3 kg−1 e G(s) = b0

s2+a1s+a0
= 2,997×10−3

s2+10,25 s+88,97
.

Q1.4 � Coe�ciente de s2 da equação característica (1 v.)

Determine o coe�ciente do termo em s2 da equação característica da malha fechada
(designado por a2).

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 9, �9.2�9.3 ] A equação característica é o denominador de 1 +
KpG(s)H(s) igualado a zero:

(s2 + a1s+ a0)(τs+ 1) +Kpb0 = 0.

O termo de maior grau vem de s2 · τs = τs3 (3.o grau). Desenvolvendo:

τ s3 + (1 + a1τ) s
2 + (a1 + a0τ) s+ (a0 +Kpb0) = 0,

e a2 = 1 + a1τ = 1 + 10,25× 0,169 = 2,732 .

Q1.5 � Ganho crítico de estabilidade (1 v.)

Determine o valor máximo de Kp para o qual a malha fechada permanece estável.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.5 � Routh-Hurwitz ] Com a3 = τ , a2 = 1+ C
M τ , a1 = C

M+K
M τ

e a0 =
K+Kp

M (numericamente a3 = 0,169, a2 = 2,732, a1 = 25,28), a tabela de Routh é

s3 a3 a1

s2 a2 a0

s1 b1 =
a2a1 − a3a0

a2

s0 a0

A estabilidade exige toda a 1.a coluna com o mesmo sinal (positivo). Analisando cada entrada
em função de Kp:

� a3 = τ > 0 e a2 = 1 + C
M τ > 0: sempre positivos (não dependem de Kp);

� a0 =
K+Kp

M > 0 ⇐⇒ Kp > −K;

� b1 > 0 ⇐⇒ a2a1 > a3a0 ⇐⇒ a0 <
a2a1
a3

⇐⇒ Kp <
M
a3
a2a1 −K ≡ Kp,crit.

Logo a malha é estável para

−K < Kp < Kp,crit , Kp,crit =
1

b0

(a2a1
a3

− K

M

)
=

1

2,997× 10−3

(
2,732× 25,28

0,169
− 88,97

)
.

O limiar pedido (ganho máximo) é

Kp,crit ≈ 1,067× 105 .
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Nota. Há margem para Kp < 0. O limiar inferior é Kp = −K = −29 690 (onde a0 = 0, polo na

origem � marginal). Ou seja, não é necessário Kp > 0: basta Kp > −K para o termo independente ser

positivo. Fisicamente usa-se quase sempre Kp > 0, mas matematicamente o intervalo de estabilidade é

−K < Kp < Kp,crit. Acima de Kp,crit, b1 < 0: duas mudanças de sinal ⇒ dois polos instáveis (oscilação

a crescer).

Q1.6 � Routh-Hurwitz: necessário vs. su�ciente (1 v.)

Enuncie a condição de estabilidade do critério de Routh-Hurwitz e diga em que
medida �todos os coe�cientes positivos� garante estabilidade.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.5 ] Ter todos os coe�cientes positivos é uma condição
necessária mas não su�ciente para a estabilidade. A estabilidade só é garantida quando
todos os elementos da 1.a coluna da tabela de Routh-Hurwitz têm o mesmo sinal (o
n.o de mudanças de sinal nessa coluna iguala o n.o de polos no semiplano direito).

Nota. Necessário, porque se houver sinais trocados nos coe�cientes há logo polos instáveis. Não su�ciente

em geral, porque a partir da 3.a ordem pode haver coe�cientes todos positivos e ainda polos instáveis � é

o caso da Q1.5 com Kp > Kp,crit. Exemplo simples: s3 + s2 + s + 10 tem todos os coe�cientes positivos

mas é instável � a 1.a coluna da sua tabela de Routh é {1, 1, −9, 10}, com duas mudanças de sinal, logo

dois polos no semiplano direito. A exceção é a 1.a/2.a ordem, em que passa a ser também su�ciente: para

s2+a1s+a0, as raízes são
−a1±

√
a2
1−4a0

2 ; se forem complexas a parte real é −a1

2 < 0; se forem reais, como

a0 > 0 tem-se a21 − 4a0 < a21, logo
√
a21 − 4a0 < a1 e portanto −a1 +

√
a21 − 4a0 < 0 � mesmo a raiz

�maior� é negativa. Em ambos os casos as duas raízes têm parte real negativa.

Parte 2 � Resposta no tempo e em frequência (9 valores)

Q2.1 e Q2.2 � Frequência natural e amortecimento (2 v.)

Identi�cando G(s) com a forma canónica Kdc ω
2
n

s2+2ξωns+ω2
n
, determine ωn e ξ.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.3 ] Comparando, ω2
n = a0 e 2ξωn = a1 (e Kdc =

b0
a0

= 1
K ):

ωn =
√
a0 =

√
88,97 = 9,433 rad/s , ξ =

a1
2ωn

=
10,25

2× 9,433
= 0,5433 .

Subamortecido (0 < ξ < 1), com ωd = ωn

√
1− ξ2 = 7,919 rad/s.

Q2.3 e Q2.4 � Teoremas dos valores inicial e �nal (2 v.)

Aplica-se uma força em degrau F (t) = 2000h(t) N. Determine c(0+) e c(∞) do desloca-
mento.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 2, �2.6 ] Com F (s) = 2000
s , C(s) = G(s)F (s) = 2000 b0

s(s2+a1s+a0)
. O

teorema do valor inicial dá

c(0+) = lim
s→∞

sC(s) = lim
s→∞

2000 b0
s2 + a1s+ a0

= 0 m ,

(a inércia impede saltos de posição). Como o sistema é estável, o teorema do valor �nal dá

c(∞) = lim
s→0

sC(s) =
2000 b0

a0
=

2000

K
=

2000

29 690
= 0,06736 m .

Nota. G(0) = b0
a0

= 1
K : em regime, a força é equilibrada só pela mola (K c(∞) = 2000 N).
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Q2.5 � Fase da resposta a entrada sinusoidal (1 v.)

Para F (t) = 3 cos
(
12 t+ π

4

)
N, determine a fase φout (rad) em regime permanente.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 10, �10.5 ] Em regime, a saída soma à fase de entrada a fase ∠G(jω).
Na forma canónica,

G(jω) =
Kdc ω

2
n

(ω2
n − ω2) + j 2ξωnω

, ∠G(jω) = − arctan
2ξωnω

ω2
n − ω2

.

Com ω = 12: ω2
n − ω2 = 88,97 − 144 = −55,03 e 2ξωnω = a1ω = 123,0, pelo que (denominador

no 2.o quadrante)

∠G(j12) = −
(
π − arctan 123,0

55,03

)
= −1,992 rad, φout =

π
4 − 1,992 = −1,206 rad .

Nota. Como ω = 12 > ωn = 9,43 (acima da ressonância), a fase do sistema aproxima-se de −180◦.

Q2.6 � Tempo de estabelecimento a 2% (1 v.)

Determine o tempo de estabelecimento da resposta ao degrau, a 2%.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.3 ] A resposta ao degrau subamortecida é

y(t) = yss

[
1− e−ξωnt√

1− ξ2︸ ︷︷ ︸
envolvente

sin(ωdt+ β)︸ ︷︷ ︸
sinusóide

]
, β = arccos ξ,

uma sinusóide amortecida cujas oscilações estão contidas entre as envolventes yss
(
1± e−ξωnt√

1−ξ2

)
. O

tempo de estabelecimento pode obter-se a três níveis:

(i) Fórmula simpli�cada (aproximação). ts,2% ≈ 4
ξωn

= 0,781 s. Existe só para algumas

percentagens (10, 5, 2, 1%) e resulta de aproximar − ln x
100 e ignorar

√
1− ξ2.

(ii) Pela envolvente (conservador). Como a sinusóide di�culta o cálculo, consideramos apenas
a envolvente (que majora o afastamento). Impondo que esta entra na faixa de x%:

e−ξωnt√
1− ξ2

=
x

100
=⇒ e−ξωnt =

x

100

√
1− ξ2 =⇒ ts,x% =

− ln
(

x
100

√
1− ξ2

)
ξωn

.

Para x = 2: ts,2% =
− ln(0,02

√
1− 0,54332)

0,5433× 9,433
= 0,797 s . Vale para qualquer percentagem; é o

método do livro. É uma aproximação por excesso (supõe | sin | = 1 sempre).

(iii) Valor exato (trigonométrico). O valor rigoroso resolve |y(t)− yss| = 0,02 yss na própria
resposta, isto é e−ξωnt√

1−ξ2
| sin(ωdt + β)| = 0,02, cuja última solução (último instante em que sai

da faixa) é, numericamente, ≈ 0,616 s. É transcendente (não tem forma fechada); inclui-se
por con�rmação � está na mesma gama dos restantes, mostra que a envolvente (ii) é mais
conservadora, e é o valor que de facto bate certo no grá�co (bem visível na ampliação).
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Ampliação em torno do valor �nal: a resposta (azul) entra na faixa de 2% em (iii)≈ 0,616 s; as

estimativas pela envolvente (i)/(ii) são posteriores (conservadoras).

Nota. Qual usar? A que o enunciado pedir, podendo escolher a mais favorável: se pedir �2%� sem mais,

pode usar-se a fórmula (i), indicando-a; se disser �pela envolvente�, usa-se (ii); só se exigir o valor exato

é que se recorre a (iii). O valor exato (iii) raramente se pede em exame (é transcendente, sem forma

fechada); serve sobretudo como veri�cação em casa de que a ordem de grandeza está certa � deve resultar

≤ ao da envolvente (ii).

Q2.7 � Instante em que atinge pela 1.a vez o valor �nal (1 v.)

A partir da resposta ao degrau, determine o instante em que esta atinge pela primeira
vez o seu valor �nal.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.3 ] Partindo da resposta y(t) = yss
[
1− e−ξωnt√

1−ξ2
sin(ωdt+β)

]
,

temos y(t) = yss quando o segundo termo se anula:

e−ξωnt√
1− ξ2

sin(ωdt+ β) = 0.

Como a exponencial é sempre positiva (nunca nula) e 1√
1−ξ2

̸= 0, a igualdade exige sin(ωdt+β) =

0, ou seja ωdt+ β = kπ. A primeira solução com t > 0 é ωdt+ β = π, donde

t =
π − β

ωd
=

π − arccos ξ

ωn

√
1− ξ2

=
π − 0,9964

7,919
= 0,271 s .

Q2.8 � Sistema de fase não-mínima (1 v.)

A planta passa a ter um zero no semiplano direito, G3(s) =
2b0 (s− z)

s2 + a1s+ a0
com z = 2,2.

Caracterize a resposta ao degrau unitário e quanti�que o seu undershoot.
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Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.4 e �11.6 ] Para o degrau, C(s) = G3(s)
s = A

s + Bs+C′

s2+a1s+a0
,

com A = 2b0(−z)
a0

= c(∞), B = −A e C ′ = 2b0
(
1 + z a1

a0

)
. Invertendo a Laplace,

c(t) = A+ e−ξωnt
(
B cosωdt+D sinωdt

)
, D =

C ′ −Bξωn

ωd
,

com c(0) = A + B = 0. O valor �nal c(∞) = A = 2b0(−z)
a0

< 0. Convém exprimir a resposta
relativamente ao valor �nal, c̃(t) = c(t)/|c(∞)|: então c̃(∞) = −1, mas como o sistema é de fase
não-mínima a resposta arranca no sentido oposto � resposta inversa �, subindo até c̃ ≈ +1,88
(em t ≈ 0,10 s) antes de inverter e convergir para −1. O undershoot (excursão máxima no sentido
oposto ao �nal) é

maxt c(t)

|c(∞)|
≈ 188% .
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Resposta normalizada: arranca no sentido oposto ao valor �nal (zero no semiplano direito) e depois

converge para ele.

Q2.9 � Efeito de ωn na rapidez (1 v.)

Para um sistema de 2.a ordem subamortecido, com ξ �xo, como varia a rapidez da
resposta com ωn? Justi�que.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 11, �11.3 ] Fica mais rápida: tp = π

ωn

√
1−ξ2

e ts ∝ 1
ξωn

diminuem

com ωn (ξ �xa o sobreimpulso; ωn �xa a escala de tempo).

Nota. Aumentar muito ωn acelera a resposta mas torna as oscilações mais rápidas e exige maiores acele-

rações/esforço de atuação, podendo ser indesejável e excitar dinâmicas não modeladas.

Parte 3 � Sensores e condicionamento de sinal (5 valores)

Q3.1 e Q3.2 � Conversão analógico-digital (2 v.)

Um A/D de 16 bits tem gama de entrada 0�5 V, correspondendo à gama de posição
±50 mm (total 100 mm). Determine o LSB (V) e a resolução (mm).

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 12, �12.4; Cap. 13 ] Com n = 16 bits há 216 níveis:

LSB =
Vref

2n
=

5

216
= 7,629× 10−5 V , resolução =

100 mm
216

= 1,526× 10−3 mm .

Nota. Há 2n níveis e 2n − 1 intervalos; como a diferença é mínima (mesmo a poucos bits), pode usar-se

sempre 2n.
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Q3.3 e Q3.4 � Ampli�cador não-inversor (2 v.)

O sensor fornece 50 mV, a ampli�car para os 2,5 V da entrada do A/D, com o ampli�-
cador operacional não-inversor da �gura. Determine o ganho de tensão e a resistência
R2, sabendo que R1 = 1 kΩ.

+

−

Vi

Vo

R1

R2

Ampli�cador não-inversor.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 5, �5.3 ] O ganho do não-inversor é Vo
Vi

= R1+R2
R1

= 1 + R2
R1

. Logo

ganho =
2,5 V
50 mV

= 50 , R2 = R1(ganho− 1) = 1× 49 = 49 kΩ .

Q3.5 � Ampli�cador não-inversor (conceito) (1 v.)

Indique a principal vantagem do ampli�cador não-inversor e a expressão do seu ganho,
comparando com o inversor.

Resolução. [ Valério 2024, Cap. 5, �5.3 ] A principal vantagem é a impedância de entrada
elevada (a entrada liga ao terminal +, que idealmente não consome corrente); o ganho é Vo

Vi
=

1+ R2
R1

(sempre > 1, sem inversão). No inversor (�gura) a entrada vê R1 (impedância de entrada

≈ R1, mais baixa) e o ganho é Vo
Vi

= −R2
R1

.

−

+
R1

Vi

R2

Vo

Ampli�cador inversor.
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