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Capitulo 1

Fiabilidade e Analise de

Sobrevivéncia

Exercicio 1.1 Para a > 0, a fungao gama ¢ definida por:
o
I'«) :/ t* et dt.
0

Mostre que:
(a) T(1)=1el(a+1) =al(a).
(Sol: 1 parte: relacionar com a f.d.p. de uma v.a. X ~ Exp(1); 2* parte: integragdo por
parte com u = t* e v/ = e t.)
(b) I'(n) = (n—1)! com n € IN.
(Sol: demonstragao por indugao matemética em n.)
() T(3) = V.
(Sol: integracdo com mudanca de varidvel u = v/t e relacionar com a f.d.p. de uma v.a.
Z ~ N(0,1/2).)
Exercicio 1.2 Considere um v.a. T ~Gama(a, A).
(a) Calcule E[T7].

(Sol: E{T"} = 55

(b) Mostre que E[T] = § e VAR[T] = 3.
(c) Verifique que X ~Exp(\) & X ~Gama(l,\) e que Z ~ X%n) & Z ~Gama(Z, 3).
Exercicio 1.3 Considere um v.a. X ~Gama(n,\). Mostre que 7' = 22X ~ X%2n)'
(Sol: P(T <t)=P(X < 55), logo fr(t) = fx(ﬁ)% que coincide com a f.d.p. do X%Qn)')
Exercicio 1.4 O tempo (em horas) até a conclusao de uma pega metalica é uma v.a. 7" ~Gama(20, 2).

(a) Calcule a probabilidade de ser necessario esperar pelo menos 5 horas até a conclusao da
pega.
(Sol: Rp(5)=P(T >5)=P(4T >20)=1— Fx§40)(20)’ vem que 0.995 < Rp(5) < 0.999.)
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(b) Calcule a taxa de falha cumulativa para 5 horas.

(Sol: Hr(5) = [ h(t)dt = —InRy(5), vem que 0.001 < Hrp(5) < 0.005.)
(c) Calcule a média e a variancia de 7.
(Sol: E(T)=10¢e Var(T) =5.)

Exercicio 1.5 A duracao de uma pega em milhares de horas, 7', é uma v.a. com distribuicao

Weibull de parametros a e .

(a) Mostre que E[X] = 1T(2 +1) e VAR[X] = & [['(2 +1) -I'?*(2 +1)].

Sol: E(T): efetuar a mudanca de varidvel u = (M)® e relacionar com a funcao I'(1).
[0

Var(T): proceder de modo semelhante para calcular E(T?).)
(b) Considere que o =2 e A\ = 4.5.

(i) Calcule a fiabilidade da pega para 500 horas.
(Sol: Rp(0.5) = e~ (45x0-5) ~ 0.0063.)

(ii) Calcule a duragao média e mediana da peca.
(Sol: B(T) = %, x,(T)) = ¥{22.)

4.5

(iii) Analise a funcdo taxa de falha instantanea de T' e classifique a distribuigao.

(Sol: h(t) =2 x 4.5%t = 40.5t, a distribui¢ao ¢ IHR.)

Exercicio 1.6 O tempo de vida, T, (em meses) de uma peca segue uma distribuigao Rayleigh

com parametro escala o.
(a) Sabendo que a fiabilidade da peca para 2 meses é 99%, identifique a distribuigdo de T" e
relacione a distribuicao de T' com a distribuicao Weibull.

(Sol: De R7(2) = 0.99 vem que A = 0.05, logo T' ~ W (2,0.05).)

(b) Calcule o tempo médio de vida da pega.

(Sol: E(T) = 10y/7.)

(¢) Analise a funcao taxa de falha instantanea de T e classifique a distribuigao.

(Sol: h(t) = 0.005¢, a distribuigao ¢ IHR.)

Exercicio 1.7 Mostre que se X ~W(a, A), com « conhecido, entdo T'= X tem distribuicao

exponencial com parametro A%.

(Sol: P(T <t)=P(X < té), logo fr(t) = fX(té)été_l que coincide com a f.d.p. da
Ezp(X®).)

Exercicio 1.8 Considere X ~W(3,2) eav.aT = X3. Calcule a fiabilidade de T para o instante
t=2.
(Sol: T ~ Exp(8), logo R1(2) = e 16~ 0.)

X

Exercicio 1.9 Considere uma v.a. X ~N(u,0?). Encontre a distribuicio de T = eX e calcule

a fiabilidade de T para o instante 10, sabendo que X ~N(12,4).



(Sol: P(T < t) = P(X < Int), logo fr(t) = fx(Int)%,¢t > 0 que coincide com a f.d.p. da
LN(p,0). Rp(10) =1 — ®(—4.85) = 1.)

Exercicio 1.10 O tempo, em minutos, para a reparagao de uma méaquina é umav.a. 7' ~LN(4.2,1).

(a) Calcule a probabilidade de ser necessario esperar pelo menos 30 minutos para reparar a

méquina e a taxa de falha cumulativa para o instante 30 minutos.

(Sol: Rp(30) =1 — ®(—0.80) = 0.7881. H(30) = — In(0.7881).)

(b) Qual ¢é o tempo mediano de reparagdo da méquina e o 1° quartil da distribuigao?

(Sol: X%(T) — et = 42, Xi(T) = 3525 )

Exercicio 1.11 Assuma que o tempo de espera até a intervencdo cirirgica de pacientes de
leucemia, em semanas, é uma v.a. 1" que segue uma distribuicao exponencial. Uma amostra de

20 pacientes conduziu aos seguintes resultados:
t=1(1,1,2,2,3,4,4,5,5,6,8,8,9,10, 10, 12,14, 16, 20, 24).

(a) Deduza a estimativa de maxima verosimilhanca da fungao de taxa de falha instantanea.
Calcule a estimativa pontual da funcao de sobrevivéncia para 20 semanas e a estimativa

dos dois primeiros quartis desta distribuicao.

(Sol: iL(t) == 1/t ~ 0.122, pela propriedade da invariancia dos EMV vem I?T(2O) ~
0.087, X1 (T) ~ 5.682 e X1 (T) ~ 2.358.)

N

(b) Construa um intervalo de confianga a 95% para o valor médio de T'.

(Sol: I.C.g500(1/N) = [5.527; 13.426].)

(¢) Construa um intervalo de confianca a 95% para a fungao de sobrevivéncia destes pacientes.

(Sol: I.C.gs0(R(£)) = [e~0-1809t; ¢=0.07451]

(d) Construa um intervalo de confianca a 95% para o valor médio do minimo do tempo de

espera até a intervencao cirurgica.

(Sol: Tyyy ~ Exp(20)), I.C.g50,(1/20)) = [0.2764;0.6713].)

(e) Teste a hipdtese de o tempo médio até a intervencao cirirgica ser no maximo 10 semanas.

(Sol: Hy : A > 1/10 contra Hp : A < 1/10, estatistica de teste: Xq = 4T ~ X%40)’
0.7 < wvalor —p < 0.8.)

Exercicio 1.12 Seja X uma varidvel aleatéria com funcao densidade de probabilidade
A =z
fX(a:):?e , € R, A\>0.

A partir de uma amostra de dimensao 40 desta populacao obteve-se Z?ﬂl |z;| = 47.5408.

(a) Determine o estimador de maxima verosimilhanga de A e calcule uma estimativa de A\ com

base na amostra recolhida.

(Sol: A =40/3"3° |Xi|. A estimativa de MV é A = 40/37° | |;| ~ 0.8414.)
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(b) Deduza a distribuigdo de T'= | X| e construa uma varidvel fulcral para efectuar inferéncia

sobre o parametro A.

(Sol: P(T <t)=P(—t< X <t)=Fx(t)—Fx(—t),t >0,logo fr(t) = fx(t)+ fx(—t) =
et > 0 que coincide com a f.d.p. da Exzp(\).)

(c) Teste a hipétese Hp : A = 1 contra a alternativa H; : A # 1. Calcule o valor-p e comente-o.

Sol: Estatistica de teste: Xg = 2 A-‘g Xi| ~ X%, 0.2 < valor —p < 0.3, para a < 0.2
i=1 (80)
nao rejeitar Hy para o > 0.3 rejeitar Hy.)

Exercicio 1.13 Um fabricante de lampadas fluorescentes afirma que o tempo de vida destas
lampadas, T, é exponencialmente distribuido. No entanto, um comprador exigente nao acredita
na afirmacao do fabricante. Decidiu entao ensaiar uma amostra de 100 lampadas desse fabricante
e registar a duracao de cada lampada, tendo obtido uma duracao total de 84900h. Com base na

informagao amostral indicada na tabela abaixo teste a hipdtese afirmada pelo fabricante.

Duracao N° de lampadas
< 1500 70

[1500, 2000( 15

[2000, 2500( 5
> 2500 10

(Sol: Xo gX(1)~ Valor observado: zg ~ 12.4, 0 < valor — p < 0.0005.)

Exercicio 1.14 Suponha que 30 transistores foram colocados simultaneamente em teste e re-
gistadas as 10 primeiras falhas seguintes: (4.1,7.3,13.2,18.8,24.5,30.8,38.1,45.5,53,62.2). As-

sumido que o tempo de vida dos transistor, em horas, tem distribuicao exponencial:

(a) Construa um intervalo de confianca a 95% para a funcéo de taxa de falha instantanea.

(Sol: 1.C.g55(A) = [0.0031;0.0111].)

(b) Teste a hip6tese do tempo de vida médio dos transistores ser igual a 150 horas.

(Sol: Hp : A = 1/150 contra Hy : A # 1/150, estatistica de teste: Xp = 2/1500 ~ X%zo)’

com © = 2321 T3y +20T(10y- Valor observado da estatistica: x¢ ~ 20.55, 0.8 < valor —p <
1.)

Exercicio 1.15 Suponha que 30 itens foram simultaneamente colocados em teste até ocorrer a
8% falha. Os tempos de falha registados, em horas, foram: (0.35,0.73,0.99,1.40, 1.45,1.83,2.20,2.72).

Assumido que o tempo de vida dos transistor, em horas, tem distribuicdo exponencial:

(a) Construa um intervalo de confianga a 95% para a fungao de fiabilidade.

(Sol: I.C.g50(R(t)) = [6—0.202t; 6—0.048t]‘)

(b) Teste a hipétese do tempo médio dos itens ser no maximo 10 horas.

(Sol: Hy : A > 1/10 contra Hy : A < 1/10, estatistica de teste: Xy ~ X?w)' Valor observado
xo ~ 14.302 com 0.5 < valor — p < 0.6.)



Exercicio 1.16 Dois programas de computador (I e II) sao utilizados para gerar amostras de
varidveis aleatérias exponenciais. Sabendo que os 7 niimeros gerados pelo programa I foram
2.542; 3.508; 5.593; 5.746; 0.054; 0.243, 0.002 e que os 6 ntimeros gerados pelo progama II foram
1.371; 7.655; 2.866; 2.966; 7.276; 6.144, respectivamente, acha que hé evidéncia, ao nivel de 5%,

para afirmar que os dois programas geradores funcionam de forma semelhante?

(Sol: Xo ~ Fl14,2), R.R. = [0,0.328] U [3.206, cc], valor observado da estatistica xg =
0.5361462, logo nao rejeitar Hy para a < 5%.)
Exercicio 1.17 Os dados seguintes representam os tempos de falha, em minutos, de dois tipos

de componentes eletrénicas sujeitas a uma certa voltagem.
Tipol | 212 88.5 122.3 1164 124 132 66
Tipo I | 34.6 54 162 49 78 121 128

Teste, ao nivel de 10%, a hipdtese de os dois conjuntos de dados serem origindrios da mesma

distribuicao exponencial.
(Sol: Xo ~ Fl(14,14), R-R. = [0,0.4027]U[2.4837, 00}, valor observado da estatistica z¢ = 1.374,
logo nao rejeitar Hy para a < 10%.)

Exercicio 1.18 Considere um sistema com 4 componentes. Suponha que o sistema funciona
sse as componentes 1 e 2 funcionarem, e se pelo menos uma das outras duas componentes (3 e

4) funcionarem. Represente graficamente o sistema e indique a sua fungao de estrutura.

(Sol: ¢(x) = w1zl — (1 — 23)(1 — )]
Exercicio 1.19 Indique os caminhos minimos e os cortes minimos e a fun¢ao de estrutura do

sistema de 5 componentes abaixo indicado.

1 37477
S | yd
L 5

(Sol: Caminho minimos: P; = {1,5}, P, = {2,5}, P3 = {1,3,4} e P, = {2,3,4}. Cortes
minimos: C7 = {1,2}, 0y ={3,5} e C3 ={4,5} o(x)=[1—(1—z1)(1—m2)|[1— (1 —2x324)(1—
5)].)

Exercicio 1.20 Prove que a fiabilidade de uma estrutura do tipo 2-de-3, constituida por compo-

nentes independentes, com fiabilidades distintas p1, ps € p3 é igual a p1p2 + p1ps + paps — 2p1P2P3.

Exercicio 1.21 Obtenha a fiabilidade de uma estrutura 3-de-4, constituida por componentes

independentes e com fiabilidades distintas e iguais a p1, p2, p3 € p4.

(Sol: p1p2ps + p1P3pa + papsps + p1p2ps — 3p1P2psp4.)
Exercicio 1.22 Determine a fiabilidade de um sistema com quatro componentes, que esta ope-
racional caso a componente 1 funcione e o mesmo aconteca com pelo menos uma das outra trés

componentes.

(Sol: 7(p) = E(¢(X)) = p1[l — (1 = p2)(1 — p3)(1 — p4)].)



Capitulo 2
Simulacao Estocastica

Exercicio 2.1 Prove que se U é uma v.a. Unif(0,1) e A > 0, entdo X = —%an tem dis-
tribuicdo Fxp(A). A transformagao descrita pode ser usada na geragdo de nimeros pseudo-

aleatérios da distribuicao exponencial.

(Sol: P(X <z)=P(U > e ™) =1— Fy(e ),z >0, logo fx(z) = fu(e *)Ae™, 2 >0
que coincide com a f.d.p. da Exzp()).)

Exercicio 2.2 Suponha que uma componente eletrénica tem tempo de vida 7. A componente
tem valor V' = 5 se esta falha antes do instante ¢ = 3; caso contrario, ela tem valor V = 2T

Supondo que 7'~ Exp(1), obtenha a distribuigao de V.

0, v <5
Sol: Fy (v)=¢X 1—e3, 5<v<6
1-— e*”/Q, v>06
Exercicio 2.3 Considere uma v.a. X com distribui¢ao uniforme em [—a, a]. Determine a funcao
de densidade de probabilidade da v.a. ¥ = X?2.

1
Sol: fy (y) = { 20/

0<y<a®
0, c.c.

Exercicio 2.4 Seja X uma v.a. e seja ¥ = (X — %)2. Obtenha a funcao densidade de proba-

bilidade de Y no caso em que X ~ Exp(6).

Sol: e
(e OVT 4 VT
e (62\/3% y)’ 0<y<
Y 0
_ —1-0yY
fY (y) - fe 2\/@ y7 y > 0%
0, c.c.

Exercicio 2.5 Suponha que X ~ A(0,1). Calcule a f.d.p. das seguintes v.a.:
(a) Y =eX (Y tem distribuicao log-normal).

1 _ (logy)?
Sol: fY(y)_{ymeXp{ 2 }’ y=>0

0, c.c.

(b) Y =2X%2+1

L exp oyt
Sol: fy (y) =<{ 2Vr-1) p{ 4
0, c.c.



Exercicio 2.6 Sejam X e Y varidveis aleatérias independentes com distribuicao Unif(0,1).

Determine a funcao densidade de probabilidade das varidaveis X +Y e XY.

Sol:
z, O<ax<l1
fx+y(x): 2—z, 1<z<2 ,
0, c.c.
log(1), 0<z<1
Frer (@) = { 8(3) |
0, c.c.

Exercicio 2.7 17 e T sao os tempos de vida, respectivamente, de uma primeira componente

electrénica e da sua substituta quando a primeira se avariar. 17 e T, sao i.i.d. a uma distribuicao

exponencial com valor médio igual a a1,

(a) Obtenha a distribui¢ao do tempo de sobrevivéncia de um sistema cuja vida termina quando
a segunda componente se avariar. Identifique essa distribuicdo. Qual a probabilidade do

sistema sobreviver para além do tempo t?
(1+azx)e™*®, >0

1, c.c.

Sol: Th +T5 ~ Gama(2,a). P{Th +Ts» >z} = {

(b) Obtenha a distribuicao de 75 — T1. Identifique essa distribuigdo. Qual a probabilidade da

segunda componente durar mais do que a primeira?
(Sol: fr,_7(z) = %e @kl ze Re P{T —T1 >0} =1

Exercicio 2.8 Seja (X1, X2) uma vector aleatério com f.d.p. uniforme no quadrado ]0, 1[x]0, 1].
Determine a f.d.p.conjunta de Y1 = X1 + Xo e Yo = X7 — Xo.

0< iz <1, 0< 382 <1

C.C.

1
Sol 1fY1,Y2(y1,y2) = { 87

Exercicio 2.9 Suponha que Xi,..., X, sdo v.a. independentes. Determine, usando fungoes
geradoras de momentos, a distribuicao de Y = X; + ... + X, nos seguintes casos em que para

i=1,2,...,n:

(a) X; ~ Gama(a;, ).

(Sol: My (t) = (325)%==1%,t < \.)
(b) X; ~ Exp(A)

(Sol: My (t) = (25)",t < A.)
(¢) X ~N(pi,0?).

(Sol: My (t) = eXi=1 wit+ iy o7t?/2 )
(d) X; ~ Poi()\;).

(Sol: My (t) = eXi= Xi(e'=1) )



(e) X ~ Geom(p).
(Sol: My (t) = (kg;%m)"t <In(1/(1—-p)).)

Exercicio 2.10 A transformacao seguinte (onde U; e Uz sao varidveis uniformes em (0,1) e

independentes) é muito utilizada na pratica:

X1 = (=2InU)Y2 cos (27Us)
X9 =(-2In Ul)l/2 sen (2wUs)

Obtenha as fungoes densidade de probabilidade de X7 e X5 e diga se essas varidveis sao ou nao

independentes. Qual é a utilidade pratica desta transformacao?

(Sol: X; ~ N (0,1), i = 1,2 e X; e Xo s@0 v.a. independentes. Esta transformacao é
importante para gerar nimeros pseudo-aleatérios com distribuigao N (0, 1), a partir de nimeros

pseudo-aleatérios com distribuicao Unif(0,1).)

Exercicio 2.11 Sejam X; v.a.’s i.i.d com X; ~ Exp(A), i =1...,nesejaY =3 " X;. Supo-
nha que tem disponivel um simulador de niimeros pseudo-aleatérios uniformemente distribuidos
em (0,1).

(a) Usando uma fungao geradora conveniente deduza a distribuigdo de Y assim como o seu

valor esperado e variancia.

(Sol: Y ~ Gama(n, ), E(X) =% e VAR(X) = 4%.)

(b) Diga como proceder para simular nimeros pseudo-aleatérios da distribui¢ao de Xj.

(Sol: Método da transformagao inversa.)

(c) Diga como proceder para simular niimeros pseudo-aleatérios da distribuigao de Y.
(Sol: Método da transformagao inversa.)

Exercicio 2.12 Sejam X; v.a.’s i.i.d a X com X ~ N(0,1), ¢ = 1...,n. Suponha que tem

disponivel um simulador de niimeros pseudo-aleatérios uniformemente distribuidos em (0, 1).

(a) Usando uma fungao geradora conveniente, que deve calcular, deduza a distribuigao de

Y =3, X; assim como o seu valor esperado e variancia.
(Sol: Y ~ N(0,n).)

(b) Diga como proceder para simular niimeros pseudo-aleatdrios oriundo de uma distribuigao
aproximada & da v.a. X.
(Sol: Aplicando o t.l.c..)

(c) Considere a v.a. W = eX, deduza a distribuicdo de W e diga como proceder para simular
numeros pseudo-aleatorios da distribuicao de W.

(Sol: W ~ LN(0,1), para simular w utilizar, por exemplo, a transformagao de Box-
Muller.)



Exercicio 2.13 Um par aleatério (X,Y) em IR? tem distribui¢do normal bivariada com parametros

(p1, p2, 01,092, p) se a sua fungao densidade de probabilidade conjunta é:

2 2
1 w—p1\7 o m—p1 y—po | (y—po
1 e 2(1-p2) {( o1 ) 2o o1 o2 +( o2 ) }

2wo1094/1 — p?

fXY (CC,y) =

(a) Mostre que X ~ N (p1,01) e Y ~ N (p2,03).
(b) Mostre que X e Y sao independentes se e s6 se p = 0.

Exercicio 2.14 (X,Y) tem distribuigdo normal bivariada com px = 5, py = 10, O'g( =1le
0% = 25. Determine p sabendo que P (4 <Y < 16|X =5) = 0.954.

(Sol: p = +£0.7990.)

Exercicio 2.15 Sejam X; e X v.a’s i.i.d. a X ~ N(0,1) e considere Y7 = 2X; + X5 e

Y2 = X1 — X,. Identifique a distribui¢ao conjunta do par (Y1,Y2) e os respetivos parametros.
5 1
] ‘)
1 2
Exercicio 2.16 Considere o vetor aleatério X = (X1, X2) ~ Ny(0,02%I3) e o quadrado da

distancia de Mahalanobis A? = (X — p)’E71(X — p). Deduza a distribuicao de A? e indique o
seu quantil 0.95.

(Sol: Y = (Y1,Y2) ~ N2(0,X) com X =

(Sol: A% ~ X%g) e X0.95(A%) = 5.991.)

Exercicio 2.17 Considere X ~ U(0,1). Deduza a distribuicdo de ¥ = 1 — X e calcule
Cov (X,Y).
(Sol: Y ~ U(0,1), Cov(X,Y) = —15

Exercicio 2.18 Obtenha a fungao geradora de probabilidades da v.a. X e use a mesma para

calcular E{X} e Var{X} nos seguintes casos:

(a) X ~ Bin(n,p), ne€IN, 0 <p<1.
(b) X ~ Poi(\), A>0.
(c) X ~Geom(p), 0 <p<1.

Exercicio 2.19 Suponha que X1, ..., X, sdo v.a. independentes. Determine, usando a funcao
geradora de probabilidades, a distribuicao de ¥ = X; + ... + X, nos seguintes casos em que

parai=1,2,...,n:
(a) X; ~ Bin(n,p), ne N 0<p<1.
(b) X; ~ Poi(\), A>0.

(¢) X; ~Geom(p), 0 <p< 1.
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Exercicio 2.20 O nuimero de frutos produzidos por uma arvore é uma varidvel aleatéria X.
Alguns destes frutos, em ntmero de Y, sdo atacados por uma larva, o que os torna impréprios
para consumo. Supondo que X possui distribuicdo de Poisson de parametro A e ainda que cada

fruto é atacado pela larva com probabilidade p, independentemente dos outros frutos, determine:

(a) A fungao de probabilidade de Y condicional a X = n, com n € IN.
(b) Deduza a fungao de probabilidade de Y

i) sem utilizar funcoes geradoras,

ii) utilizando funcgoes geradoras.

(¢) Conclua que o nimero de frutos da drvore que sao atacados por larvas (Y) é independente
do nimero de frutos que nao sao atacados por larvas (X —Y') e que estas varidveis aleatérias

possuem distribuigoes de Poisson de parametros Ap e A(1 — p), respetivamente.

(d) Suponha que Z e W sao varidveis aleatérias independentes com distribuigoes de Poisson
de parametros a e 3, respetivamente. Com base nos resultados das alineas anteriores,
identifique a distribuicdo de Z condicional a Z + W =n, n € IN.

Sol: (a) (Y|X = n) ~ Bin(n,p). (b) Y ~ Poi(Ap). (c) Usar o facto de, para k, [l € INp,
PY=kX-Y=0)=PY=kX=I1+k)=P(X =1+k)P(Y =k|X =1 +k). (d) Para
ne N, (Z|Z+W =n) ~ Bin(n,ao/[a+ 8]).

Exercicio 2.21 Se X ~ BinNeg (5, %), calcule P{X =12} usando a tabela da distribui¢do
binomial.
(Sol: P(X =12) = P(Ys = 4)

= 0.043025, com Y3 ~ Bin(11,1).)

1
1 1

Exercicio 2.22 Para levar a cabo uma investigacao relativa a eficicia de um novo tratamento
para uma doengca rara, cuja incidéncia na populagao em geral é de 0.5%, é preciso usar 30 pessoas
com a doenca para realizar um ensaio clinico. Escreva a funcao de probabilidade do niimero
de pessoas que é preciso observar até encontrar as 30 pessoas necessédrias para realizar o ensaio.

Qual é o nimero médio de pessoas que é preciso entrevistar?

(Sol: X ~ BN (30,0.005), E[X] = 6000.)

Exercicio 2.23 Um dispositivo eletrénico faz parar uma maquina automaética de encher conse-
cutivamente pacotes de um determinado produto assim que é detectado o terceiro pacote com
peso inferior ao nominal. Sendo p = 0.2 a probabilidade de um pacote ter peso inferior ao
peso nominal, calcule a probabilidade de a maquina ser parada antes de ter conseguido encher

7 pacotes.

(Sol: ~ 0.0989.)

Exercicio 2.24 Uma v.a. A tem distribuicdo Gama (n,«), com n inteiro. Outra v.a. X tem,
para cada A fixo, distribuicdo Poisson (\). Mostre que X tem distribuicao binomial negativa*

e identifique os seus parametros.
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Exercicio 2.25 Suponha que uma experiéncia tem r resultados possiveis e que o i-ésimo re-

T
sultado ocorre com probabilidade p;, <O <pi<l, > pi= 1). Sao efectuadas n repeticoes

=1

independentes da experiéncia. Define-se X; como sendo o niimero de observagoes que sao iguais

ao i-ésimo resultado (i =1,2,...,7).

(a) Justifique que X = (X3,..., X,) tem funcao massa de probabilidade

-
n! ni n _
— Loaoptrs o n;e40,1,..00,n ni=mn
P{X=(ny,...,n;)} = it PL P i €0 L }’Z; ’

0, c.c.

Diz-se que X ~ Multinomial (n,p1,...,pr).

(b) Verifique que se 7 = 2 entao a multinomial reduz-se & binomial.

()

(d)

(e)

Calcule E{X;} e Var{X;}.

(Sol: E{X;} =npi, Var{X;} =npi(1 —p;),i €{1,...,7r}.)
Calcule, para i # j, Cov (X;, Xj).

(Sol: Cov(X;, X;) = —npipj, i # j)

Serao X; e X, v.a. independentes (i # j)?

(Sol: X; e X, sao v.a. dependentes.)

Exercicio 2.26 Numa transmissao digital de mensagens (de comprimento fixo) sabe-se que as

probabilidades de que uma mensagem sofra distorcao elevada, média ou baixa sao 0.01, 0.04 e

0.95,

respectivamente. Admite-se que as distorgoes ocorrem de forma independente. Suponha

que sao transmitidas 20 mensagens. Considere as seguintes varidveis aleatorias:

- X1: n? de mensagens (nas 20) que chegaram com distorgao elevada;

- X9: n2 de mensagens (nas 20) que chegaram com distorgao média;

- X3: n% de mensagens (nas 20) que chegaram com distorgao baixa.

()

Indique a distribuigao do vector aleatério X = (X7, Xo, X3) e calcule o respectivo valor

esperado e matriz de covariancias.

(Sol: X ~ Multinomial(20,0.01,0.04,0.95)
0.198 —0.008 —0.190
E(X) = (0.2,0.8,19)", Var(X) = 0.768 —0.760 | .)
0.950
Calcule P(X1 =2), P(X1 =0,X2=1,X3 =19) e P(X3 = 18/ X3 = 0).
(Sol: P(X; =2)=0.0159, P(X; =0, Xy =1, X3 = 19) = 0.3019 ¢ P(X3 = 18| X5 = 0) =
0.0171.)

Construa um algoritmo para simular valores do vector aleatério (X1, X, X3).

12



Exercicio 2.27 Construa um algoritmo eficiente para simular valores da v.a. X: P(X =1) =
03, P(X=2)=02,P(X=3)=035e P(X=4)=0.15.

(Sol: Método de aceitagio-rejeicdo com a varidvel aleatdria auxiliar Y ~ Unif {1,2,3,4}.)

Exercicio 2.28 Considere uma v.a. X ~ BN(r,p).

(a) Usando a relagao entre as v.a’s binomial negativa e geométrica construa um algoritmo

para simular valores da v.a. X.

(b) Usando uma relagao recursiva entre as probabilidades de X nos pontos j + 1 e j construa

um algoritmo que permite simular valores da v.a. X.

Exercicio 2.29 Considere uma v.a. R ~ Unif{1,2,3,4} e X1, Xo,... uma sequéncia de v.a.’s
iid. a X ~ Ezp(l). Admita ainda que, outra v.a. Y é tal que (Y|X = z) ~ Poi(z).

(a) Considere a v.a. Z = (Y|X = z). Deduza a fungao geradora de probabilidades de Z e

utilize-a para calcular os dois momentos fatoriais p;), 1 =1, 2.

(Sol: Pz(s) = e*(s=1) [y = T € puz) = 2.
(b) Descreva algoritmos, com N passos, que permitem:

i) Estimar p = P(S > 8), onde S =" ; X;.

ii) Estimar o valor médio de Y, utilizando simulagao condicional.

(¢) Mostre que a funcdo de probabilidade marginal de Y ¢ P(Y = y) = (3)(3)%,y € INo.

Construa um algoritmo para simular um valor desta v.a..

Exercicio 2.30 Considere uma sucessao de varidveis v.a.’s i.i.d. a X ~ Geo(p) e Y = Zfil Xi
com R ~ Bin(4,0.2). Admita ainda que outra v.a. W é tal que Z = (WY =y) ~ Uni(0,y).

(a) Deduza a funcao geradora de probabilidades de X e utilize-a para identificar a distribuigao
da v.a. Y.

(Sol: Py (s) = (;=#—)". ¥ ~ BN(r,p).)

(b) Descreva um algoritmo para simular K valores da v.a. X.
(c) Condicional a R = r, descreva algoritmos com N passos que permitem:

i) Estimar p = P(Y > 8).
ii) Estimar o valor médio de W.
(d) Considere a v.a. Z e seja I = I(Z < ay), onde I é a fungao indicadora da realizagao
de Z < ay, com 0 < a < 1. Suponha que se pretende estimar, recorrendo a simulacdo
de Monte-Carlo, a probabilidade seguinte: p = P(Z < ay). Considere para esse efeito o

estimador T' = I 4+ ¢(Z — E(Z)). Determine o valor de ¢ que minimiza a variancia de 7.

T é um estimador de que tipo?

(Sol: ¢ = &y*a). T é um estimador que utiliza Z como varidvel de controle.)

13



Exercicio 2.31 Considere o vector aleatério X = (X1, X, X3) ~ Multinomial(20;0.3,0.5,0.2).
Construa um algoritmo para simular N valores deste vector aleatério. Diga como diminuir a

variabilidade dos resultados a custa de varidveis antitéticas.

Exercicio 2.32 Suponha que X e W sao obtidos por simulagao e E(X) = E(W) = 6. Considere
o estimador combinado de 8, T'= a X +(1—«a)W. Encontre o valor de o que minimiza a variancia
de T.

COV(X.W)-Var(W) _ COV(X-W,W
(Sol: = — \(/'ar()g—W) o Var((X—W) L)

Exercicio 2.33 Suponha que pretende estimar a P;(X > a), onde X é uma v.a. positiva
com f.d.p. fx(z) e a um valor na cauda sua distribui¢ao. Usando o método de simula¢do com
amostragem por importancia, e gerando X; a partir da densidade de uma v.a. exponencial com

parametro A, escreva o algoritmo para simular a probabilidade pretendida.

Exercicio 2.34 Construa um algoritmo para a geragao de uma valor da varidvel aleatéria X,

cuja funcao densidade de probabilidade é:

x/2, 0<z <1

1/2, 1<z<?2
fx (z) =

B—2)/2, 2<z<3

0, c.c.

Exercicio 2.35 Determine um algoritmo que usa o método da transformacao inversa para a

geracao de um valor da variavel aleatéria cuja fungao massa de probabilidade é:

P(X =z)= C;) (1/3)%(2/3)%7*, ©=0,1,2,3.

Exercicio 2.36 Determine um algoritmo que usa o método da transformacgao inversa para a

geracao de um valor da varidvel aleatéria X, com a funcao de distribuicao:

2cos ™1 (x)

FX(x):<1 - ) 0<z<l.

Exercicio 2.37 Construa um algoritmo de aceitagdo-rejeicao para gerar um valor de uma

varidvel aleatéria X ~ G(3,1).

Exercicio 2.38 Construa um algoritmo de aceitacao-rejeicdo para gerar um valor da varidvel
aleatéria X com funcdo densidade de probabilidade fx(z) = 122(1 — 2)?, 0 <z < 1.

Exercicio 2.39 Construa um algoritmo de simulagao de Monte Carlo, recorrendo a geracao
de numeros pseudo-aleatérios da distribuicao U(0,1), para estimar a fungao de distribuicao

(x) = [* \/%eﬁ/ 2dt de uma variavel aleatéria normal padrio:

(a) Sem reducao de variancia.
(b) Com reducao de variancia usando variaveis antitéticas.

Exercicio 2.40 Considere o parametro § = E(eV) onde U ~ U(0,1) e sejam T = eV e T} =
T+ c¢(U—-E(U)).
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(a) Escreva, com base em T', um algoritmo de simulacao de Monte Carlo com N passos para

estimar 0.

(b) Deduza a expressao da constante ¢ que torna minimo o erro quadratico médio de T3. Ty

¢ um estimador de que tipo?
(c) Calcule o valor de c e a eficiéncia de T} relativamente a 7.

(d) Escreva, com base em 77, um algoritmo de simulacao de Monte Carlo com N passos para

estimar 6.

Exercicio 2.41 Considere a varidvel aleatéria X ~ Exp(2) e outra varidvel aleatéria Y da qual
se sabe que (Y|X = z) ~ N(z,9). Escrevendo § = P(Y > 2) como o valor esperado de uma

funcao de X, indique um algoritmo com N passos que permita estimar 6.
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Capitulo 3

Testes nao paramétricos

Exercicio 3.1 Um novo medicamento para a hipertensao foi testado em 18 pacientes. Apéds 40
dias de tratamento foram registadas as seguintes alteracoes na pressao arterial:

alteracao ‘ -5 -1 +2 +8 -25 41 +5 -12 -16

alteragio | -9 -8 -18 -5 22 +4 21 -15 -1l

Use o teste dos sinais para averiguar se o medicamento tem efeito na diminui¢ao da pressao

sanguinea.
(Sol: Hp: x1 =0 contra H; : x1 < 0. Estatistica de teste Sig ~ Bin(18, %), valor observado
2 2

da estatistica sig = 5 e valor — p = 0.04813.)

Exercicio 3.2 Use o teste de Wilcoxon para analisar os dados do exercicio anterior e diga quais

as suposicoes adicionais inerentes a aplicacao deste teste.

+ _n(n+1)
(Sol: Assumindo que a distribuigao é simétrica, estatistica de Wilcoxon Xy = \/jm
n(n+l)@n+l)
tem distribui¢ao aproximada N(0,1). Valor observado da estatistica xg ~ —2.72 e valor — p ~

0.0033.)

Exercicio 3.3 Para avaliar a precisao de dois nénios diferentes (I e II), 12 inspetores mediram
o diametro de uma peca metélica tendo-se obtido os seguintes resultados:

inspector 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
nénio 1 0.265 0.265 0.266 0.267 0.267 0.265 0.267 0.267 0.265 0.268 0.268 0.265
noénio II 0.264 0.265 0.264 0.266 0.267 0.268 0.264 0.265 0.265 0.267 0.268 0.269

(a) Usando dois testes de hipéteses convenientes compare o funcionamento dos nénios.

(Sol: Hy : px—py = 0 contra Hy : pux —py # 0. Teste dos sinais, sg = 6, valor—p = 0.289.
Teste de Wilcoxon, tT = 21.5, valor — p = 0.6408.

(b) Considerando agora os dados referentes as medicoes efetuadas com o nénio 11, efetue dois
testes de hipdteses para avaliar a hipotese do comprimento mediano obtido com esse nénio
ser 0.266.

(Sol: Hp : x1 = 0.266 contra H; : x1 # 0.266. Estatistica de teste dos sinais S1; ~
2 2
Bin(11, %), valor observado da estatistica s;3 = 5 e valor — p =~ 1. Teste de Wilcoxon, valor

observado da estatistica t{; = 33 e valor — p ~ 1.)
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Exercicio 3.4 Registaram-se valores da pressao diastélica de 26 homens seleccionados aleato-

riamente:

64 65 68 70 T1 V2 T3 74 T6 77 Y8 T8 79
80 80 81 82 82 83 8 84 &8 84 86 86 87

Teste se o 1°quartil da varidvel aleatéria em estudo é igual a 78.

(Sol: Hy : x1 = 78 contra Hj : X1 # 78. Teste dos sinais Soq4 ~ Bin(24, %) e resulta que
4

Xo = Si;i;g tem distribui¢ao aproximada N(0,1). Valor observado da estatistica, xg ~ —1.89,

valor —p ~ 0.0588.)

Exercicio 3.5 Pretende-se comparar duas culturas laboratoriais (A e B) quanto ao ntimero
de bactérias que nelas se desenvolvem. De cada uma das culturas foi retirada uma amostra,
registando-se o nimero de bactérias por unidade de volume, e obteve-se:

cultura A 32 29 34 47 33 27

cultura B 38 36 31 42 35 40 39 30

Avalie a hipdtese de o nimero de bactérias nao ser influenciado pelo tipo de cultura.

(Sol: Hy : pux — py = 0 contra Hy : ux — py # 0. Teste de Mann-Whitney-Wilcoxon,
te,8 = 35, valor — p ~ 0.2284.)

Exercicio 3.6 Foram testados trés insecticidas de diferentes marcas (A, B e C) e registou-se o
numero de insectos mortos por cada um deles:

A 72 65 67 75 62

B 67 75 63 68 T3

C 68 67 61 72 70

Avalie se é possivel concluir que os trés insecticidas tém o mesmo efeito mortifero.

(Sol: Hy : Os trés insecticidas tém o mesmo efeito mortifero,
Hi : Os trés insecticidas nao tém o mesmo efeito mortifero,
Estatistica de Kruskal-Wallis: ks 55 ~ 0.38, 0.8 < valor — p < 0.85.)

Exercicio 3.7 Num estudo de limnologia mediu-se o pH de oito amostras de dgua de cada uma
de quatro barragens, tem-se obtido:

Barragem 1 768 7.69 7.70 770 T2 773 7.73 7.76

Barragem 2 771 073 T4 v74 778 748 7.80  7.81

Barragem 3 704 7005 777 7.8 780 7.81 7.84 7.86

Barragem 4 771 Tow1 774 779 781 7.85 7.87 791

Averigue se as dguas das quatro barragens tém o mesmo valor de pH.
(Sol: Hy: O valor do pH da dgua é o mesmo nas 4 barragens;

H; : O valor do pH da agua nao é o mesmo nas 4 barragens.
Estatistica de Kruskal-Wallis: kgggg ~ 12.6428, 0.005 < valor — p < 0.01.)
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Capitulo 4

Processos de Poisson

Exercicio 4.1 Impulsos ruidosos que ocorrem em uma transmissao de TV digital podem ser

modelados por um processo de Poisson com uma taxa 5 impulsos por hora.

(a) Qual é a probabilidade que ocorram no méximo 5 impulsos em uma transmissao de 24

minutos de duracao.

(Sol: 0.9834)

(b) Suponha que um pacote de dados transmitido é codificado de modo que os erros cau-
sados por no maximo 3 impulsos podem ser corrigidos. Qual é a probabilidade de uma

transmissao de meia hora de duracao nao poder ser corrigida?

(Sol: 0.2424)

(c¢) Neste sistema de transmissao, se o niimero de impulsos ruidosos registrado estiver entre 0
e 3 o codigo corretor consegue corrigir os erros. Se o nimero de impulsos estiver entre 3 e
6, o sistema de recepcgao solicita o reenvio dos dados. Quando a quantidade de impulsos
estiver entre 6 e 10 o sistema sofre interrupcao. Numa transmissao de meia hora, qual a

probabilidade que haja interrupgao no fornecimento dos servigos?

(Sol: 0.01413)

Exercicio 4.2 O Evaristo e o Joao entram simultaneamente numa barbearia: o Evaristo para
lhe fazerem a barba, o Joao para lhe cortarem o cabelo. Supondo que o Evaristo e o Joao
sao imediatamente atendidos e que a duragao de um corte de cabelo (barba) tem distribuigao
exponencial de valor esperado 20 (15) minutos, calcule a probabilidade do Joao se despachar

antes do Evaristo.

(Sol: 3/7)

Exercicio 4.3 Considere que trés clientes - A, B e C - entram simultaneamente numa estacao
de correios com dois “guichets”de atendimento. A e B dirigem-se para os “guichets”, onde sao
imediatamente atendidos por dois funcionarios, ao passo que C sé serd atendido quando A ou
B abandonarem os respectivos “guichets”. Qual é a probabilidade de A ser o tultimo cliente a
abandonar a estacao de correios, sabendo que a duragao do servico prestado por qualquer dos

funciondrios é:
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(a) de exatamente 10 minutos?
(Sol: 0)

(b) uma v.a. uniforme discreta em {1,2,3}7

(Sol: 1/27)

(¢) uma v.a. exponencial com valor esperado 1/A?
(Sol: 1/4)

Exercicio 4.4 O numero de sinais emitidos por uma fonte no intervalo (0, ¢], tem distribuigao
de Poisson(At). Cada sinal é registado por um receptor com probabilidade p, independentemente

dos restantes sinais emitidos. Seja X (¢) o nimero de sinais registados pelo receptor.
(a) Calcule a funcao de probabilidade de X ()| N(t) = n.
(Sol: (X(H)IN(t) = n) ~ Bin(n, p))
(b) Determine a distribui¢ao de X(t).
(Sol: X(t) ~ Poi(Apt).)

Exercicio 4.5 Um sistema é constituido por duas componentes, 1 e 2, montadas em paralelo,
e possui um sinal que indica a falha das componentes. Os tempos de funcionamento das com-
ponentes sdo exponenciais, independentes, com taxas A1 e Ao, respectivamente. Algum tempo
apos o sistema estar em funcionamento foi emitido o sinal indicando que um deles falhou, mas

sem se saber qual. Qual é o valor esperado do tempo adicional de funcionamento do sistema?

A24N3
(Sol: E(T) = soomay)

Exercicio 4.6 O ntmero de carros que cruzam um certo ponto de uma autoestrada até um
determinado instante segue um processo de Poisson com taxa A = 3 por minuto. Se uma pessoa
atravessar a estrada cegamente naquele ponto, qual é a probabilidade de ela sair ilesa se a
travessia durar s segundos? Suponha que se um carro passar pelo ponto durante a travessia a

pessoa fica ferida. Faga o calculo para s = 2,5,10 e 20.

(Sol: ~ 0.9048; ~ 0.7788; ~ 0.6065; ~ 0.3678.)

Exercicio 4.7 Num aeroporto internacional descolam avices com destino a locais nacionais
(voos domésticos) e internacionais (voos internacionais), com probabilidades 1/4 e 3/4, res-
petivamente. Suponha que os avides (de voos domésticos ou internacionais) descolam desse

aeroporto de acordo com um processo de Poisson com taxa 40 por hora.

(a) Sabendo que no periodo de uma hora descolam 20 avides, identifique a distribuicao do
numero de voos domésticos, nesse periodo, e calcule a probabilidade de descolarem pelo

menos 5 voos domésticos.

(Sol: (Xp|Y = (Xp + X1) = 20) ~ Bin(20,1/4); ~ 0.5852.)

(b) Qual é a probabilidade de num perido de 15 minutos descolarem no méximo 3 voos in-
ternacionais? Em média, quantos minutos se deve esperar até que descolem 30 voos

internacionais?

(Sol: ~ 0.05915; 60 minutos.)
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Exercicio 4.8 Utentes dirigem-se a uma clinica de diagndstico para efetuar uma ressonancia
magnética de acordo com um processo de Poisson com taxa 1 (por 10 minutos) ou anélises

sanguineas de acordo com um processo de Poisson com taxa 4 (por 10 minutos).

(a) Qual é a probabilidade de chegar primeiro um utente para realizar uma anélise sanguinea

do que um utente para realizar uma ressonancia magnética.

(Sol: 4/5.)

(b) Num intervalo de tempo de 15 minutos, qual é a probabilidade de entrarem 2 utentes
para realizar uma ressonancia magnética nos primeiros 10 minutos e outros 2 utentes para

realizar o mesmo diagndstico nos iltimos 10 minutos.

(Sol: ~ 0.0593.)

Exercicio 4.9 Suponha que o nimero de clientes que utilizam uma maquina de bebidas num
periodo de ¢t minutos é modelado por um processo de Poisson com taxa i. Admita que cada vez

que um cliente coloca dinheiro na maquina tem % de probabilidade da bebida ser fresca.

(a) Sabendo que num periodo de meia hora 10 clientes utilizaram a maquina, identifique a

distribuicao do ntimero de bebidas frescas que a maquina forneceu.

(Sol: (X(30)|N(30) = 10) ~ Bin(10,2/3).)

(b) Admitindo que a méquina tem um nuimero infinito de bebidas, deduza a distribui¢ao do
numero de bebidas frescas que a maquina fornece. Calcule a probabilidade de pelo menos

6 clientes terem bebidas frescas.

(Sol: X (t) ~ Poi(t/6); ~ 0.384.)

Exercicio 4.10 Duas médquinas A e B, que funcionam independentemente, tém tempos de vida
modelados por distribuigoes exponenciais com valores médios 2 e 1, respetivamente. Considere
que a maquina A estd em funcionamento desde o instante 0 enquanto que a maquina B entra em
funcionamento no instante T'. Calcule a probabilidade da maquina A falhar antes da méquina
B admitindo que T" tem distribuicao exponencial com parametro 1 e é independente dos tempos

de vida das méaquinas A e B.
(Sol: 5/9)

Exercicio 4.11 Suponha que num periodo de ¢ minutos chegam chamadas a uma central te-
lefénica por duas linhas, linha 1 e linha 2, de acordo com dois processos de Poisson independentes

com taxas 1.5 e 1.0, receptivamente.

(a) Num periodo de 1 minuto, qual é a probabilidade de chegar primeiro uma chamada da
linha 1 do que da linha 27

(Sol: 0.6)
(b) Deduza a distribuigao do tempo de espera até & ocorréncia da primeira chamada telefénica.

Qual é a probabilidade de ser necessario esperar pelo menos 1 minuto até a primeira

chamada telefénica?

(Sol: T' ~ Exp(2.5); ~ 0.082. )
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(¢) Num periodo de 5 minutos, escreva a expressao da probabilidade de chegarem 3 chamadas

a central nos primeiros 4 minutos e 4 chamadas nos ultimos 3 minutos.

(d) Sabendo que num periodo de 1 minuto a central recebeu s6 uma chamada, deduza a dis-
tribuicao do instante da ocorréncia dessa chamada. Qual é a probabilidade dessa chamada

ter sido recebida num periodo de meio minuto?

(Sol: (Ty|X(1) = 1) ~ U(0,1); 0.5. )
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Capitulo 5

Processo de Ramificacao de
Galton-Watson

Exercicio 5.1 Seja {Z,, n > 0} um processo de ramificagdo de Galton-Watson em que o
nimero de descendentes diretos de um individuo tem funcao de probabilidade py = p1 = 0.5.

Como classifica este processo em termos do seu valor médio?
(Sol: Processo subcritico que vai morrer com probabilidade 1.)

Exercicio 5.2 Seja {Z,,n > 0} um processo de ramificagdo de Galton-Watson em que o
nimero de descendentes diretos de um individuo tem funcao de probabilidade py = p2 = 0.5.

Calcule a probabilidade de extin¢ao da n—ésima geracao, m,, para n = 1,2,3,4,5.
(Sol: TIp = 0, IT; = 0.5, ITy = 0.625, II3 = 0.695, I, = 0.74. e II5 = 0.775.)

Exercicio 5.3 Seja {Z,, n > 0} um processo de ramificagdo de Galton-Watson em que o
numero de descendentes diretos de um individuo possui distribuicao Bin(3, p).
(a) Em que condigoes hé extingao certa desta populagao?

(Sol: Quando p < %.)

(b) Considerando que p = 1/2, escreva a expressao do tamanho médio e da variancia da

n—ésima geracao e obtenha estes valores para a 5* geracgao.

3n
2

(Sol: E(Z,) = p" = 3", E(Zs) = 0.07776; VAR(Z,) = 3 x g"* (11_3 > VAR(Z3) =
2
50.07129.)

Exercicio 5.4 Considere {Z,, n > 0} um processo de ramificacdo de Galton-Watson. Calcule
a probabilidade de extingao da populagao quando o ntmero de descendentes diretos de um

individuo tem funcao de probabilidade:

(a) po = 0.5 p; = p = 0.25,
(Sol: II =1.)

(b) po = p1 =0.25, p2 = 0.5,
(Sol: I =0.5.)
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(c) po=p1 =0.2, po = 0.6.
(Sol: IT= %.)

Exercicio 5.5 Seja {Z,,n > 0} um processo de ramificagdo de Galton-Watson em que o

numero de descendentes diretos de um individuo, X, possui distribuigao Bin(2,3/4).

(a) Calcule a probabilidade de extingao da populagao.
(Sol=1I = }.)

(b) Calcule o valor esperado do nimero de individuos na geragao 1 dado que a populagao se

extingue.

(Sol: A =“Extincao”; E(Z1|A) = 0.5.)

Exercicio 5.6 Seja {Z,,n > 0} um processo de ramificagio de Galton-Watson em que a
variavel aleatdoria numero de descendentes diretos de um individuo, X, tem funcgdo de pro-
babilidade: pg = 1/7, p1 = 4/7 e po = 2/7. Assuma que o processo é iniciado com um tdnico

individuo.
(a) Calcule a probabilidade de a populagao estar extinta ao fim de 2 geragoes.

(Sol: TI, ~ 0.2303.)

(b) Calcule o tamanho médio da populagdo na n—ésima geragao, quando n — oo, e classifique

a populacao. Calcule a probabilidade de extingdo da populagao.

(Sol: E(Z,) = %n e limy,_ o0 %n = o0, populagao supercritica. IT = 0.5.)

(c) Calcule o valor esperado do nimero de individuos na geracdo 1 dado que a populagao se

extingue.

(Sol: A =“Extin¢do”; E(Z1|A4) = .

Exercicio 5.7 Seja {Z,, n > 0} um processo de ramificagao de Galton-Watson o qual é iniciado

com um unico individuo.

(a) Assumindo que o nimero de descendentes diretos de um individuo é modelado por X ~
Bin(2,3/5), calcule:

(i) A probabilidade de a populagao se extinguir ao fim de 3 geragoes.
(Sol: I3 &~ 0.299876.)

(ii) A probabilidade de extingao da populagao.
(Sol: = 3.)

(b) Calcule a probabilidade de a populagdo se extinguir em 3 geragdes quando o niumero
de descendentes diretos de um individuo é modelado por W ~ Geometrica*(1/2), com
PW = k) = %]Hl,k € IN. Generalize esta probabilidade para a n—ésima geragao e

obtenha a probabilidade de extingao da populagao. Comente.

(Sol: Ty = 0,11y = §, I, = 2, I3 = 3, logo II,, =

é subcritica.)

HLH. limg, 0 HLH =1 =11, a populagao
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