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Caṕıtulo 1

Fiabilidade e Análise de

Sobrevivência

Exerćıcio 1.1 Para α > 0, a função gama é definida por:

Γ(α) =

∫ ∞
0

tα−1e−t dt.

Mostre que:

(a) Γ(1) = 1 e Γ(α+ 1) = αΓ(α).

(Sol: 1a parte: relacionar com a f.d.p. de uma v.a. X ∼ Exp(1); 2a parte: integração por

parte com u = tα e v′ = e−t.)

(b) Γ(n) = (n− 1)! com n ∈ IN.

(Sol: demonstração por indução matemática em n.)

(c) Γ(1
2) =

√
π.

(Sol: integração com mudança de variável u =
√
t e relacionar com a f.d.p. de uma v.a.

Z ∼ N(0, 1/2).)

Exerćıcio 1.2 Considere um v.a. T ∼Gama(α, λ).

(a) Calcule E[T r].

(Sol: E {T r} = Γ(α+r)
λrΓ(α) .)

(b) Mostre que E[T ] = α
λ e V AR[T ] = α

λ2
.

(c) Verifique que X ∼Exp(λ)⇔ X ∼Gama(1, λ) e que Z ∼ χ2
(n) ⇔ Z ∼Gama(n2 ,

1
2).

Exerćıcio 1.3 Considere um v.a. X ∼Gama(n, λ). Mostre que T = 2λX ∼ χ2
(2n).

(Sol: P (T ≤ t) = P (X ≤ t
2λ), logo fT (t) = fX( t

2λ) 1
2λ que coincide com a f.d.p. do χ2

(2n).)

Exerćıcio 1.4 O tempo (em horas) até à conclusão de uma peça metálica é uma v.a. T ∼Gama(20, 2).

(a) Calcule a probabilidade de ser necessário esperar pelo menos 5 horas até à conclusão da

peça.

(Sol: RT (5) = P (T ≥ 5) = P (4T ≥ 20) = 1−Fχ2
(40)

(20), vem que 0.995 < RT (5) < 0.999.)
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(b) Calcule a taxa de falha cumulativa para 5 horas.

(Sol: HT (5) =
∫ 5

0 h(t)dt = −lnRT (5), vem que 0.001 < HT (5) < 0.005.)

(c) Calcule a média e a variância de T .

(Sol: E(T ) = 10 e V ar(T ) = 5.)

Exerćıcio 1.5 A duração de uma peça em milhares de horas, T , é uma v.a. com distribuição

Weibull de parâmetros α e λ.

(a) Mostre que E[X] = 1
λΓ( 1

α + 1) e V AR[X] = 1
λ2

[
Γ( 2

α + 1)− Γ2( 1
α + 1)

]
.

(Sol: E(T ): efetuar a mudança de variável u = (λt)α e relacionar com a função Γ( 1
α).

V ar(T ): proceder de modo semelhante para calcular E(T 2).)

(b) Considere que α = 2 e λ = 4.5.

(i) Calcule a fiabilidade da peça para 500 horas.

(Sol: RT (0.5) = e−(4.5×0.5)2 ≈ 0.0063.)

(ii) Calcule a duração média e mediana da peça.

(Sol: E(T ) =
√
π

9 , χ 1
2
(T )) =

√
ln 2

4.5 .)

(iii) Analise a função taxa de falha instantânea de T e classifique a distribuição.

(Sol: h(t) = 2× 4.52t = 40.5t, a distribuição é IHR.)

Exerćıcio 1.6 O tempo de vida, T , (em meses) de uma peça segue uma distribuição Rayleigh

com parâmetro escala σ.

(a) Sabendo que a fiabilidade da peça para 2 meses é 99%, identifique a distribuição de T e

relacione a distribuição de T com a distribuição Weibull.

(Sol: De RT (2) = 0.99 vem que λ = 0.05, logo T ∼W (2, 0.05).)

(b) Calcule o tempo médio de vida da peça.

(Sol: E(T ) = 10
√
π.)

(c) Analise a função taxa de falha instantânea de T e classifique a distribuição.

(Sol: h(t) = 0.005t, a distribuição é IHR.)

Exerćıcio 1.7 Mostre que se X ∼W(α, λ), com α conhecido, então T = Xα tem distribuição

exponencial com parâmetro λα.

(Sol: P (T ≤ t) = P (X ≤ t
1
α ), logo fT (t) = fX(t

1
α ) 1

α t
1
α
−1 que coincide com a f.d.p. da

Exp(λα).)

Exerćıcio 1.8 Considere X ∼W(3, 2) e a v.a T = X3. Calcule a fiabilidade de T para o instante

t = 2.
(Sol: T ∼ Exp(8), logo RT (2) = e−16 ≈ 0.)

Exerćıcio 1.9 Considere uma v.a. X ∼N(µ, σ2). Encontre a distribuição de T = eX e calcule

a fiabilidade de T para o instante 10, sabendo que X ∼N(12, 4).
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(Sol: P (T ≤ t) = P (X ≤ ln t), logo fT (t) = fX(ln t)1
t , t > 0 que coincide com a f.d.p. da

LN(µ, σ). RT (10) = 1− Φ(−4.85) ≈ 1.)

Exerćıcio 1.10 O tempo, em minutos, para a reparação de uma máquina é uma v.a. T ∼LN(4.2, 1).

(a) Calcule a probabilidade de ser necessário esperar pelo menos 30 minutos para reparar a

máquina e a taxa de falha cumulativa para o instante 30 minutos.

(Sol: RT (30) = 1− Φ(−0.80) = 0.7881. H(30) = − ln(0.7881).)

(b) Qual é o tempo mediano de reparação da máquina e o 1o quartil da distribuição?

(Sol: χ 1
2
(T ) = eµ = e4.2, χ 1

4
(T ) = e3.525. )

Exerćıcio 1.11 Assuma que o tempo de espera até à intervenção cirúrgica de pacientes de

leucemia, em semanas, é uma v.a. T que segue uma distribuição exponencial. Uma amostra de

20 pacientes conduziu aos seguintes resultados:

t = (1, 1, 2, 2, 3, 4, 4, 5, 5, 6, 8, 8, 9, 10, 10, 12, 14, 16, 20, 24).

(a) Deduza a estimativa de máxima verosimilhança da função de taxa de falha instantânea.

Calcule a estimativa pontual da função de sobrevivência para 20 semanas e a estimativa

dos dois primeiros quartis desta distribuição.

(Sol: ĥ(t) = λ̂ = 1/t̄ ≈ 0.122, pela propriedade da invariância dos EMV vem R̂T (20) ≈
0.087, χ̂ 1

2
(T ) ≈ 5.682 e χ̂ 1

4
(T ) ≈ 2.358.)

(b) Construa um intervalo de confiança a 95% para o valor médio de T .

(Sol: I.C.95%(1/λ) = [5.527; 13.426].)

(c) Construa um intervalo de confiança a 95% para a função de sobrevivência destes pacientes.

(Sol: I.C.95%(R(t)) = [e−0.1809t; e−0.0745t].)

(d) Construa um intervalo de confiança a 95% para o valor médio do mı́nimo do tempo de

espera até à intervenção cirúrgica.

(Sol: T(1) ∼ Exp(20λ), I.C.95%(1/20λ) = [0.2764; 0.6713].)

(e) Teste a hipótese de o tempo médio até à intervenção cirúrgica ser no máximo 10 semanas.

(Sol: H0 : λ ≥ 1/10 contra H0 : λ < 1/10, estat́ıstica de teste: X0 = 4T̄ ∼ χ2
(40),

0.7 < valor − p < 0.8.)

Exerćıcio 1.12 Seja X uma variável aleatória com função densidade de probabilidade

fX(x) =
λ

2
e−λ|x|, x ∈ IR, λ > 0.

A partir de uma amostra de dimensão 40 desta população obteve-se
∑40

i=1 |xi| = 47.5408.

(a) Determine o estimador de máxima verosimilhança de λ e calcule uma estimativa de λ com

base na amostra recolhida.

(Sol: λ̂ = 40/
∑40

i=1 |Xi|. A estimativa de MV é λ̂ = 40/
∑40

i=1 |xi| ≈ 0.8414.)
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(b) Deduza a distribuição de T = |X| e construa uma variável fulcral para efectuar inferência

sobre o parâmetro λ.

(Sol: P (T ≤ t) = P (−t ≤ X ≤ t) = FX(t)−FX(−t), t > 0, logo fT (t) = fX(t) +fX(−t) =

λe−λt, t > 0 que coincide com a f.d.p. da Exp(λ).)

(c) Teste a hipótese H0 : λ = 1 contra a alternativa H1 : λ 6= 1. Calcule o valor-p e comente-o.

(Sol: Estat́ıstica de teste: X0 = 2
∑40

i=1 |Xi| ∼ χ2
(80), 0.2 < valor − p < 0.3, para α ≤ 0.2

não rejeitar H0 para α ≥ 0.3 rejeitar H0.)

Exerćıcio 1.13 Um fabricante de lâmpadas fluorescentes afirma que o tempo de vida destas

lâmpadas, T , é exponencialmente distribúıdo. No entanto, um comprador exigente não acredita

na afirmação do fabricante. Decidiu então ensaiar uma amostra de 100 lâmpadas desse fabricante

e registar a duração de cada lâmpada, tendo obtido uma duração total de 84900h. Com base na

informação amostral indicada na tabela abaixo teste a hipótese afirmada pelo fabricante.

Duração No de lâmpadas

< 1500 70

[1500, 2000[ 15

[2000, 2500[ 5

≥ 2500 10

(Sol: X0
a∼χ(1). Valor observado: x0 ≈ 12.4, 0 < valor − p < 0.0005.)

Exerćıcio 1.14 Suponha que 30 transistores foram colocados simultaneamente em teste e re-

gistadas as 10 primeiras falhas seguintes: (4.1, 7.3, 13.2, 18.8, 24.5, 30.8, 38.1, 45.5, 53, 62.2). As-

sumido que o tempo de vida dos transistor, em horas, tem distribuição exponencial:

(a) Construa um intervalo de confiança a 95% para a função de taxa de falha instantânea.

(Sol: I.C.95%(λ) = [0.0031; 0.0111].)

(b) Teste a hipótese do tempo de vida médio dos transistores ser igual a 150 horas.

(Sol: H0 : λ = 1/150 contra H0 : λ 6= 1/150, estat́ıstica de teste: X0 = 2/150Θ ∼ χ2
(20),

com Θ =
∑10

i=1 T(i) +20T(10). Valor observado da estat́ıstica: x0 ≈ 20.55, 0.8 < valor−p <
1.)

Exerćıcio 1.15 Suponha que 30 itens foram simultaneamente colocados em teste até ocorrer a

8a falha. Os tempos de falha registados, em horas, foram: (0.35, 0.73, 0.99, 1.40, 1.45, 1.83, 2.20, 2.72).

Assumido que o tempo de vida dos transistor, em horas, tem distribuição exponencial:

(a) Construa um intervalo de confiança a 95% para a função de fiabilidade.

(Sol: I.C.95%(R(t)) = [e−0.202t; e−0.048t].)

(b) Teste a hipótese do tempo médio dos itens ser no máximo 10 horas.

(Sol: H0 : λ ≥ 1/10 contra H0 : λ < 1/10, estat́ıstica de teste: X0 ∼ χ2
(16). Valor observado

x0 ≈ 14.302 com 0.5 < valor − p < 0.6.)
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Exerćıcio 1.16 Dois programas de computador (I e II) são utilizados para gerar amostras de

variáveis aleatórias exponenciais. Sabendo que os 7 números gerados pelo programa I foram

2.542; 3.508; 5.593; 5.746; 0.054; 0.243, 0.002 e que os 6 números gerados pelo progama II foram

1.371; 7.655; 2.866; 2.966; 7.276; 6.144, respectivamente, acha que há evidência, ao ńıvel de 5%,

para afirmar que os dois programas geradores funcionam de forma semelhante?

(Sol: X0 ∼ F(14,12), R.R. = [0, 0.328] ∪ [3.206,∞], valor observado da estat́ıstica x0 =

0.5361462, logo não rejeitar H0 para α ≤ 5%.)

Exerćıcio 1.17 Os dados seguintes representam os tempos de falha, em minutos, de dois tipos

de componentes eletrónicas sujeitas a uma certa voltagem.

Tipo I 212 88.5 122.3 116.4 124 132 66

Tipo II 34.6 54 162 49 78 121 128

Teste, ao ńıvel de 10%, a hipótese de os dois conjuntos de dados serem originários da mesma

distribuição exponencial.

(Sol: X0 ∼ F(14,14), R.R. = [0, 0.4027]∪[2.4837,∞], valor observado da estat́ıstica x0 = 1.374,

logo não rejeitar H0 para α ≤ 10%.)

Exerćıcio 1.18 Considere um sistema com 4 componentes. Suponha que o sistema funciona

sse as componentes 1 e 2 funcionarem, e se pelo menos uma das outras duas componentes (3 e

4) funcionarem. Represente graficamente o sistema e indique a sua função de estrutura.

(Sol: φ(x) = x1x2[1− (1− x3)(1− x4)].)

Exerćıcio 1.19 Indique os caminhos mı́nimos e os cortes mı́nimos e a função de estrutura do

sistema de 5 componentes abaixo indicado.

(Sol: Caminho mı́nimos: P1 = {1, 5}, P2 = {2, 5}, P3 = {1, 3, 4} e P4 = {2, 3, 4}. Cortes

mı́nimos: C1 = {1, 2}, C2 = {3, 5} e C3 = {4, 5} φ(x) = [1− (1−x1)(1−x2)][1− (1−x3x4)(1−
x5)].)

Exerćıcio 1.20 Prove que a fiabilidade de uma estrutura do tipo 2-de-3, constitúıda por compo-

nentes independentes, com fiabilidades distintas p1, p2 e p3 é igual a p1p2 +p1p3 +p2p3−2p1p2p3.

Exerćıcio 1.21 Obtenha a fiabilidade de uma estrutura 3-de-4, constitúıda por componentes

independentes e com fiabilidades distintas e iguais a p1, p2, p3 e p4.

(Sol: p1p2p3 + p1p3p4 + p2p3p4 + p1p2p4 − 3p1p2p3p4.)

Exerćıcio 1.22 Determine a fiabilidade de um sistema com quatro componentes, que está ope-

racional caso a componente 1 funcione e o mesmo aconteça com pelo menos uma das outra três

componentes.

(Sol: r(p) = E(φ(X)) = p1[1− (1− p2)(1− p3)(1− p4)].)
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Caṕıtulo 2

Simulação Estocástica

Exerćıcio 2.1 Prove que se U é uma v.a. Unif(0, 1) e λ > 0, então X = − 1
λ lnU tem dis-

tribuição Exp(λ). A transformação descrita pode ser usada na geração de números pseudo-

aleatórios da distribuição exponencial.

(Sol: P (X ≤ x) = P (U ≥ e−λx) = 1− FU (e−λx), x > 0, logo fX(x) = fU (e−λx)λe−λx, x > 0

que coincide com a f.d.p. da Exp(λ).)

Exerćıcio 2.2 Suponha que uma componente eletrónica tem tempo de vida T . A componente

tem valor V = 5 se esta falha antes do instante t = 3; caso contrário, ela tem valor V = 2T .

Supondo que T ∼ Exp(1), obtenha a distribuição de V .

Sol: FV (v) =


0, v < 5

1− e−3, 5 ≤ v < 6

1− e−v/2, v ≥ 6

Exerćıcio 2.3 Considere uma v.a. X com distribuição uniforme em [−a, a]. Determine a função

de densidade de probabilidade da v.a. Y = X2.

Sol: fY (y) =

{
1

2a
√
y , 0 < y < a2

0, c.c.

Exerćıcio 2.4 Seja X uma v.a. e seja Y =
(
X − 1

θ

)2
. Obtenha a função densidade de proba-

bilidade de Y no caso em que X ∼ Exp(θ).

Sol:

fY (y) =


θe−1(e−θ

√
y+eθ

√
y)

2
√
y , 0 < y ≤ 1

θ2

θe−1−θ√y

2
√
y , y > 1

θ2

0, c.c.

Exerćıcio 2.5 Suponha que X ∼ N (0, 1). Calcule a f.d.p. das seguintes v.a.:

(a) Y = eX (Y tem distribuição log-normal).

Sol: fY (y) =

{
1

y
√

2π
exp

{
− (log y)2

2

}
, y > 0

0, c.c.

(b) Y = 2X2 + 1

Sol: fY (y) =


1

2
√
π(y−1)

exp
{
−y−1

4

}
, y ≥ 1

0, c.c.
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Exerćıcio 2.6 Sejam X e Y variáveis aleatórias independentes com distribuição Unif(0, 1).

Determine a função densidade de probabilidade das variáveis X + Y e XY .

Sol:

fX+Y (x) =


x, 0 < x < 1

2− x, 1 ≤ x < 2

0, c.c.

,

fXY (x) =

{
log( 1

x), 0 < x < 1

0, c.c.
,

Exerćıcio 2.7 T1 e T2 são os tempos de vida, respectivamente, de uma primeira componente

electrónica e da sua substituta quando a primeira se avariar. T1 e T2 são i.i.d. a uma distribuição

exponencial com valor médio igual a α−1.

(a) Obtenha a distribuição do tempo de sobrevivência de um sistema cuja vida termina quando

a segunda componente se avariar. Identifique essa distribuição. Qual a probabilidade do

sistema sobreviver para além do tempo t?

Sol: T1 + T2 ∼ Gama(2, α). P {T1 + T2 > x} =

{
(1 + αx)e−αx, x > 0

1, c.c.

(b) Obtenha a distribuição de T2 − T1. Identifique essa distribuição. Qual a probabilidade da

segunda componente durar mais do que a primeira?

(Sol: fT2−T1(x) = α
2 e
−α|x|, x ∈ IR e P {T2 − T1 > 0} = 1

2 .)

Exerćıcio 2.8 Seja (X1, X2) uma vector aleatório com f.d.p. uniforme no quadrado ]0, 1[×]0, 1[.

Determine a f.d.p.conjunta de Y1 = X1 +X2 e Y2 = X1 −X2.

Sol :fY1,Y2(y1, y2) =

{
1
2 , 0 < y1+y2

2 < 1 , 0 < y1−y2
2 < 1

0, c.c.

Exerćıcio 2.9 Suponha que X1, . . . , Xn são v.a. independentes. Determine, usando funções

geradoras de momentos, a distribuição de Y = X1 + . . . + Xn nos seguintes casos em que para

i = 1, 2, . . . , n:

(a) Xi ∼ Gama(αi, λ).

(Sol: MY (t) = ( λ
λ−t)

∑n
i=1 αi , t < λ.)

(b) Xi ∼ Exp(λ)

(Sol: MY (t) = ( λ
λ−t)

n, t < λ.)

(c) Xi ∼ N (µi, σ
2
i ).

(Sol: MY (t) = e
∑n
i=1 µit+

∑n
i=1 σ

2
i t

2/2.)

(d) Xi ∼ Poi(λi).

(Sol: MY (t) = e
∑n
i=1 λi(e

t−1).)
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(e) X ∼ Geom(p).

(Sol: MY (t) =
(

pet

1−(1−p)et

)n
, t < ln(1/(1− p)).)

Exerćıcio 2.10 A transformação seguinte (onde U1 e U2 são variáveis uniformes em (0, 1) e

independentes) é muito utilizada na prática:

X1 = (−2 lnU1)1/2 cos (2πU2)

X2 = (−2 lnU1)1/2 sen (2πU2)

Obtenha as funções densidade de probabilidade de X1 e X2 e diga se essas variáveis são ou não

independentes. Qual é a utilidade prática desta transformação?

(Sol: Xi ∼ N (0, 1), i = 1, 2 e X1 e X2 são v.a. independentes. Esta transformação é

importante para gerar números pseudo-aleatórios com distribuição N (0, 1), a partir de números

pseudo-aleatórios com distribuição Unif(0, 1).)

Exerćıcio 2.11 Sejam Xi v.a.’s i.i.d com Xi ∼ Exp(λ), i = 1 . . . , n e seja Y =
∑n

i=1Xi. Supo-

nha que tem dispońıvel um simulador de números pseudo-aleatórios uniformemente distribúıdos

em (0, 1).

(a) Usando uma função geradora conveniente deduza a distribuição de Y assim como o seu

valor esperado e variância.

(Sol: Y ∼ Gama(n, λ), E(X) = n
λ e V AR(X) = n

λ2
.)

(b) Diga como proceder para simular números pseudo-aleatórios da distribuição de Xi.

(Sol: Método da transformação inversa.)

(c) Diga como proceder para simular números pseudo-aleatórios da distribuição de Y .

(Sol: Método da transformação inversa.)

Exerćıcio 2.12 Sejam Xi v.a.’s i.i.d a X com X ∼ N(0, 1), i = 1 . . . , n. Suponha que tem

dispońıvel um simulador de números pseudo-aleatórios uniformemente distribúıdos em (0, 1).

(a) Usando uma função geradora conveniente, que deve calcular, deduza a distribuição de

Y =
∑n

i=1Xi assim como o seu valor esperado e variância.

(Sol: Y ∼ N(0, n).)

(b) Diga como proceder para simular números pseudo-aleatórios oriundo de uma distribuição

aproximada à da v.a. X.

(Sol: Aplicando o t.l.c..)

(c) Considere a v.a. W = eX , deduza a distribuição de W e diga como proceder para simular

números pseudo-aleatórios da distribuição de W .

(Sol: W ∼ LN(0, 1), para simular w utilizar, por exemplo, a transformação de Box-

Muller.)
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Exerćıcio 2.13 Um par aleatório (X,Y ) em IR2 tem distribuição normal bivariada com parâmetros

(µ1, µ2, σ1, σ2, ρ) se a sua função densidade de probabilidade conjunta é:

fXY (x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

e
− 1

2(1−ρ2)

[(
x−µ1
σ1

)2
−2ρ

x−µ1
σ1

y−µ2
σ2

+
(
y−µ2
σ2

)2]

(a) Mostre que X ∼ N
(
µ1, σ

2
1

)
e Y ∼ N

(
µ2, σ

2
2

)
.

(b) Mostre que X e Y são independentes se e só se ρ = 0.

Exerćıcio 2.14 (X,Y ) tem distribuição normal bivariada com µX = 5, µY = 10, σ2
X = 1 e

σ2
Y = 25. Determine ρ sabendo que P (4 < Y < 16|X = 5) = 0.954.

(Sol: ρ = ±0.7990.)

Exerćıcio 2.15 Sejam X1 e X2 v.a.’s i.i.d. a X ∼ N(0, 1) e considere Y1 = 2X1 + X2 e

Y2 = X1 −X2. Identifique a distribuição conjunta do par (Y1, Y2) e os respetivos parâmetros.

(Sol: Y = (Y1, Y2) ∼ N2(0,Σ) com Σ =

[
5 1

1 2

]
.)

Exerćıcio 2.16 Considere o vetor aleatório X = (X1, X2) ∼ N2(0, σ2I2) e o quadrado da

distância de Mahalanobis ∆2 = (X− µ)′Σ−1(X− µ). Deduza a distribuição de ∆2 e indique o

seu quantil 0.95.

(Sol: ∆2 ∼ χ2
(2) e χ0.95(∆2) = 5.991.)

Exerćıcio 2.17 Considere X ∼ U(0, 1). Deduza a distribuição de Y = 1 − X e calcule

Cov (X,Y ).

(Sol: Y ∼ U(0, 1), Cov (X,Y ) = − 1
12

Exerćıcio 2.18 Obtenha a função geradora de probabilidades da v.a. X e use a mesma para

calcular E {X} e V ar {X} nos seguintes casos:

(a) X ∼ Bin(n, p), n ∈ IN, 0 < p < 1.

(b) X ∼ Poi(λ), λ > 0.

(c) X ∼ Geom(p), 0 < p < 1.

Exerćıcio 2.19 Suponha que X1, . . . , Xn são v.a. independentes. Determine, usando a função

geradora de probabilidades, a distribuição de Y = X1 + . . . + Xn nos seguintes casos em que

para i = 1, 2, . . . , n:

(a) Xi ∼ Bin(n, p), n ∈ IN 0 < p < 1.

(b) Xi ∼ Poi(λ), λ > 0.

(c) Xi ∼ Geom(p), 0 < p < 1.
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Exerćıcio 2.20 O número de frutos produzidos por uma árvore é uma variável aleatória X.

Alguns destes frutos, em número de Y , são atacados por uma larva, o que os torna impróprios

para consumo. Supondo que X possui distribuição de Poisson de parâmetro λ e ainda que cada

fruto é atacado pela larva com probabilidade p, independentemente dos outros frutos, determine:

(a) A função de probabilidade de Y condicional a X = n, com n ∈ IN .

(b) Deduza a função de probabilidade de Y

i) sem utilizar funções geradoras,

ii) utilizando funções geradoras.

(c) Conclua que o número de frutos da árvore que são atacados por larvas (Y ) é independente

do número de frutos que não são atacados por larvas (X−Y ) e que estas variáveis aleatórias

possuem distribuições de Poisson de parâmetros λp e λ(1− p), respetivamente.

(d) Suponha que Z e W são variáveis aleatórias independentes com distribuições de Poisson

de parâmetros α e β, respetivamente. Com base nos resultados das aĺıneas anteriores,

identifique a distribuição de Z condicional a Z +W = n, n ∈ IN.

Sol: (a) (Y |X = n) ∼ Bin(n, p). (b) Y ∼ Poi(λp). (c) Usar o facto de, para k, l ∈ IN0,

P (Y = k,X − Y = l) = P (Y = k,X = l + k) = P (X = l + k)P (Y = k|X = l + k). (d) Para

n ∈ IN , (Z|Z +W = n) ∼ Bin (n, α/[α+ β]).

Exerćıcio 2.21 Se X ∼ BinNeg
(
5, 1

4

)
, calcule P {X = 12} usando a tabela da distribuição

binomial.
(Sol: P (X = 12) = P (Y2 = 4) 1

4 = 0.043025, com Y2 ∼ Bin(11, 1
4).)

Exerćıcio 2.22 Para levar a cabo uma investigação relativa à eficácia de um novo tratamento

para uma doença rara, cuja incidência na população em geral é de 0.5%, é preciso usar 30 pessoas

com a doença para realizar um ensaio cĺınico. Escreva a função de probabilidade do número

de pessoas que é preciso observar até encontrar as 30 pessoas necessárias para realizar o ensaio.

Qual é o número médio de pessoas que é preciso entrevistar?

(Sol: X ∼ BN(30, 0.005), E[X] = 6000.)

Exerćıcio 2.23 Um dispositivo eletrónico faz parar uma máquina automática de encher conse-

cutivamente pacotes de um determinado produto assim que é detectado o terceiro pacote com

peso inferior ao nominal. Sendo p = 0.2 a probabilidade de um pacote ter peso inferior ao

peso nominal, calcule a probabilidade de a máquina ser parada antes de ter conseguido encher

7 pacotes.

(Sol: ' 0.0989.)

Exerćıcio 2.24 Uma v.a. Λ tem distribuição Gama (n, α), com n inteiro. Outra v.a. X tem,

para cada λ fixo, distribuição Poisson (λ). Mostre que X tem distribuição binomial negativa∗

e identifique os seus parâmetros.
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Exerćıcio 2.25 Suponha que uma experiência tem r resultados posśıveis e que o i-ésimo re-

sultado ocorre com probabilidade pi,

(
0 < pi < 1,

r∑
i=1

pi = 1

)
. São efectuadas n repetições

independentes da experiência. Define-se Xi como sendo o número de observações que são iguais

ao i-ésimo resultado (i = 1, 2, . . . , r).

(a) Justifique que X = (X1, . . . , Xr) tem função massa de probabilidade

P {X = (n1, . . . , nr)} =

 n!
n1!...nr!

pn1
1 . . . pnrr , ni ∈ {0, 1, . . . , n} ,

r∑
i=1

ni = n

0, c.c.

Diz-se que X ∼Multinomial (n, p1, . . . , pr).

(b) Verifique que se r = 2 então a multinomial reduz-se à binomial.

(c) Calcule E {Xi} e V ar {Xi}.

(Sol: E{Xi} = npi, V ar{Xi} = npi(1− pi), i ∈ {1, . . . , r}.)

(d) Calcule, para i 6= j, Cov (Xi, Xj).

(Sol: Cov(Xi, Xj) = −npipj , i 6= j)

(e) Serão Xi e Xj v.a. independentes (i 6= j)?

(Sol: Xi e Xj são v.a. dependentes.)

Exerćıcio 2.26 Numa transmissão digital de mensagens (de comprimento fixo) sabe-se que as

probabilidades de que uma mensagem sofra distorção elevada, média ou baixa são 0.01, 0.04 e

0.95, respectivamente. Admite-se que as distorções ocorrem de forma independente. Suponha

que são transmitidas 20 mensagens. Considere as seguintes variáveis aleatórias:

· X1: no de mensagens (nas 20) que chegaram com distorção elevada;

· X2: no de mensagens (nas 20) que chegaram com distorção média;

· X3: no de mensagens (nas 20) que chegaram com distorção baixa.

(a) Indique a distribuição do vector aleatório X = (X1, X2, X3) e calcule o respectivo valor

esperado e matriz de covariâncias.

(Sol: X ∼Multinomial(20, 0.01, 0.04, 0.95)

E(X) = (0.2, 0.8, 19)T , V ar(X) =

 0.198 −0.008 −0.190

0.768 −0.760

0.950

 .)
(b) Calcule P (X1 = 2), P (X1 = 0, X2 = 1, X3 = 19) e P (X3 = 18|X2 = 0).

(Sol: P (X1 = 2) = 0.0159, P (X1 = 0, X2 = 1, X3 = 19) = 0.3019 e P (X3 = 18|X2 = 0) =

0.0171.)

(c) Construa um algoritmo para simular valores do vector aleatório (X1, X2, X3).

12



Exerćıcio 2.27 Construa um algoritmo eficiente para simular valores da v.a. X: P (X = 1) =

0.3, P (X = 2) = 0.2, P (X = 3) = 0.35 e P (X = 4) = 0.15.

(Sol: Método de aceitação-rejeição com a variável aleatória auxiliar Y ∼ Unif {1, 2, 3, 4} .)

Exerćıcio 2.28 Considere uma v.a. X ∼ BN(r, p).

(a) Usando a relação entre as v.a’s binomial negativa e geométrica construa um algoritmo

para simular valores da v.a. X.

(b) Usando uma relação recursiva entre as probabilidades de X nos pontos j + 1 e j construa

um algoritmo que permite simular valores da v.a. X.

Exerćıcio 2.29 Considere uma v.a. R ∼ Unif{1, 2, 3, 4} e X1, X2, . . . uma sequência de v.a.’s

i.i.d. a X ∼ Exp(1). Admita ainda que, outra v.a. Y é tal que (Y |X = x) ∼ Poi(x).

(a) Considere a v.a. Z = (Y |X = x). Deduza a função geradora de probabilidades de Z e

utilize-a para calcular os dois momentos fatoriais µ(i), i = 1, 2.

(Sol: PZ(s) = ex(s−1), µ(1) = x e µ(2) = x2.)

(b) Descreva algoritmos, com N passos, que permitem:

i) Estimar p = P (S > 8), onde S =
∑r

i=1Xi.

ii) Estimar o valor médio de Y , utilizando simulação condicional.

(c) Mostre que a função de probabilidade marginal de Y é P (Y = y) = (1
2)(1

2)y, y ∈ IN0.

Construa um algoritmo para simular um valor desta v.a..

Exerćıcio 2.30 Considere uma sucessão de variáveis v.a.’s i.i.d. a X ∼ Geo(p) e Y =
∑R

i=1Xi

com R ∼ Bin(4, 0.2). Admita ainda que outra v.a. W é tal que Z = (W |Y = y) ∼ Uni(0, y).

(a) Deduza a função geradora de probabilidades de X e utilize-a para identificar a distribuição

da v.a. Y .

(Sol: PY (s) = ( ps
1−s(1−p))r, Y ∼ BN(r, p).)

(b) Descreva um algoritmo para simular K valores da v.a. X.

(c) Condicional a R = r, descreva algoritmos com N passos que permitem:

i) Estimar p = P (Y > 8).

ii) Estimar o valor médio de W .

(d) Considere a v.a. Z e seja I = I(Z ≤ ay), onde I é a função indicadora da realização

de Z ≤ ay, com 0 < a < 1. Suponha que se pretende estimar, recorrendo a simulação

de Monte-Carlo, a probabilidade seguinte: p = P (Z ≤ ay). Considere para esse efeito o

estimador T = I + c(Z − E(Z)). Determine o valor de c que minimiza a variância de T .

T é um estimador de que tipo?

(Sol: c = 6a(1−a)
y . T é um estimador que utiliza Z como variável de controle.)
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Exerćıcio 2.31 Considere o vector aleatório X = (X1, X2, X3) ∼ Multinomial(20; 0.3, 0.5, 0.2).

Construa um algoritmo para simular N valores deste vector aleatório. Diga como diminuir a

variabilidade dos resultados à custa de variáveis antitéticas.

Exerćıcio 2.32 Suponha queX eW são obtidos por simulação e E(X) = E(W ) = θ. Considere

o estimador combinado de θ, T = αX+(1−α)W . Encontre o valor de α que minimiza a variância

de T.
(Sol: α = −cov(X,W )−V ar(W )

V ar(X−W ) − cov(X−W,W )
V ar(X−W ) .)

Exerćıcio 2.33 Suponha que pretende estimar a Pf (X > a), onde X é uma v.a. positiva

com f.d.p. fX(x) e a um valor na cauda sua distribuição. Usando o método de simulação com

amostragem por importância, e gerando Xi a partir da densidade de uma v.a. exponencial com

parâmetro λ, escreva o algoritmo para simular a probabilidade pretendida.

Exerćıcio 2.34 Construa um algoritmo para a geração de uma valor da variável aleatória X,

cuja função densidade de probabilidade é:

fX (x) =


x/2, 0 ≤ x < 1

1/2, 1 ≤ x < 2

(3− x) /2, 2 ≤ x < 3

0, c.c.

Exerćıcio 2.35 Determine um algoritmo que usa o método da transformação inversa para a

geração de um valor da variável aleatória cuja função massa de probabilidade é:

P (X = x) =

(
3

x

)
(1/3)x(2/3)3−x, x = 0, 1, 2, 3.

Exerćıcio 2.36 Determine um algoritmo que usa o método da transformação inversa para a

geração de um valor da variável aleatória X, com a função de distribuição:

FX(x) =

(
1− 2cos−1(x)

π

)
, 0 ≤ x ≤ 1.

Exerćıcio 2.37 Construa um algoritmo de aceitação-rejeição para gerar um valor de uma

variável aleatória X ∼ G(3
2 , 1).

Exerćıcio 2.38 Construa um algoritmo de aceitação-rejeição para gerar um valor da variável

aleatória X com função densidade de probabilidade fX(x) = 12x(1− x)2, 0 < x < 1.

Exerćıcio 2.39 Construa um algoritmo de simulação de Monte Carlo, recorrendo à geração

de números pseudo-aleatórios da distribuição U(0, 1), para estimar a função de distribuição

Φ(x) =
∫ x
−∞

1√
2π
et

2/2dt de uma variável aleatória normal padrão:

(a) Sem redução de variância.

(b) Com redução de variância usando variáveis antitéticas.

Exerćıcio 2.40 Considere o parâmetro θ = E(eU ) onde U ∼ U(0, 1) e sejam T = eU e T1 =

T + c(U − E(U)).
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(a) Escreva, com base em T , um algoritmo de simulação de Monte Carlo com N passos para

estimar θ.

(b) Deduza a expressão da constante c que torna mı́nimo o erro quadrático médio de T1. T1

é um estimador de que tipo?

(c) Calcule o valor de c e a eficiência de T1 relativamente a T .

(d) Escreva, com base em T1, um algoritmo de simulação de Monte Carlo com N passos para

estimar θ.

Exerćıcio 2.41 Considere a variável aleatória X ∼ Exp(2) e outra variável aleatória Y da qual

se sabe que (Y |X = x) ∼ N(x, 9). Escrevendo θ = P (Y > 2) como o valor esperado de uma

função de X, indique um algoritmo com N passos que permita estimar θ.
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Caṕıtulo 3

Testes não paramétricos

Exerćıcio 3.1 Um novo medicamento para a hipertensão foi testado em 18 pacientes. Após 40

dias de tratamento foram registadas as seguintes alterações na pressão arterial:

alteração -5 -1 +2 +8 -25 +1 +5 -12 -16

alteração -9 -8 -18 -5 -22 +4 -21 -15 -11

Use o teste dos sinais para averiguar se o medicamento tem efeito na diminuição da pressão

sangúınea.
(Sol: H0 : χ 1

2
= 0 contra H1 : χ 1

2
< 0. Estat́ıstica de teste S18 ∼ Bin(18, 1

2), valor observado

da estat́ıstica s18 = 5 e valor − p = 0.04813.)

Exerćıcio 3.2 Use o teste de Wilcoxon para analisar os dados do exerćıcio anterior e diga quais

as suposições adicionais inerentes à aplicação deste teste.

(Sol: Assumindo que a distribuição é simétrica, estat́ıstica de Wilcoxon X0 =
T+−n(n+1)

4√
n(n+1)(2n+1)

24

tem distribuição aproximada N(0, 1). Valor observado da estat́ıstica x0 ≈ −2.72 e valor − p ≈
0.0033.)

Exerćıcio 3.3 Para avaliar a precisão de dois nónios diferentes (I e II), 12 inspetores mediram
o diâmetro de uma peça metálica tendo-se obtido os seguintes resultados:

inspector 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

nónio I 0.265 0.265 0.266 0.267 0.267 0.265 0.267 0.267 0.265 0.268 0.268 0.265

nónio II 0.264 0.265 0.264 0.266 0.267 0.268 0.264 0.265 0.265 0.267 0.268 0.269

(a) Usando dois testes de hipóteses convenientes compare o funcionamento dos nónios.

(Sol: H0 : µX−µY = 0 contra H1 : µX−µY 6= 0. Teste dos sinais, s8 = 6, valor−p = 0.289.

Teste de Wilcoxon, t+ = 21.5, valor − p = 0.6408.

(b) Considerando agora os dados referentes às medições efetuadas com o nónio II, efetue dois

testes de hipóteses para avaliar a hipótese do comprimento mediano obtido com esse nênio

ser 0.266.

(Sol: H0 : χ 1
2

= 0.266 contra H1 : χ 1
2
6= 0.266. Estat́ıstica de teste dos sinais S11 ∼

Bin(11, 1
2), valor observado da estat́ıstica s11 = 5 e valor − p ≈ 1. Teste de Wilcoxon, valor

observado da estat́ıstica t+11 = 33 e valor − p ≈ 1.)
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Exerćıcio 3.4 Registaram-se valores da pressão diastólica de 26 homens seleccionados aleato-

riamente:

64 65 68 70 71 72 73 74 76 77 78 78 79

80 80 81 82 82 83 83 84 85 84 86 86 87

Teste se o 1oquartil da variável aleatória em estudo é igual a 78.

(Sol: H0 : χ 1
4

= 78 contra H1 : χ 1
4
6= 78. Teste dos sinais S24 ∼ Bin(24, 3

4) e resulta que

X0 = S24−18√
4.5

tem distribuição aproximada N(0, 1). Valor observado da estat́ıstica, x0 ≈ −1.89,

valor − p ≈ 0.0588.)

Exerćıcio 3.5 Pretende-se comparar duas culturas laboratoriais (A e B) quanto ao número

de bactérias que nelas se desenvolvem. De cada uma das culturas foi retirada uma amostra,

registando-se o número de bactérias por unidade de volume, e obteve-se:

cultura A 32 29 34 47 33 27

cultura B 38 36 31 42 35 40 39 30

Avalie a hipótese de o número de bactérias não ser influenciado pelo tipo de cultura.

(Sol: H0 : µX − µY = 0 contra H1 : µX − µY 6= 0. Teste de Mann-Whitney-Wilcoxon,

t6,8 = 35, valor − p ≈ 0.2284.)

Exerćıcio 3.6 Foram testados três insecticidas de diferentes marcas (A, B e C) e registou-se o

número de insectos mortos por cada um deles:

A 72 65 67 75 62

B 67 75 63 68 73

C 68 67 61 72 70

Avalie se é posśıvel concluir que os três insecticidas têm o mesmo efeito mortifero.

(Sol: H0 : Os três insecticidas têm o mesmo efeito mortifero,
H1 : Os três insecticidas não têm o mesmo efeito mortifero,
Estat́ıstica de Kruskal-Wallis: k5,5,5 ≈ 0.38, 0.8 < valor − p < 0.85.)

Exerćıcio 3.7 Num estudo de limnologia mediu-se o pH de oito amostras de água de cada uma

de quatro barragens, tem-se obtido:

Barragem 1 7.68 7.69 7.70 7.70 7.72 7.73 7.73 7.76

Barragem 2 7.71 7.73 7.74 7.74 7.78 7.78 7.80 7.81

Barragem 3 7.74 7.75 7.77 7.78 7.80 7.81 7.84 7.86

Barragem 4 7.71 7.71 7.74 7.79 7.81 7.85 7.87 7.91

Averigue se as águas das quatro barragens têm o mesmo valor de pH.

(Sol: H0: O valor do pH da água é o mesmo nas 4 barragens;
H1 : O valor do pH da água não é o mesmo nas 4 barragens.
Estat́ıstica de Kruskal-Wallis: k8,8,8,8 ≈ 12.6428, 0.005 < valor − p < 0.01.)
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Caṕıtulo 4

Processos de Poisson

Exerćıcio 4.1 Impulsos ruidosos que ocorrem em uma transmissão de TV digital podem ser

modelados por um processo de Poisson com uma taxa 5 impulsos por hora.

(a) Qual é a probabilidade que ocorram no máximo 5 impulsos em uma transmissão de 24

minutos de duração.

(Sol: 0.9834)

(b) Suponha que um pacote de dados transmitido é codificado de modo que os erros cau-

sados por no máximo 3 impulsos podem ser corrigidos. Qual é a probabilidade de uma

transmissão de meia hora de duração não poder ser corrigida?

(Sol: 0.2424)

(c) Neste sistema de transmissão, se o número de impulsos ruidosos registrado estiver entre 0

e 3 o código corretor consegue corrigir os erros. Se o número de impulsos estiver entre 3 e

6, o sistema de recepção solicita o reenvio dos dados. Quando a quantidade de impulsos

estiver entre 6 e 10 o sistema sofre interrupção. Numa transmissão de meia hora, qual a

probabilidade que haja interrupção no fornecimento dos serviços?

(Sol: 0.01413)

Exerćıcio 4.2 O Evaristo e o João entram simultaneamente numa barbearia: o Evaristo para

lhe fazerem a barba, o João para lhe cortarem o cabelo. Supondo que o Evaristo e o João

são imediatamente atendidos e que a duração de um corte de cabelo (barba) tem distribuição

exponencial de valor esperado 20 (15) minutos, calcule a probabilidade do João se despachar

antes do Evaristo.

(Sol: 3/7)

Exerćıcio 4.3 Considere que três clientes - A, B e C - entram simultaneamente numa estação

de correios com dois “guichets”de atendimento. A e B dirigem-se para os “guichets”, onde são

imediatamente atendidos por dois funcionários, ao passo que C só será atendido quando A ou

B abandonarem os respectivos “guichets”. Qual é a probabilidade de A ser o último cliente a

abandonar a estação de correios, sabendo que a duração do serviço prestado por qualquer dos

funcionários é:
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(a) de exatamente 10 minutos?

(Sol: 0)

(b) uma v.a. uniforme discreta em {1, 2, 3}?

(Sol: 1/27)

(c) uma v.a. exponencial com valor esperado 1/λ?

(Sol: 1/4)

Exerćıcio 4.4 O número de sinais emitidos por uma fonte no intervalo (0, t], tem distribuição

de Poisson(λt). Cada sinal é registado por um receptor com probabilidade p, independentemente

dos restantes sinais emitidos. Seja X(t) o número de sinais registados pelo receptor.

(a) Calcule a função de probabilidade de X(t)|N(t) = n.

(Sol: (X(t)|N(t) = n) ∼ Bin(n, p))

(b) Determine a distribuição de X(t).

(Sol: X(t) ∼ Poi(λpt).)

Exerćıcio 4.5 Um sistema é constitúıdo por duas componentes, 1 e 2, montadas em paralelo,

e possui um sinal que indica a falha das componentes. Os tempos de funcionamento das com-

ponentes são exponenciais, independentes, com taxas λ1 e λ2, respectivamente. Algum tempo

após o sistema estar em funcionamento foi emitido o sinal indicando que um deles falhou, mas

sem se saber qual. Qual é o valor esperado do tempo adicional de funcionamento do sistema?

(Sol: E(T ) =
λ21+λ22

λ1λ2(λ1+λ2) .)

Exerćıcio 4.6 O número de carros que cruzam um certo ponto de uma autoestrada até um

determinado instante segue um processo de Poisson com taxa λ = 3 por minuto. Se uma pessoa

atravessar a estrada cegamente naquele ponto, qual é a probabilidade de ela sair ilesa se a

travessia durar s segundos? Suponha que se um carro passar pelo ponto durante a travessia a

pessoa fica ferida. Faça o cálculo para s = 2, 5, 10 e 20.

(Sol: ' 0.9048;' 0.7788;' 0.6065;' 0.3678.)

Exerćıcio 4.7 Num aeroporto internacional descolam aviões com destino a locais nacionais

(voos domésticos) e internacionais (voos internacionais), com probabilidades 1/4 e 3/4, res-

petivamente. Suponha que os aviões (de voos domésticos ou internacionais) descolam desse

aeroporto de acordo com um processo de Poisson com taxa 40 por hora.

(a) Sabendo que no peŕıodo de uma hora descolam 20 aviões, identifique a distribuição do

número de voos domésticos, nesse peŕıodo, e calcule a probabilidade de descolarem pelo

menos 5 voos domésticos.

(Sol: (XD|Y = (XD +XI) = 20) ∼ Bin(20, 1/4); ' 0.5852.)

(b) Qual é a probabilidade de num peŕıdo de 15 minutos descolarem no máximo 3 voos in-

ternacionais? Em média, quantos minutos se deve esperar até que descolem 30 voos

internacionais?

(Sol: ' 0.05915; 60 minutos.)

19



Exerćıcio 4.8 Utentes dirigem-se a uma cĺınica de diagnóstico para efetuar uma ressonância

magnética de acordo com um processo de Poisson com taxa 1 (por 10 minutos) ou análises

sangúıneas de acordo com um processo de Poisson com taxa 4 (por 10 minutos).

(a) Qual é a probabilidade de chegar primeiro um utente para realizar uma análise sangúınea

do que um utente para realizar uma ressonância magnética.

(Sol: 4/5.)

(b) Num intervalo de tempo de 15 minutos, qual é a probabilidade de entrarem 2 utentes

para realizar uma ressonância magnética nos primeiros 10 minutos e outros 2 utentes para

realizar o mesmo diagnóstico nos últimos 10 minutos.

(Sol: ' 0.0593.)

Exerćıcio 4.9 Suponha que o número de clientes que utilizam uma máquina de bebidas num

peŕıodo de t minutos é modelado por um processo de Poisson com taxa 1
4 . Admita que cada vez

que um cliente coloca dinheiro na máquina tem 2
3 de probabilidade da bebida ser fresca.

(a) Sabendo que num peŕıodo de meia hora 10 clientes utilizaram a máquina, identifique a

distribuição do número de bebidas frescas que a máquina forneceu.

(Sol: (X(30)|N(30) = 10) ∼ Bin(10, 2/3).)

(b) Admitindo que a máquina tem um número infinito de bebidas, deduza a distribuição do

número de bebidas frescas que a máquina fornece. Calcule a probabilidade de pelo menos

6 clientes terem bebidas frescas.

(Sol: X(t) ∼ Poi(t/6); ' 0.384.)

Exerćıcio 4.10 Duas máquinas A e B, que funcionam independentemente, têm tempos de vida

modelados por distribuições exponenciais com valores médios 2 e 1, respetivamente. Considere

que a máquina A está em funcionamento desde o instante 0 enquanto que a máquina B entra em

funcionamento no instante T . Calcule a probabilidade da máquina A falhar antes da máquina

B admitindo que T tem distribuição exponencial com parâmetro 1 e é independente dos tempos

de vida das máquinas A e B.
(Sol: 5/9)

Exerćıcio 4.11 Suponha que num peŕıodo de t minutos chegam chamadas a uma central te-

lefónica por duas linhas, linha 1 e linha 2, de acordo com dois processos de Poisson independentes

com taxas 1.5 e 1.0, receptivamente.

(a) Num peŕıodo de 1 minuto, qual é a probabilidade de chegar primeiro uma chamada da

linha 1 do que da linha 2?

(Sol: 0.6)

(b) Deduza a distribuição do tempo de espera até à ocorrência da primeira chamada telefónica.

Qual é a probabilidade de ser necessário esperar pelo menos 1 minuto até à primeira

chamada telefónica?

(Sol: T ∼ Exp(2.5); ' 0.082. )

20



(c) Num peŕıodo de 5 minutos, escreva a expressão da probabilidade de chegarem 3 chamadas

à central nos primeiros 4 minutos e 4 chamadas nos últimos 3 minutos.

(d) Sabendo que num peŕıodo de 1 minuto a central recebeu só uma chamada, deduza a dis-

tribuição do instante da ocorrência dessa chamada. Qual é a probabilidade dessa chamada

ter sido recebida num peŕıodo de meio minuto?

(Sol: (T1|X(1) = 1) ∼ U(0, 1); 0.5. )
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Caṕıtulo 5

Processo de Ramificação de

Galton-Watson

Exerćıcio 5.1 Seja {Zn, n ≥ 0} um processo de ramificação de Galton-Watson em que o

número de descendentes diretos de um indiv́ıduo tem função de probabilidade p0 = p1 = 0.5.

Como classifica este processo em termos do seu valor médio?
(Sol: Processo subcŕıtico que vai morrer com probabilidade 1.)

Exerćıcio 5.2 Seja {Zn, n ≥ 0} um processo de ramificação de Galton-Watson em que o

número de descendentes diretos de um indiv́ıduo tem função de probabilidade p0 = p2 = 0.5.

Calcule a probabilidade de extinção da n−ésima geração, πn, para n = 1, 2, 3, 4, 5.

(Sol: Π0 = 0, Π1 = 0.5, Π2 = 0.625, Π3 = 0.695, Π4 = 0.74. e Π5 = 0.775.)

Exerćıcio 5.3 Seja {Zn, n ≥ 0} um processo de ramificação de Galton-Watson em que o

número de descendentes diretos de um indiv́ıduo possui distribuição Bin(3, p).

(a) Em que condições há extinção certa desta população?

(Sol: Quando p < 1
3 .)

(b) Considerando que p = 1/2, escreva a expressão do tamanho médio e da variância da

n−ésima geração e obtenha estes valores para a 5a geração.

(Sol: E(Zn) = µn = 3
2

n
, E(Z5) = 0.07776; var(Zn) = 3

4 ×
3
2

n−1
(

1− 3
2

n

1− 3
2

)
, var(Z5) =

50.07129.)

Exerćıcio 5.4 Considere {Zn, n ≥ 0} um processo de ramificação de Galton-Watson. Calcule

a probabilidade de extinção da população quando o número de descendentes diretos de um

indiv́ıduo tem função de probabilidade:

(a) p0 = 0.5 p1 = p2 = 0.25,

(Sol: Π = 1.)

(b) p0 = p1 = 0.25, p2 = 0.5,

(Sol: Π = 0.5.)
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(c) p0 = p1 = 0.2, p2 = 0.6.

(Sol: Π = 1
3 .)

Exerćıcio 5.5 Seja {Zn, n ≥ 0} um processo de ramificação de Galton-Watson em que o

número de descendentes diretos de um indiv́ıduo, X, possui distribuição Bin(2, 3/4).

(a) Calcule a probabilidade de extinção da população.

(Sol= Π = 1
9 .)

(b) Calcule o valor esperado do número de indiv́ıduos na geração 1 dado que a população se

extingue.

(Sol: A =“Extinção”; E(Z1|A) = 0.5.)

Exerćıcio 5.6 Seja {Zn, n ≥ 0} um processo de ramificação de Galton-Watson em que a

variável aleatória número de descendentes diretos de um indiv́ıduo, X, tem função de pro-

babilidade: p0 = 1/7, p1 = 4/7 e p2 = 2/7. Assuma que o processo é iniciado com um único

indiv́ıduo.

(a) Calcule a probabilidade de a população estar extinta ao fim de 2 gerações.

(Sol: Π2 ≈ 0.2303.)

(b) Calcule o tamanho médio da população na n−ésima geração, quando n→∞, e classifique

a população. Calcule a probabilidade de extinção da população.

(Sol: E(Zn) = 8
7

n
e limx→∞

8
7

n
=∞, população supercŕıtica. Π = 0.5.)

(c) Calcule o valor esperado do número de indiv́ıduos na geração 1 dado que a população se

extingue.

(Sol: A =“Extinção”; E(Z1|A) = 6
7 .)

Exerćıcio 5.7 Seja {Zn, n ≥ 0} um processo de ramificação de Galton-Watson o qual é iniciado

com um único indiv́ıduo.

(a) Assumindo que o número de descendentes diretos de um indiv́ıduo é modelado por X ∼
Bin(2, 3/5), calcule:

(i) A probabilidade de a população se extinguir ao fim de 3 gerações.

(Sol: Π3 ≈ 0.299876.)

(ii) A probabilidade de extinção da população.

(Sol: Π = 4
9 .)

(b) Calcule a probabilidade de a população se extinguir em 3 gerações quando o número

de descendentes diretos de um indiv́ıduo é modelado por W ∼ Geometrica∗(1/2), com

P (W = k) = 1
2

k+1
, k ∈ IN. Generalize esta probabilidade para a n−ésima geração e

obtenha a probabilidade de extinção da população. Comente.

(Sol: Π0 = 0, Π1 = 1
2 , Π2 = 2

3 , Π3 = 3
4 , logo Πn = n

n+1 . limx→∞
n
n+1 = 1 = Π, a população

é subcŕıtica.)
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