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I (6 val.)

1. Considere a sucessao de termos positivos definida por

(an +4)a,

5 n € N.

ar =1, apy1=

(i) Mostre por indugdo matemética que a sucessao a, é monétona.

(ii) Verifique que a sucessao a, é convergente.

n+3\"
(iii) Determine o limite da sucesséo a, + ( + ) .

n

Resolucgao.

(i)

as = 5/6 < a;. Pretende-se provar que a,+1 — a, < 0 para todo n € N, ou seja que a sucessao
é estritamente decrescente. Por inducao matemadtica, para n = 1, tem-se ay — a; < 0. Para
n = m, mostre-se que se Gm4+1 — Ay < 0 entao am42 — am41 < 0.

2 2
_ a’m+1 — Qo + Um+41 — Gm _ (am-i-l - am)(am-i-l + am) + Am+1 — Am 0
Am+2 — Qm41 = 6 - 6 <0,

POIS a1 — G < 0 da hipdtese de indugdo € ayp41 + @y > 0 (sucessao de termos positivos).

Uma vez que a sucessao a,, é estritamente decrescente e determos positivos, tem-se 0 < a,, <
a1 = 1, para todo o n € N. Como a sucessao é monoténa e limitada, entdo é convergente.

A sucessao a,, é convergente, represente-se o limite de a,, por a.
Toda a subsucessao de a,, é convergente, em particular a, 11 — a. Por outro lado a sucessao

an(an +4 L mite ¢ 140
% também é convergente e o seu limite é 6 vindo
2
a 4a
a = % a2 —4a=0

Concluindo-se que a = 0 uma vez que 0 < a,, < 1. Por outro lado,

lim<n+3) :1im<1—|—3) — ¢
n n

im(a, + ——— | = e’ =e
vn2+14+n

obtendo-se

2. Sejam as sucessoes

2" +n? + 2n! (n!)2nn
Up = ——————— Uy = —2—— n e N.
nd+n"+1 (3n)!

Determine, caso existam em R, os limites das sucessoes u,, U, € /Uy,.



Resolucao.

. R T BT  ap-y BN A
limu,, = lim = lim 2" n" —
nd+n"+1 1+ 04140

uma vez que da escala de sucessoes

n | a

m=— =0, lim— =0, lim—=0 (a=23).
nn" nn n

limv, =lim———— =0

(3n

w
~—

uma vez que

((n+1)H2 (n+ 1)+t

Unt1 _ (3n+ 3)! B (n+1)3 1\" _
Un (n)2n" C Bn+3)Bn+2)(3n+1) (1 + ) N
(3n)!

~ 33 4512775(/;3-21/,1) <1+ i)n e lim (1+ i)n —e

. Un41 €
lim——=—<1.
nn Un 27

com

No caso da sucessao /v, tem-se

. Un41 .
lim = lim /v, .
Un
usando os cédlculos anteriores, conclui-se que
lim /v, =

ﬁ .

II (14 val.)

1. Considere a fungao f : R — R definida por

_ Jarctg ((z 4+ 1)e*), sex < —1.

f(m)_{\/l—l—xg, se x> —1;

2n—1).

(i) Estude a funcao f do ponto de vista da continuidade. Determine o limite da sucessao f(—= =

(ii) A funcao f é diferencidvel em z = —17 Justifique.

)

)
(iii) Defina a fungéo derivada de f.
(iv) Escreva a equagdo da reta tangente ao grafico da fungdo f no ponto de abcissa 1.
)

(v) Indique os intervalos de monotonia e analise a existéncia de extremos locais da restrigdo de f a
] — o0, —1].

(vi) Considere a fungao f restrita a R*. Determine a derivada da funcao inversa dessa restrigao em 2.

Resolucao.



(i) A fungao é continua em R, pois para x > —1, a fungdo é continua resultante do produto e
composicao de fungoes elementares (por isso continuas). Para z < —1, a funco é continua re-
sultante da composi¢ao da fungéo logaritmica com um polinémio (ambas fungoes elementares).

Para x = —1, tem-se
lim f(z)= lim arctg((z+1)e®)=f(0)=0%# lim f(z)= lim V14+22=+2
z——1— rz——1— z——1+ rz——1
Ou seja a funcao nao é continua emz = —1.
Como limf%::ll = —1,sendo a fungao f continua em x = —2, da definicao de continuidade
segundo Heine, tem-se, em particular, que
2n —1
li — = f(-2) = arctg(—e 2
i (=) = £(-2) = arctg(~¢?)
(ii) A funcdo ndo é diferencidvel em x = —1, pois a fungdo néo é continua em x = —1. Para

x > —1 a fungao é diferencidvel, pois resulta da composicao de fungoes diferencidveis. Para
x < —1 a fungao é diferenciavel, pois resulta do produto e composicao de funcoes diferenciaveis.
i) f/:R\{-1} =R
(x +2)e*
f’(:l?): 1+1g$+1)262x’
V1I+a?’

(iv) Como a funcao f é diferencidvel em z = 1, a reta tangente ao gréfico da fungao f no ponto de
coordenadas (1,f(1)) é

sex < —1.

se x > —1;

y=f)+fDx-1)=vV2+z—1.
(@42
=T o p(—9) =0,
14 (z+1)2e? e f(=2)
Para —2 <z < —1, f'(x) >0 = f é uma fungdo crescente.
Para x < =2, f'(z) <0 = f é uma fungao decrescente.
Concluindo-se que f(—2) = arctg(—e~2) é minimo local.

(v) Tem-se para x < —1, f'(z)

(vi) Para RT tem-se f/(z) > 0 concluindo-se que f restrita a R* ¢ uma funcao estritamente cres-
cente. Consequentemente f é injectiva e tem inversa. Representemos por g a funcao inversa.

f(V3)=2

2. Mostre que a equagao
e +3x=0

tem solugao em R e que essa solugao € unica.

Resolugao. Seja f(z) = e* + 3z, a funcio é continua em R, como f(—1). f(0) = (e~ —3).e® <0,
aplicando o teorema de Bolzano & fun¢ao f no intervalo [—1, 0], existe pelo menos um zero da fungéo
f nesse intervalo ou seja a equacao e® + 3z = 0 tem pelo menos uma solugao. Uma vez que a funcao

f é diferencidvel em R e f'(x) = e* +3 > 0, a fungdo sendo estritamente crescente é injetiva ou seja
s6 se anula uma vez no maximo. Conclui-se assim que a solugao da equagao e” + 3z = 0 é Unica. «

3. Determine, se existirem em R, os seguintes limites:

() lim xarctgl, (¢¢) lim <1+sen(l)) .
x

Tr—+00 xX r—r+00
Resolugao.
(i)
. 1 . arctg 1 0 . 1
lim zarctg— = lim - = . da regra de Cauchy, lim zarctg— =1,
z—~+00 T T—+00 = 0 T—+00 x



pois

1\’ oz
(arctg 1) . I+ L 1
im T = lim 7 = lim =
z—+00 <w)/ z—+00 —=3 z—+oo ] -|—
(i) )
lim (1 + sen( )) =e
T—r+00

de facto, uma vez que

x
i (1 sen()) = el
X

T—+00
tem-se L
1 In (1 + sen(=
lim zln (1 + sen()) = lim (%(I)) =1
Tr——400 x r—r—+00 =
pois da regra de Cauchy,
— - cos(3)
. In(1+sen(d)) ) Tson(L . cos(1)
lim ———"~= lim ——*—= lim —*5-=1
T—+00 (E)/ T—+00 —z z—+oo 1 + Sen(g)

4. Seja g :]0,1[— R uma fungdo diferencidvel em R, tal que

| 1
g<n+1) _g(n+2> ,  neN

lim ¢'(x)

z—0

Admitindo que existe
indique o valor desse limite. Justifique.

Resolugéo Sendo fungao g é diferencidvel em |0, 1], aplicando o teorema de Rolle & fun¢ao g no
intervalo [-15, =], n € N, uma vez que

n+2’ n+1
1 1
= N
o(ii1)=9(5s) . men

g'(cp) =0, mneN.

existe ¢, €]-—15 tal que

n+2? n+1 [

~ 1 1 ~
Por outro lado a sucessao cn €5 Rl +1 [ converge para zero, do teorema das sucessoes enquadradas,
1
uma vez que ;=5 < ¢p < ;47 e lim +2 = lim i
Admitindo que ex1ste
lim
a:—>0g ( )

usando a definicao de Heine, em particular para a sucessao c,, conclui-se

lim ¢'(z) = limg'(c,) =0

x—0



