Aula de Hoje: Os ntumeros reais
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Resultados Usados sem Demonstracao

» Uma sucessao (x,) monotona e limitada converge, isto é,
existe limx,, € R

» Um conjunto A < R “sem buracos” é um intervalo. Mais
precisamente:

Se para quaisquer x,y € A temos |z,y| < A entao A é um
intervalo.

Para provar estes resultados precisamos de estudar mais de
perto os numeros reais.
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Propriedades algébricas dos nimeros reais

Um corpo é um conjunto onde estao definidas uma soma e uma
multiplicacao satisfazendo as propriedades seguintes:
» Comutatividade: t+y =y +x e xy = yx

> Associatividade: (z +y)+z=x+4 (y + 2) e (xy)x = 2(yz)
> Distributividade: z(y + 2) = zy + x2

> Existencia de elementos neutros Oe l: z+0=zxezxz-1==x
» Para cada x existe um simétrico —x tal que = + (—x) = 0.

» Para cada x # 0 existe um inverso !, tal que z -z~ = 1.
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Exemplo duma demonstracao

Leil do corte

Sea+c=0b+ centao a = b.

Demonstracao. Adicionando —c a ambos os membros obtemos

(a+c¢)+ (—c) = (b+c)+ (—c¢)
< a+(c+(=¢) =b+ (c+ (—0))
& a+0=0+0

= a=>o [ ]
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Exemplos de corpos

» R satisfaz os axiomas de corpo

> O conjunto C dos niimeros complexos também satisfaz os
axiomas de corpo.

> Qutro exemplo dum corpo com dois elementos:

P = “pares” I = “impares”

Adicado: P+P=P, P+I1=1,6 I+1=P
Multiplicacao: P-P=P, P-I=P, I1-1=1

{P,1} é um corpo:

P=0, I=1 —-P=P, —I=1I T'=T
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Exemplo. O Corpo das Funcoes Racionais

» Para evitar exemplos como x/x, consideramos apenas
quocientes de polinémios p(x)/q(x) em que p e ¢ nao tém
raizes em comum.

> Qualquer quociente de polinémios pode ser simplificado de
modo a satisfazer esta condicao.

> A soma e o produto de funcoes racionais é uma funcao
racional

» As funcoes constantes iguais a 0 e 1 sao funcoes racionais
> O simétrico de p(x)/q(x) é —p(x)/q(x)
> O inverso de p(z)/q(x) é q(x)/p(x)
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Relacao de ordem

Um corpo ordenado é um corpo em que existe uma nocao de
numero positivo, satistazendo as seguintes propriedades:

» A soma e o produto de niimeros positivos sao positivos.

» Cada x satisfaz uma e uma s6 das seguintes afirmacoes:
Ou x = 0, ou x é positivo ou —x é positivo.

Definicao. Dizemos que x > y se x — y for positivo.

Teorema. = #0 = 22> 0.
Demonstracao. Ou z é positivo ou —x é positivo.
» Se x for positivo, x? > 0.

» Se —x for positivo, (—x)? > 0 logo 22 = (—x)* > 0.

C nao pode ser um corpo ordenado pois i* = —1.
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Exemplos de Corpos Ordenados

> Q é um corpo ordenado.

> O corpo das funcoes racionais é um corpo ordenado:
dizemos que uma funcao racional

p(x)  ag+arr+ -+ apzh

q(z) by +bix+ -+ by

p(x)

é positiva se ag/b, > 0, ou seja, se o limite lim Tff) for
pl r—+00
positivo ou 0.



Numeros Irracionais Summary
000000000 O

Numeros irracionails

O conjunto @Q dos ntumeros racionais € um corpo ordenado

NG Teorema

Nao existe nenhum nitimero racional p/q
1 tal que (p/q)? = 2.

Demonstracao. Assumimos que p e ¢ sao primos entre si.
> PP =2 < p?=2¢°
> p? é par, logo p é par: p = 2k
> 4k? = 2¢°
» 2k? = ¢? logo q é par. []

Teorema de Bolzano: z° — 2 tem uma raiz em [1,2].

Para provar o Teorema de Bolzano usamos a convergencia de
sucessoes monotonas limitadas.
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Majorantes, maximo e supremo

Definicao. Dado um conjunto A,

> m é um majorante de A se x < m paratodooxe A
» m=max A se me Aem éum majorante
> O supremo de A é o menor dos majorantes de A.

» Um conjunto sem majorantes tem supremo -+ co.

Exemplo. A =[-1,3]
» Conjunto dos majorantes de A: |3, +0o0].
» max A = 3.
> sup A = 3.
> supR = 4-o0.
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Majorantes, maximo e supremo

Definicao. Dado um conjunto A,

> m é um majorante de A se x < m paratodooxe A
» m=max A se me Aem éum majorante
> O supremo de A é o menor dos majorantes de A.

» Um conjunto sem majorantes tem supremo -+ co.

Exemplo. A = |—o0,1][.
» A nao tem maximo:
> m <1 r=(m-+1)/2 m<x < 1.

> Conjunto dos majorantes de A: |1, 40|
» supA =1
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Minorantes, minimo e infimo

Definicao. Dado um conjunto A,

> m é um minorante de A se x = m para todooz e A
» m=minA se me A e m é um minorante
> O nfimo de A é o maior dos minorantes de A.

> Um conjunto sem minorantes tem infimo —oo.

Exemplo. A =]0,1[ u {2}
» Majorantes: [2,+oo[. Minorantes: |—o0,0]
» max A =sup A =2. inf A =0. A nao tem minimo.

Algumas observacoes:

> Se sup A € A entao sup A = max A.

> Se sup A ¢ A entao A nao tem maximo.
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Minorantes, minimo e infimo

Definicao. Dado um conjunto A,

> m é um minorante de A se x = m para todooz e A
» m=minA se me A e m é um minorante
> O nfimo de A é o maior dos minorantes de A.

> Um conjunto sem minorantes tem infimo —oo.

Exemplo. A =]0,1[ u {2}
» Majorantes: [2,+oo[. Minorantes: |—o0,0]
» max A =sup A =2. inf A =0. A nao tem minimo.

Algumas observacoes:

» Seinf A € A entao inf A = min A.

» Se inf A ¢ A entao A nao tem minimo.
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Caracterizacao do supremo

Teorema

Seja s € R um majorante dum conjunto X. Entao:

s=supX < 5zox€3X5—:c<5.
Demonstracao. Primeiro provamos (=). Se s = sup X
> Vs~0 S — 0 nao € um majorante
> Efalsoquea:<s—5paratodooa:eX
» Existe um x € X tal que x > s — 0

>» s —x < 0.
s — 0 T S

Summary
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Caracterizacao do supremo

Teorema

Seja s € R um majorante dum conjunto X. Entao:

s=supX < V 4 s—x<o9.
0>0 zeX
Demonstragao. Agora provamos (<).
> Queremos mostrar que s ¢ o menor dos majorantes de X
> Vamos mostrar que se a < s entao a nao ¢ um majorante.
» Sejad = s—a > 0. Entao existe um x € X talque s—z < ¢

> a4 < x, logo a nao é um majorante de X.
a x S

- -
% -
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Caracterizacao do supremo

Teorema

Seja s € R um majorante dum conjunto X. Entao:

s=supX < V 4 s—x<o9.

0>0 xeX

Seja t € R um minorante de X. Entao:

t=infX < Y 4 z—t<o.
0>0 xeX

Summary



Numeros Irracionais Summary
®00000000 O

Existencia do supremo

Axioma do supremo

Um conjunto nao vazio e majorado tem supremo.

Teorema. Qualquer conjunto X minorado tem infimo.

Demonstracao. —X = {—a:ae X}.
Entao sup(—X) = —inf X.

oe
<

—X
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Sucessoes Mondtonas Limitadas

Teorema
Qualquer sucessao (x,) mondtona e limitada converge.

> Se (z,) for crescente:

lim x, = sup{zi,z2,x3,...}.
n——+00

> Se (z,) for decrescente:

lim =z, = inf{xq, 2z, x3,...}.
n—-+0o0
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Demonstracao

Caso em que (x,) é crescente e limitada.
> Seja s = sup{x1, T2, T3,...}. Queremos mostrar que:

V I n>3 = |s—x,)<c
e>0 6>0

> Existe um xy € {x1,T9,T3,...} tal que s — xp < €.
> Se n > k, temos xp < x,, logo: s —x, < s—xp < €.

»n>k = |s— x| <e logo basta tomar 3 = k.
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Dizimas Infinitas

» A uma dizima infinita ag,ajasasay. .. estd associada a
sucessao crescente:

o = ap, 1 = ap,a1 , 2 = ap,a1a2 , r3 = ap,aja2az , ...

> a0,a1020304. .. = lim ) = Sup{xl,aﬁg,aﬁg, . }
» Exemplo: v/2 = 1,41421 . ..
=sup{l, 1,4, 1,41, 1,414, 1,4142, 141421, ... }

Numeros racionais «<— Dizimas infinitas periédicas

Numeros irracionais «<— Dizimas infinitas nao periédicas

Exemplo. 0,1001000100001000001... é irracional.

Summary
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Outras Consequéncias do Axioma do Supremo

Teorema. O conjunto N nao ¢ majorado.
Demonstracao. Provamos por contradicao.

> Assumimos que N é majorado.

» Entao existe s = sup N.

> s — 1 nao é majorante de N.

» Existe n € N tal que n > s — 1.

> n+ 1> s logo s nao € um majorante: contradicao.

Nota. No corpo das funcoes racionais N é majorado: por
exemplo x é um majorante de N.
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Intervalos

Teorema. Se A < R é um conjunto tal que z,y € A = |z,y| < A
entao A é um intervalo com extremos sup A e inf A.
Demonstracao.

» Vamos mostrar que |inf A, sup A| c A.

» Dado um ponto b tal que inf A < b < sup A existem
x,yce Ataisqueinf A <z <b <y <supA.

»r,ye A= |r,ylc A=>be A

> Jinf A,sup A| < A < [inf A, sup A] logo A é um intervalo
com extremos sup A e inf A.



