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Quocientes de Polinómios

§ Chamamos função racional a um quociente de polinómios:

fpxq “ ppxq
qpxq

§ Uma função racional pode ser escrita como uma soma de

funções mais simples, chamadas de fracções simples.

§ Exemplo.

1

xpx ` 1q “ 1 ` x ´ x

xpx ` 1q “ 1 ` x

xpx ` 1q ´ x

xpx ` 1q “ 1

x
´ 1

x ` 1

§ Vamos assumir para já que o grau de ppxq é inferior ao de

qpxq e que qpxq se encontra factorizado.
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Decomposição em Fracções Simples

A cada fator do denominador associamos uma soma de frações

simples de acordo com a tabela

x ´ a
A

x ´ a

Qpxq Bx ` C

Qpxq

px ´ aqn A1

x ´ a
` A2

px ´ aq2 ` ¨ ¨ ¨ ` An

px ´ aqn

Qpxqn A1x ` B1

Qpxq ` A2x ` B2

Qpxq2 ` ¨ ¨ ¨ ` Anx ` Bn

Qpxqn

Qpxq representa um polinómio de grau 2 sem ráızes.
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Exemplo

Vamos decompor
x ´ 1

px ` 1qpx ´ 4q em fracções simples:

x ´ 1

px ` 1qpx ´ 4q “ A

x ` 1
` B

x ´ 4

“ Apx ´ 4q ` Bpx ` 1q
px ` 1qpx ´ 4q

x ´ 1 “ Apx ´ 4q ` Bpx ` 1q

px ‰ ´1, 4q

x “ 4 : 4 ´ 1 “ Ap4 ´ 4q ` Bp4 ` 1q ô 3 “ 5B

x “ ´1 : ´ 1 ´ 1 “ Ap´1 ´ 4q ` Bp´1 ` 1q ô ´2 “ ´5A

Substituindo A “ 2
5 e B “ 3

5 :

x ´ 1

px ` 1qpx ´ 4q “ 2{5
x ` 1

` 3{5
x ´ 4

.
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Vamos decompor
2x2 ` 4x

px2 ` 1qpx2 ` x ` 1q em fracções simples:

2x2 ` 4x

px2 ` 1qpx2 ` x ` 1q “ Ax ` B

x2 ` 1
` Cx ` D

x2 ` x ` 1

“ pAx ` Bqpx2 ` x ` 1q ` pCx ` Dqpx2 ` 1q
px2 ` 1qpx2 ` x ` 1q

2x2 ` 4x “ pAx ` Bqpx2 ` x ` 1q ` pCx ` Dqpx2 ` 1q

Igualando potências de x:

x3 : 0 “ A ` C

x2 : 2 “ A ` B ` D

x : 4 “ A ` B ` C

x0 : 0 “ B ` D .
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x3 : 0 “ A ` C

x2 : 2 “ A ` B ` D

x : 4 “ A ` B ` C

x0 : 0 “ B ` D .

Substituindo C “ ´A e D “ ´B na segunda e na terceira

equações, obtemos

2 “ A ` B ´ B “ A

4 “ A ` B ´ A “ B

Assim, A “ 2, B “ 4, C “ ´2 e D “ ´4:

2x2 ` 4x

px2 ` 1qpx2 ` x ` 1q “ Ax ` B

x2 ` 1
` Cx ` D

x2 ` x ` 1

“ 2x ` 4

x2 ` 1
` ´2x ´ 4

x2 ` x ` 1
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Vamos decompor
2x3 ´ 1

xpx ´ 1q3 em fracções simples:

2x3 ´ 1

xpx ´ 1q3 “ A

x
` B

x ´ 1
` C

px ´ 1q2 ` D

px ´ 1q3

“ Apx ´ 1q3 ` Bxpx ´ 1q2 ` Cxpx ´ 1q ` Dx

xpx ´ 1q3
2x3 ´ 1 “ Apx ´ 1q3 ` Bxpx ´ 1q2 ` Cxpx ´ 1q ` Dx

´ 1 “ Ap´1q3 ô A “ 1

2 ¨ 13 ´ 1 “ D ô D “ 1

2x3 ´ 1 “ px ´ 1q3 ` Bxpx ´ 1q2 ` Cxpx ´ 1q ` x

Igualando potências de x e usando px ´ 1q3 “ x3 ´ 3x2 ` 3x ´ 1:

x3 : 2 “ 1 ` B

x2 : 0 “ ´3 ´ 2B ` C

x : 0 “ 3 ` B ´ C ` 1

x0 : ´1 “ ´1
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x3 : 2 “ 1 ` B ô B “ 1

x2 : 0 “ ´3 ´ 2B ` C

x : 0 “ 3 ` B ´ C ` 1

A segunda equação diz-nos que C “ 3A ` 2B “ 5.

A “ B “ D “ 1, C “ 5:

2x3 ´ 1

xpx ´ 1q3 “ A

x
` B

x ´ 1
` C

px ´ 1q2 ` D

px ´ 1q3

“ 1

x
` 1

x ´ 1
` 5

px ´ 1q2 ` 1

px ´ 1q3
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Queremos decompor
2x5 ` 4x3 ´ 2

x4 ´ 1
em fracções simples.

Como o grau do numerador é maior que o grau do

denominador, começamos por dividir os polinómios:

2x5 ` 4x3 ´ 2 x4 ´ 1

´ 2x5 ` 2x 2x

` 4x3 ` 2x ´ 2

Assim:

2x5 ` 4x3 ´ 2

x4 ´ 1
“ 2x ` 4x3 ` 2x ´ 2

x4 ´ 1

Factorizando o denominador:

x4 ´ 1 “ px2q2 ´ 1 “ px2 ´ 1qpx2 ` 1q “ px ´ 1qpx ` 1qpx2 ` 1q

4x3 ` 2x ´ 2

px ´ 1qpx ` 1qpx2 ` 1q “ A

x ´ 1
` B

x ` 1
` Cx ` D

x2 ` 1

“ Apx ` 1qpx2 ` 1q ` Bpx ´ 1qpx2 ` 1q ` pCx ` Dqpx ´ 1qpx ` 1q
px ´ 1qpx ` 1qpx2 ` 1q
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Igualando os numeradores

4x3`2x´2 “ Apx`1qpx2`1q`Bpx´1qpx2`1q`pCx`Dqpx´1qpx`1q
Tomando x “ 1 e x “ ´1:

4 ¨ 13 ` 2 ¨ 1 ´ 2 “ Ap1 ` 1qp12 ` 1q ô 4 “ 4A

4 ¨ p´1q3 ` 2 ¨ p´1q ´ 2 “ Bp´1 ´ 1q
`
p´1q2 ` 1

˘
ô ´8 “ ´4B

logo A “ 1 e B “ 2. Igualando potências de x:

x3 : 4 “ A ` B ` C “ 1 ` 2 ` C ô C “ 1

x0 : ´2 “ A ´ B ´ D “ 1 ´ 2 ´ D ô D “ 1

A “ C “ D “ 1, B “ 2 e portanto,

4x3 ` 2x ´ 2

px ´ 1qpx ` 1qpx2 ` 1q “ A

x ´ 1
` B

x ` 1
` Cx ` D

x2 ` 1

“ 1

x ´ 1
` 2

x ` 1
` x ` 1

x2 ` 1
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Demonstração da Decomposição

Algumas observações:

§ A soma de funções racionais é uma função racional:

p1pxq
q1pxq ` p2pxq

q2pxq “ p1pxqq2pxq ` p2pxqq1pxq
q1pxqq2pxq

§ O produto de funções racionais é uma função racional:

p1pxq
q1pxq ¨ p2pxq

q2pxq “ p1pxqp2pxq
q1pxqq2pxq

Se a é um zero de qpxq com multiplicidade n dizemos que

ppxq{qpxq tem um polo de ordem n em a.
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Reduzindo o Número de Polos

Uma função racional f com um polo de ordem n em a pode ser

escrita na forma fpxq “ ppxq
qpxqpx ´ aqn , com qpaq ‰ 0.

Se T pxq é o polinómio de Taylor de ppxq{qpxq em a:

ppxq
qpxq “ T pxq ` f pnqpcxq

pnq! px ´ aqn

fpxq “ ppxq
qpxqpx ´ aqn “ T pxq

px ´ aqn ` f pnqpcxq
pnq!

f1pxq “ f pnqpcxq
n! “ fpxq ´ T pxq

px´aqn é uma função racional

Escrevendo T pxq “ c0 ` c1px ´ aq ` ¨ ¨ ¨ ` cn´1px ´ aqn´1
:

fpxq “ c0
px ´ aqn ` c1

px ´ aqn´1
` ¨ ¨ ¨ ` cn´1

x ´ a
` f1pxq

lim
xÑa

f1pxq “ f pnqpaq
n! : f1 tem menos um polo do que f .
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Polinómios sem Ráızes Reais

Exemplo. x2 ` 1 “ px ´ iqpx ` iq
A

x ´ i
` B

x ` i
“ Ax ` Ai ` Bx ´ Bi

px ´ iqpx ` iq

“ pA ` Bqx ` pAi ´ Biq
x2 ` 1

que é da forma
Cx ` D

x2 ` 1
com C “ A ` B e D “ Ai ´ Bi.
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Primitivação de Fracções Simples

§ Vamos primitivar
x ` 1

x2 ` 1ª
x ` 1

x2 ` 1
dx “

ª
x

x2 ` 1
dx`

ª
1

x2 ` 1
dx “ 1

2
ln |x2`1|`arctanx

§ Vamos primitivar
1

x2 ` a2
com a P R uma constante.

1

x2 ` a2
“ 1

a2
¨ 1

px2{a2q ` 1
“ 1

a
¨ 1{a

px{aq2 ` 1

pelo que ª
1

x2 ` a2
dx “ 1

a
arctan

´x

a

¯
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Vamos primitivar

ª
2x ` 4

x2 ` x ` 1
dx

px ` aq2 “ x2 ` 2ax ` a2

x2 ` x ` 1 “ x2 ` 2 ¨ 1
2x `

`
1
2

˘2 ´
`
1
2

˘2 ` 1 pa “ 1
2q

“
`
x ` 1

2

˘2 ` 3
4

Substituindo y “ x ` 1
2 , x “ y ´ 1

2 :

ª
2x ` 4

`
x ` 1

2

˘2 ` 3
4

dx “
ª

2py ´ 1
2q ` 4

y2 ` 3
4

dy “
ª

2y ` 3

y2 `
` ?

3
2

˘2 dy

“ ln |y2 ` 3
4 | ` 3

2?
3
arctan

`
2?
3
y

˘

“ ln |px ` 1
2q2 ` 3

4 | ` 6?
3
arctan

`
2?
3
px ` 1

2q
˘


