Aula de Hoje: Decomposicao em fraccoes simples
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(Quocientes de Polinomios

» Chamamos funcao racional a um quociente de polinémios:

» Uma funcao racional pode ser escrita como uma soma de
funcoes mais simples, chamadas de fraccoes simples.

> Exemplo.

1 _1+:U—:13 1+ T 1 1

r(z+1) z@@+1) 2z+1) zz+1l) =z z+1

» Vamos assumir para ja que o grau de p(x) é inferior ao de
g(x) e que q(x) se encontra factorizado.
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Decomposicao em Fraccoes Simples

A cada fator do denominador associamos uma soma de fragoes
simples de acordo com a tabela

A
T —a
T —a
Bx +C
) QW)
. Ay Ay A,
(x—a) x—a+(x—a)2+“'+(a:—a)“
n Az + By Asx + By o A,z + B,

R B B 5 A T

Q)(z) representa um polinémio de grau 2 sem raizes.
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Exemplo

r—1
Vamos decompor em fraccoes simples:
P T D) —49) : b
r—1 A B

- Dw—4) z+1 z—4

_ Alx —4)+ B(z + 1)

(x 4+ 1)(x —4)
r—1=A(x—4)+ Bz +1)
r=4: 4—-1=A4—-4)+B4+1) < 3=5B
r=-1: —1-1=A(-1-4)+B(-1+1) & —2=—54
SubstituindoA=%eB=%:
r—1 . 2/5 3/5

D)@ —4) z+41 z-4°
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2102 + 4x

@2+ (22 + 2+ 1) em fraccoes simples:
T T4+ x

Vamos decompor

212 + 4x _A:U—I—B_I_ Cx+ D
(22 + D)(x2+2+1) 22+1  224+2+1
(Az + B)(z? + 2 + 1) + (Cx + D)(z? + 1)

(x> +1)(z?+ 2+ 1)
20° +4r = (Az + B)(z* + 2 + 1) + (Cz + D)(z* + 1)

Igualando poténcias de x:

5. 0=A + C

2. 2=A+B + D
4=A+B+C

. 0= B +D .

82 8 8 08



Summary

5. 0=A + C

x
?: 2=A+B + D
x 4=A+B+C
: 0= B  +D.
Substituindo C = —A e D = —B na segunda e na terceira

equacoes, obtemos

2= A+B-B=A
A=A+B-A=8

Assim, A=2, B=4,(C=—-2eD = —4:

20? + 4dx _A:U—I—B_I_ Cx+ D
(22 + D) (x2+2+1) 22+1  2242+1
2:13+4 —2x —4

21 P ta+l
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20° — 1
r(x—1)3
2c°—1 A B C D
r(x —1)3 :5+:1:—1+(33—1)2+(3:—1)3

A(x — 1)) + Bx(x — 1) + Cx(x — 1) + Dz

r(x—1)3
22° —1 = A(x —1)° + Bx(x — 1)* + Cx(x — 1) + Dx
—1=A(-1)° « A=1

2:1°-1=D « D=1

2¢° —1=(x— 1) +Bx(z —1)*+ Cz(z — 1) +

Vamos decompor em fraccoes simples:

Igualando poténcias de x e usando (z —1)? = 23 — 322 4 3z — 1:
T3 2=1+4+10B

z°:  0=-3-2B+C

x 0=3+B-C+1

T

0. —1=-1
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2: 2=14+B <« B=1
?2: 0=-3-2B+C
r : 0=3+B—-C+1

A segunda equacao diz-nos que C = 3A + 2B = 5.
A=B=D=1,C =5:

215 -1 A B C D
a:(a:—l)3:E+x—1+(aj—1)2+(a7—1)3
1 1 5 1
B I IS PR P b
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20° + 43 — 2

zt—1
Como o grau do numerador ¢ maior que o grau do

denominador, comecamos por dividir os polinémios:

em fraccoes simples.

Queremos decompor

22° + A3 —2 |zt =1
— 22° + 2z 2x
+ 43 + 22 — 2
Assim:
20° + 4> — 2 :2x+4x3+2$—2
xt —1 zt —1

Factorizando o denominador:

2t —1=(*) 1= -DE*+1)=(x-D(x+1)(z*+1)

425 + 20 — 2 _ A B CetD
(z—1)(z+D)(z2+1) z—-1 z+1 2241

Az +1)(z*+ 1)+ B(x — 1)(z* + 1) + (Cx + D)(x — 1)(x + 1)

B (x —1)(z+1)(z?2+1)
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Igualando os numeradores
424222 = A(z+1)(2*+1)+B(x—1)(2°+1)+(Cx+D)(x—1)(z+1)
Tomandox =1exz = —1:

4-1°4+2-1-2=A01+1)(1°+1) & 4=4A
4-(-1)°+2-(-1)—2=B(-1-1)((-1)*+1) & —8=—4B

logo A =1 e B = 2. Igualando poténcias de x:

xS 4=A+B+C=14+24+C « C=1
2 —2=A-B-D=1-2-D < D=1

A=C=D =1, B=2 e portanto,

425 + 2z — 2 _ A B CetD
(z—1)(z+1D)(z2+1) xz—-1 =z+1 22+1
1 2 x+1

= + +
r—1 x+1 x22+41
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Demonstracao da Decomposicao

Algumas observacoes:

> A soma de funcoes racionais é uma funcao racional:

pi(z)  pa(x) _ pi(x)ge(®) + p2(x)q1(z)
q1(x)g2(x)

K
—_
7~
S
N——"
K
\V)
~ N
S
N—"

Se a é um zero de ¢(x) com multiplicidade n dizemos que
p(x)/q(x) tem um polo de ordem n em a.
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Reduzindo o Numero de Polos

Uma funcao racional f com um polo de ordem n em a pode ser
p(z)

q(z)(r —a)"
Se T'(z) é o polinémio de Taylor de p(x)/q(x) em a:

escrita na forma f(x) = , com ¢q(a) # 0.

p(z) _ T(z) + f(z;()clx) (z —a)"

o) T@ f™(e)
M) = (@@ —ar ~@-ar t ()

fi(x) = f<n;(!cx) = f(x) — % ¢ uma funcao racional

Escrevendo T'(z) = cg+ c1(x —a) + -+ + cp—1(x — a)

0 S e 2 e

n—1.

(n) (g
lim fi(x) = / n,( ). f1 tem menos um polo do que f.
r—a :
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Polindmios sem Raizes Reais

Exemplo. 2%+ 1= (z —1i)(x + 1)

A B Ax + Air + Bx — Bi
- T . = : :
r—i xT+1 (x —i)(x + 1)
(A4 B)z + (Ai — Bi)
B 2+ 1
D
queédaforma,Cx—F com(C=A+BelD = Ai— Bu.

x2 4+ 1
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Primitivacao de Fracgoes Simples

A x4+ 1
> Vamos primitivar —
e+ 1
x4+ 1 x 1 1
de = dx+ dz = = In|z?+1|+arctan z
Jaz2+1 sz—kl J$2+1 2 ‘ |
L. 1
> Vamos primitivar — 5 com a € R uma constante.
T + a
1 1 1 1 1/a
r24+a? a2 (22/a?)+1 a (x/a)?+1
pelo que

J 1 1 T
5 5 dr = — arctan(—)
e+ a a a
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o 20 + 4
Vamos primitivar f dx

24+ x+1

(z + a)* = 2* + 2ax + a*

DO —
~—~—
\W)

_|_
p—t
VN

L

I
DNO| =
N—"

Prr+1=2?+2-1o+(1)° —(
= (w+3)"+1

Substituindo y = = + %, T =Y — %1

2r + 4 2(y—%)+4 2y + 3
f( s | T |

$—|—§) _|_Z Yy % y2+(2)2
—Injy? + 3| +3%arctan(%y)

= In|(x + %) 4\ + 3 arctan(%(:v + %))



