Aula de Hoje: Séries de Taylor
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Continuidade duma Série de Poténcias

Teorema (Abel)

Uma funcao definida por uma série de potencias:

f(x) = Z cr(z —a)k
k=0

é continua no seu dominio de convergencia.



Derivada duma Série de Poténcias

Teorema

Uma série de poténcias Y. ci(z — a)® com raio de convergéncia
R ¢ diferenciavel em |a — R, a + R, com derivada

3 a—a)t = 3 auk (@ —a)
- celx —a)® = c.k(x—a)"™
dx ;= k=1
Exemplos.
/ w3 z® oz’ !
(senx) = (az—§+a_ﬁ+...>
B 3z  bat  7xb B .
=l— =+ === + = COS T ;
2 4 6 /
x x x
(COSZU)/:O_%+4!_6'+ )
2v  4x°  62°
=0—- — + — +... = —senx.




Demonstracao (Caso a = 0)

Comecamos por ver que Y. cipk ¥~ ! converge absolutamente em

|—R, R[. Dado = € |—-R, R|, tomamos um b tal que |z| < b < R:

lim ek 2 = lim g =0
k>too |epbF| kSt (bf|z])E T

37 |lexb®| converge logo 3 |cik 2| também converge, pelo que
> crk ¥ converge absolutamente.

Q0 Q0

fx i cp ktPhdt = i Jm cp ktPhdt = Z [cktk]m = Z cp”
0 k=1 k=170

k=1 0 k=1

Pelo Teorema fundamental do Calculo:

Skt = (St = (Sewt)



Os Coeficientes da Série de Poténcias

Derivando uma funcao definida por uma série de poténcias:

f(z) = co + c1x + ez + cz3x” + cax® + - -
F(@) = c1 + 2cow + 3csa® + degx® + -
f'(x) =2co +3-2c3x 4+ 4-3cga’ + -
" (x) = 3leg + 4legw + -

podemos calcular os coeficientes ¢, tomando x = 0:

f(0) =co, f'(0) =c1, f'(0) = 2¢2, f"(0) = 3les, ...
z fM0)

Substituindo os valores de c; obtemos a série )| T
k=0 .




Série de Taylor

Seja f: Dy — R uma fungao com derivadas de todas as ordens
num ponto a € Dy. Chamamos série de Taylor de f em a a

D (k) (4
;Of k'( )(a:—a)k .

Q0

Teorema. Se f(z) = Y ¢ (z — a)¥, entdo ¢, = f¥)(a)/k!. Ou
k=0

seja, > ¢ (x — a)¥ é a série de Taylor de f em = = a.



Funcoes Analiticas

Uma funcao pode nao ser igual a sua série de Taylor: se
f(x) = e~ /7" para x # 0, f(0) =0

entdo f(¥)(0) = 0 para todo o k € N portanto a série de Taylor
de f em a é identicamente nula, mas claramente f(x) # 0 para
x # 0.

Definicao (Fungoes analiticas)

Seja f uma funcao com derivadas de todas as ordens em a.
Dizemos que f é analitica em a se existir uma vizinhanca V' de

a na qual: 0 (k)
fa)= S LW gy
k=0 '

k



Alguma Observacoes

» Uma funcao analitica é de classe C', mas nem todas as
funcoes de classe C*° sao analiticas.

» Se f é uma funcao definida por uma série de poténcias
Mew(z — a)¥, entdo f é analitica em a: a sua série de
Taylor é precisamente > cx(z — a)”.

» As funcoes analiticas num ponto a sao precisamente

aquelas que podem ser representadas por uma série de
poténcias numa vizinhanca de a.

> O polinémio de Taylor de ordem n em a duma funcao

analitica f(z) = Y cp(z — a)* é:

Th(x) = Z cr(z—a)r.

k=0



Exemplos de Funcgoes Analiticas na Origem

0k 2 3 4
. W ¢ T 1%
e _kgo—k'_1+x+2!+3'+4'+
00 2%+1 3 5 7
T T T T
sen r = E (—1) = — — — — +
| | | |
= (2k + 1)! 3 5l 7
00 2% 9 4 6
T T T T
COST = E (—1)* =l-——=+—=—-——=+
| | | |
41 (o)) o AT 6
1 Q0
— g =1+ +22+28+24+ - para |x| < 1.
1l —=x



Determinacao de Séries de Taylor

Determinar uma série de Taylor duma funcao f implica
conhecer um numero infinito de derivadas de f. Felizmente,
existem alguns processos indiretos para obter séries de Taylor.

Exemplo. Vamos determinar a série de Taylor de f(x) = it
T
1 [ & 2k+1 1 3 5
senz 1 Z(_l)k T _if, T
T z \ = (2k + 1)! T 3! 5
o0 2k 2 4
= Y (~1)* x T
(2k + 1)! 3! 5l




Exemplo com a Série Geométrica

Vamos determinar a série de Taylor de f(z) = %JFQ na origem.

11 1
r+2 2 1—(—z/2)
Usandoﬁ=2yk=1+y+y2+--- (ly] < 1)
e substituindo u = —x/2, obtemos para |y| = | — x/2| < 1:
1 & z\k 1 x T 2 T\
— o2 (=5) =5 (=54 (-5) +(-5) +
f(z) 2;0( 2) 2( > "\73) T\73) ° )
o0 ko.k 2 3
(—1)"x 1 = 2z =
:Z 2k+1 —5—1+§_1—+ (’$|<2)



Exemplos Usando Integracao e Derivacao

Vamos determinar a série de Taylor da funcao In(1 — x) na
origem. Derivando e usando a série geométrica, obtemos

(ln(l_fﬁ))/z— =—Z:c 1-|—CE-|—$ +zd 4

para |x| < 1. Primitivando:

i " O k1
In|l—z|=-— f:z: der = — + C
k=0 k=0k+1

2
=C—aj—x2—a;—--- para |z| < 1.

Tomando = = 0, obtemos C' = 1In|1 — 0| = 0.
Tomando o limite quando * — —1 obtemos:

1 1 1 2 (—1)k+1
nm2=1—-+-—= 4+... = —
. R kgo k+1




Vamos determinar a série de Taylor da funcao arctan z na
origem. Derivando:

1 1

/
(arctan x) Tr a2 1 ()

o0

= > (—2*) =14 (=) + (—2%)” + (—2%)® +
k=0
Q0

= Z(—l)kx% =1-a2*+2* -2+ (2% <1).
k=0

Primitivando, obtemos

O 2k+1 2173 5

arctana::Z(—l)kx +C:C+a;__+x_+...
k=0

2k + 1 3 D

para |x| < 1. Tomando x = 0: C' = arctan0 = 0. Tomando o
limite x — 1 obtemos:

i tan 1 i( 1)kt R
— = arctan 1 = — =l—c+=-—z+---.
2k + 1 35 7



£E2

Vamos calcular a série de Taylor de f(x) = em a = 0.
Podemos determinar primeiro, a série de Taylor de

multiplicéd-la por x2. Primitivando duas vezes:

1
(1+x)3?

€

dt 1 _t 1
f(1+t)3 = oy ap ¢ © f2(1+t)2 “ 301 T

Agora, para |r| < 1:

o(1+z) 2 1—( €t —a
kzO
: 1%( 1)* k! 1( 1+ 2z — 3z +42° + - -)
— 5= 5 — x = — (— T — 3T x
21+ 24 2
! zli(—l)kk(k—l)xk_ 1(2—6:164—12513 + o)
(1+z)3 24 2

582

1 o0
- _1kk,k_1 k: 2 3 4
Ttap 2 E:( )" E( )" =a* — 3x” + 62" +




Séries de Taylor em Pontos a # 0

Para determinar uma série de Taylor num ponto a # 0 fazemos
a substituicao y = = — a.

Exemplo. Queremos determinar a série de Taylor de e* em
a=2..Sejay=x— 2. Entao:

© k02
exzey+2=e2ey=e22y—=Z—(y—Q)k.
! !

k=0 k=0

@D



Notacao para o Resto duma Série

Dada uma série

2

Z Ck(w—a)k:cO+Cl(x—a)+CQ(x_a) e

keNg

é comum representar o resto da série, R,,_1, por

O((x—a)")= Z Ck (w—a)lC =cp (x—a)"+cpit (g;—a)”+1_|_. .
k=n

O ((x — a)™) representa os termos de ordem n ou superior.

72 o
Exemplo. Sabemos que e* =1+ x + 5 + (3' + 0 4.
logo, podemos escrever ' '

x x? 3
e =1+w+?+(’)(w)



Propriedades de O(z")

» Para qualquer m < n,

Crn X" + cppr T4

o =c, " "Mt ep1 T
pelo que:
O n
ajm
» Para qualquer n > 1,
lim O(x™) =0



Exemplos de Calculo de Limites

sen(z?) — 23

Vamos calcular lim 1
z—0 x cos(x?) — x

Y

sen(z’) —a®  —2?/6+O(z'®) —1/6+ O(zP)
rcos(zd) —x —29/2+ O(xl7)  —1/2+ O(28)

Tomando o limite quando x — 0:

. sen(z®) —2°  —-1/6 1
lim = ——— = — |
z—0 xcos(z?) —x —1/2 3



