CDI-I - 1° Sem. 2020/21 FICHA 14 - SOLUCOES

FICHA 14 - SOLUCOES
AULA PRATICA

1. a)

R = 3; a série converge absolutamente para 0 < x < 6, converge simplesmente para
x =0 e diverge para x <0V z > 6;

R = 4; a série converge absolutamente para —3 < x < 5 e diverge para ¢ < —3Vx > 5.

R = 1; a série converge absolutamente para 0 < x < 2, converge simplesmente para
x =2 e diverge para x <0V x > 2.

R = 1; a série converge absolutamente para —4 < x < —2, e diverge para rz < —4V x >
—2.

R = 2; a série converge absolutamente para 0 < x < 4, e diverge para x < 0V x > 4.

R = +00; a série converge absolutamente para = € R.

O raio de convergéncia da série > 7 + € R = 400, logo esta série converge

n=0 ( 2n+1)

2, conclui-se que a série >0 ; converge

absolutamente para y € R. Fazendoy = x 0 (27111)

absolutamente para qualquer x € R.

(_1)7’1,
2n+1
mente para —1 < y < 1, converge simplesmente para y = 1 e diverge paray < —1Vy >
1. Fazendo y = x?, conclui-se que a série Y (2n£21 ARl Sy (2n21 2" converge
absolutamente para —1 < x < 1, converge simplesmente para * = —1V x = 1 e diverge

parax < —1Va > 1.

O raio de convergéncia da série Y oo y" ¢ R =1, ¢ esta série converge absoluta-

_y"

O raio de convergéncia da série 3% ; i

é R = 1; esta série converge absolutamente

para |y| < 1 e diverge para |y| > 1. Fazendo y = (5z + 1)2, e resolvendo em ordem a
2n
T, temos que » o7 (Sz;j)l converge absolutamente para —2 < z < 0 e diverge para

r<—2Vae>0.

Z(z—=1)" 2@-1
Z( ) ( )

= , para —1 < x < 3,

on—1 3—x
n=1
0 2n 2
xr xr
;3%1 = 35 a7y P —V3 <z <3

o0
1 x
Z — 1" =3, para z € R (dado que Y > n, y" =¢Y, para y € R).

R = 3. Convergéncia absoluta para x €] — 2, 4[ (é necessério estudar a série nos pontos
—2e4.)

Directamente dos coeficientes da série de Taylor obtem-se: g(1) = 0 e ¢"(1) = ‘/Ti. A

série de Taylor de x + ¢'(z) no ponto 1 é

TL+1 m—l 4 \/5 00 na 1)z — )0
e aRE (B S CEED B e

n=2

o0
_ n—4,_mn 1 1
—E 2" 2", para —5 < x < 3
=4
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b)

7

n!

~—

Temos f(0) = f'(0) = f”(0) = f"(0) = 0 e para n > 4, = 2"t o r(0) =

n!2" 1. Como f*(0) =4!> 0, f tem um mfnimo em 0.

SUPEMENTARES

1. a)

d)

4. a)

R = 1; a série converge absolutamente para —1 < x < 1, converge simplesmente para
xr = —1ediverge paraz < —1Vz > 1.

R = 3; a série converge absolutamente para —2 < z < 4, diverge se x < =2V z > 4.

R = 1; a série converge absolutamente para —2 < x < 0, converge simplesmente para
x = —2 e diverge para z < —2V z > 0.

R = 1; a série converge absolutamente para 0 < x < 2, e diverge para x < 0V x > 2.

R = |a|; a série converge absolutamente para —a — |a| < x < a — |a| (ou seja, para
a>0,—-2a<z<0,paraa <0,0 <z < —2a)ediverge para x < —a—|a|Vx > a—|a
(se |z + a| = |al, as séries obtidas tém um termo geral que nao converge para 0).

R = +00; a série converge absolutamente para todo x € R.

Fazer y = (1—3z)%. A série é absolutamente convergente se —4 < y < 4 < x € ]—%, 1 [,
simplesmente convergente se x = 1 e divergente se x € ]—oo, —%] U]1, 4+o0].

Fazer y = (2z)3. A série é absolutamente convergente se —1 <y <1 & x € ]—%, % [,
simplesmente convergente se r = —% e divergente se x € ]—oo, —% [ U [%, —i—oo].

E uma série geométrica de razao 247 logo converge absolutamente se |71 < 1 e

x

1 .
71| <1le x> —3, ouseja

diverge se ILH‘ > 1. Resolvendo em ordem a x, temos
00 T 1 : 1
Yoo (m> converge absolutamente para x > —3 e diverge para z < —3.

o raio de convergéncia da série ) 77 g 5-y" ¢ R =1 e esta série converge absoutamente

para |y| < 1, converge simplesmente para y = —1 ¢ diverge para y < —1Vy > 1.
S x—2 : oo 1 (x=2\" -

Fazendo y = *—=, conclui-se que Yoo 5 (—05 ) converge absolutamente para x > 1,

converge simplesmente para r = 1 e diverge para x > 1.

No ponto —3 a série dos médulos é dada por

Do lan(=3)"=)lanf3" = |an3"|

Como no ponto 3 a série é divergente, a série ) | a,3"™ é divergente, e ) |a,3"| é também
divergente. Logo a convergéncia em —3 ¢é simples.

O raio de convergéncia da série é 3, uma vez que a convergéncia em —3 é simples
(se |x| < R, a série converge absolutamente em z, se |x| > R, a série diverge em z,
logo se a série converge simplesmente em x, tem-se || = R). Logo a série converge
absolutamente para || < 3 e diverge para |z| > 3.
1

Por exemplo, } —za".
o0 2

(~1)"a"*? = = para [2] < 1 (dado que 375 y" = 5. para |y| < 1)

p = para o ado que )~ y" = . para |y .

n=0
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o (22
= , para |z| < 2.
; n+1 — l’)
> —D)" a1
Z 5 (e_x 1), para = € R (dado que Y 7, n, y" = €Y, para y € R).
n=1
5. a) (z—2)%e = Z ( 2)'(1“ —2)" para x € R. Temos f(™(2) = n(n —1)e2, n > 2,
n—2)!

n=2

f'(2)=0.

b) Da série de Taylor de + = (In|z[)’ no ponto —1 obtém-se, para —2 < z < 0,

o0

In|z| = — Z %(:c +1)", FM(=1) = (n—1).

n=1

c) (/xetzdt>, = = iix ,parax € R, e /xet2 dt = i ;SBQTL—H.
0 = n! 0 = n!(2n + 1)
Temos f1+1(0) = (2n + 1)! sty = Bk e f2(0) = 0.
I nil nel _ N\ n.mn e
d) CEE nz::ln(—l) "= nzz;)(n +1)(—1)"2", para |z| < 1 (obtenha primeiro a

série da primitiva).
Temos f(0) = n!(n +1)(=1)" = (n + 1)!(=1)™

o0 3n

6. a) e 2=¢2 . = 7;) o 2", para x € R. Temos f™(0) = Z—Z
b 20 _ i( 1)7=1920-1m para 2 € ]—1 L[ Temos f0)(0) = nl(—1)n-122n-1
dor+1 = 44l ) .
o0
¢) sen(z —1)% = nz;) 277 + ol — 1)4*2 para z € R.
Temos f4+2)(1) = (4n + 2)! h fE(1) =0, se k # 4n + 2.
d) Como f), notando que cosy = > ", ((2711))' Yy
1 L1 = (-1
= =N L (2 —2)", para —2 :
e)2+$ 11522 nz%él"“(x )", para <x<6

Temos (") (2) = "tfnff”.

0 )n 92n+1
f) xarctg(2x) Z —_

n=

Temos f(27+2) (O) (2n + 2)! % f®)(0) = 0 para k # 2n + 2.

ot 1 222 para —1/2 < x < 1/2

oo n—1

7. In(1+vy) = iﬂy” para |y| < 1, logo ¢(z) = zIn(l + 23) = Z¢x3"+l
* n_l n 9 7 n )

= n=1
para —1 < = < 1. Deste desenvolvimento obtém-se ¢'(0) = ¢”(0) = ¢"(0) =0, ¢*(0) =
4! > 0, e, portanto a fun¢ao tem minimo em 0.
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8. Do Teorema Fundamental do Célculo, ¢'(z) = 2zIn(1 + 21). Use o exercicio anterior
para obter o desenvolvimento de ¢'(z) para |z| < 1, e obtenha, por primitivagao (tendo o
cuidado de ajustar a respectiva constante de primitivacao),

n(2n +1

n=1

o _1\yn—1
QS(ZE) — Z (( 1) )x4n+2

Como ¢¥)(0) =0, k =1,2,3,4,5 e $(9(0) = 6! é > 0, ¢ tem um minimo em 0.
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