
O Teorema de Cauchy

Um par de funções
`
gptq, fptq

˘
descreve um caminho em R2

.

Pa

Pb

Pc

§ Pa “
`
gpaq, fpaq

˘
, Pb “

`
gpbq, fpbq

˘

§
`
g1pcq, f 1pcq

˘
é um vector tangente em Pc

Teorema (de Cauchy)

§ Se f e g são diferenciáveis em sa, br,
§ f e g são cont́ınuas em a e em b, e

§ g1pxq ‰ 0 para qualquer x P sa, br,
então existe um ponto c P sa, br tal que

fpbq ´ fpaq
gpbq ´ gpaq “ f 1pcq

g1pcq .



Demonstração do Teorema de Cauchy

§ Definimos K “ fpbq ´ fpaq
gpbq ´ gpaq

§ K
`
gpbq ´ gpaq

˘
“ fpbq ´ fpaq

§ Kgpbq ´ fpbq “ Kgpaq ´ fpaq.
§ Kgpxq ´ fpxq está nas condições do T. Rolle:

§ Existe c P sa, br tal que Kg1pcq ´ f 1pcq “ 0.

§ Kg1pcq “ f 1pcq
§ K “ fpbq ´ fpaq

gpbq ´ gpaq “ f 1pcq
g1pcq

Nota: como g1pxq ‰ 0 em sa, br, pelo T. Rolle gpbq ‰ gpaq.



A Regra de Cauchy para Limites à Direita

Sejam f , g diferenciáveis em sa, cr (a, c P R, a † c). Se:

§ No cálculo do lim
xÑa`

fpxq
gpxq obtivermos

0

0
ou

8
8

§ lim
xÑa`

f 1pxq
g1pxq “ b pb P Rq,

então lim
xÑa`

fpxq
gpxq “ b.



Demonstração da Regra de Cauchy: Caso 0{0

Assumimos primeiro que a P R.
§ lim

xÑa`
fpxq “ lim

xÑa`
gpxq “ 0

§ f̄pxq “
#
fpxq, se x ‰ a;

0, se x “ a,
ḡpxq “

#
gpxq, se x ‰ a;

0, se x “ a.

§ T. Cauchy:
fpxq
gpxq “ f̄pxq ´ f̄paq

ḡpxq ´ ḡpaq “ f̄ 1pcxq
ḡ1pcxq “ f 1pcxq

g1pcxq
com cx P sa, xr. y “ cx : Se x Ñ a então cx Ñ a.

§ lim
xÑa`

fpxq
gpxq “ lim

xÑa`

f 1pcxq
g1pcxq “ lim

yÑa`

f 1pyq
g1pyq

Se a “ ´8 fazemos a substituição x “ ´1{y, y “ ´1{x:

lim
xÑ´8

fpxq
gpxq “ lim

yÑ0`

fp´1{yq
gp´1{yq “ lim

yÑ0`

1
y2 f

1p´1{yq
1
y2 g

1p´1{yq “ lim
xÑ´8

f 1pxq
g1pxq



Demonstração da Regra de Cauchy: Caso 8{8

§ lim
xÑa

fpxq “ lim
xÑa

gpxq “ ˘8
§ A provar: lim

xÑa

f 1pxq
g1pxq “ b ñ lim

xÑa

fpxq
gpxq “ b

§ Dado " ° 0 queremos b ´ " † fpxq
gpxq † b ` " numa viz. V�paq.

§ lim
xÑa

f 1pxq
g1pxq “ b logo b ´ "

2 † f 1pxq
g1pxq † b ` "

2 numa viz. V�paq.
§ x, y P V�paq : b ´ "

2 † fpxq´fpyq
gpxq´gpyq “ f 1pcxq

g1pcxq † b ` "
2

Multiplicando por
gpxq´gpyq

gpxq “ 1 ´ gpyq
gpxq :

p1 ´ gpyq
gpxq qpb ´ "

2q † fpxq´fpyq
gpxq † pb ` "

2qp1 ´ gpyq
gpxq q



Demonstração da Regra de Cauchy: Caso 8{8

§ lim
xÑa

fpxq “ lim
xÑa

gpxq “ ˘8
§ A provar: lim

xÑa

f 1pxq
g1pxq “ b ñ lim

xÑa

fpxq
gpxq “ b

§ Dado " ° 0 queremos b ´ " † fpxq
gpxq † b ` " numa viz. V�paq.

§ lim
xÑa

f 1pxq
g1pxq “ b logo b ´ "

2 † f 1pxq
g1pxq † b ` "

2 numa viz. V�paq.
§ x, y P V�paq : b ´ "

2 † fpxq´fpyq
gpxq´gpyq “ f 1pcxq

g1pcxq † b ` "
2

lim
xÑa

´
p1 ´ gpyq

gpxq qpb ´ "
2q ` fpyq

gpxq
¯

“ b ´ "
2 ° b ´ "

b´" †

p1´ gpyq
gpxq qpb´ "

2q` fpyq
gpxq † fpxq

gpxq † pb` "
2qp1´ gpyq

gpxq q` fpyq
gpxq

† b`"



Demonstração da Regra de Cauchy: Caso 8{8

§ lim
xÑa

fpxq “ lim
xÑa

gpxq “ ˘8
§ A provar: lim

xÑa

f 1pxq
g1pxq “ b ñ lim

xÑa

fpxq
gpxq “ b

§ Dado " ° 0 queremos b ´ " † fpxq
gpxq † b ` " numa viz. V�paq.

§ lim
xÑa

f 1pxq
g1pxq “ b logo b ´ "

2 † f 1pxq
g1pxq † b ` "

2 numa viz. V�paq.
§ x, y P V�paq : b ´ "

2 † fpxq´fpyq
gpxq´gpyq “ f 1pcxq

g1pcxq † b ` "
2

b´" † p1´ gpyq
gpxq qpb´ "

2q` fpyq
gpxq † fpxq

gpxq † pb` "
2qp1´ gpyq

gpxq q` fpyq
gpxq † b`"



Infinitésimos de Ordem Superior

x

x2

x3

x4

Uma função f diz-se um infinitésimo de

ordem ° n num ponto a se

lim
xÑa

fpxq
px ´ aqn “ 0 “ lim

�xÑ0

fpxq
�xn

p�x “ x ´ aq. Escrevemos fpxq “ op�xnq.

Algumas observações:

§ fpxq, gpxq “ op�xnq ñ fpxq ˘ gpxq “ op�xnq
§ fpxq “ op�xnq ñ c fpxq “ op�xnq
§ fpxq “ op�xnq ñ fpxq “ op�xkq para k † n:

lim
xÑa

fpxq
�xk

“ lim
xÑa

fpxq
�xn

�xn´k “ 0



Infinitésimos de Ordem ° n e Derivadas

Teorema

Se f é n vezes diferenciável numa vizinhança de a e

fpaq “ f 1paq “ f2paq “ ¨ ¨ ¨ “ f pnqpaq “ 0 ,

então f é um infinitésimo de ordem ° n em a.

Demonstração. Primeiro observamos que

ˆ
�xn

n!

˙1
“ �xn´1

pn ´ 1q! ,
ˆ

�xn´1

pn ´ 1q!

˙1
“ �xn´2

pn ´ 2q! , ¨ ¨ ¨

Então

lim
xÑa

fpxq
�xn{n!

?“ lim
xÑa

f 1pxq
�xn´1{pn ´ 1q!

?“ . . .
?“ lim

xÑa

f pn´1qpxq
x ´ a

?“ lim
xÑa

f pnqpxq não funciona

“ f pnqpaq “ 0



Infinitésimos de Ordem ° n e Derivadas

Teorema

Se f é n vezes diferenciável numa vizinhança de a e

fpaq “ f 1paq “ f2paq “ ¨ ¨ ¨ “ f pnqpaq “ 0 ,

então f é um infinitésimo de ordem ° n em a.

Demonstração. Primeiro observamos que

ˆ
�xn

n!

˙1
“ �xn´1

pn ´ 1q! ,
ˆ

�xn´1

pn ´ 1q!

˙1
“ �xn´2

pn ´ 2q! , ¨ ¨ ¨

Então

lim
xÑa

fpxq
�xn{n! “ lim

xÑa

f 1pxq
�xn´1{pn ´ 1q! “ . . . “ lim

xÑa

f pn´1qpxq
x ´ a

“ lim
xÑa

f pn´1qpxq ´ f pn´1qpaq
x ´ a

“ f pnqpaq “ 0



Aproximação de Funções por Polinómios

f

T A recta tangente em a é o

gráfico do polinómio

T pxq “ fpaq ` f 1paqpx ´ aq.
§ T paq “ fpaq
§ T 1paq “ f 1paq

§ P 2paq “ f2paq

fpxq ´ T pxq “ op�xq



Aproximação de Funções por Polinómios

f

Qual a parábola P pxq que

melhor aproxima f para x
próximo de a?

§ P paq “ fpaq
§ P 1paq “ f 1paq

§ P 2paq “ f2paq

fpxq ´ P pxq “ op�xq



Aproximação de Funções por Polinómios

f

P

Qual a parábola P pxq que

melhor aproxima f para x
próximo de a?

§ P paq “ fpaq
§ P 1paq “ f 1paq
§ P 2paq “ f2paq

fpxq ´ P pxq “ op�x2q



Aproximação de Funções por Polinómios: Caso a “ 0

Queremos encontrar um polinómio T pxq tal que:

T p0q “ fp0q, T 1p0q “ f 1p0q, . . . T pnqp0q “ f pnqp0q

T pxq “ fp0q ` f 1p0qx ` f2p0qx
2

2!
` f3p0qx

3

3!
` ¨ ¨ ¨ ` f pnqp0qx

n

n!

T 1pxq “ 0 ` f 1p0q ` f2p0qx ` f3p0qx
2

2!
` ¨ ¨ ¨ ` f pnqp0q xn´1

pn ´ 1q!

T 2pxq “ 0 ` 0 ` f2p0q ` f3p0qx ` ¨ ¨ ¨ ` f pnqp0q xn´2

pn ´ 2q!

T3pxq “ 0 ` 0 ` 0 ` f3p0q ` ¨ ¨ ¨ ` f pnqp0q xn´3

pn ´ 3q!
.
.
.

T pnqpxq “ 0 ` 0 ` 0 ` 0 ` ¨ ¨ ¨ ` f pnqp0q



Polinómios de Taylor

Definição (Polinómio de Taylor)

Seja f uma função n vezes diferenciável em a P Df . Chamamos

polinómio de Taylor de ordem n de f em a ao polinómio

Tnpxq “ fpaq ` f 1paqpx ´ aq ` f2paqpx ´ aq2
2!

` f3paqpx ´ aq3
3!

` ¨ ¨ ¨ ` f pnqpaqpx ´ aqn
n!

“
nÿ

k“0

f pkqpaqpx ´ aqk
k!

§ Tnpaq “ fpaq, T 1
npaq “ f 1paq, . . . , T pnq

n paq “ f pnqpaq
§ fpxq ´ Tnpxq “ op�xnq



Polinómio de Taylor da Exponencial na Origem

Tnpxq “ fp0q ` f 1p0qx ` f2p0qx
2

2!
` f3p0qx

3

3!
` ¨ ¨ ¨ ` f pnqp0qx

n

n!

ex

T1pxq

Para qualquer k P N0, temos

§ f pkqpxq “ e
x

§ f pkqp0q “ e
0 “ 1

Tnpxq “ 1 ` x ` x2

2
` x3

3!
` ¨ ¨ ¨ ` xn

n!

“
nÿ

k“0

xk

k!
.



Polinómio de Taylor da Exponencial na Origem

Tnpxq “ fp0q ` f 1p0qx ` f2p0qx
2

2!
` f3p0qx

3

3!
` ¨ ¨ ¨ ` f pnqp0qx

n

n!

ex

T2pxq

Para qualquer k P N0, temos

§ f pkqpxq “ e
x

§ f pkqp0q “ e
0 “ 1

Tnpxq “ 1 ` x ` x2

2
` x3

3!
` ¨ ¨ ¨ ` xn

n!

“
nÿ

k“0

xk

k!
.



Polinómio de Taylor da Exponencial na Origem

Tnpxq “ fp0q ` f 1p0qx ` f2p0qx
2

2!
` f3p0qx

3

3!
` ¨ ¨ ¨ ` f pnqp0qx

n

n!

ex

T3pxq
Para qualquer k P N0, temos

§ f pkqpxq “ e
x

§ f pkqp0q “ e
0 “ 1

Tnpxq “ 1 ` x ` x2

2
` x3

3!
` ¨ ¨ ¨ ` xn

n!

“
nÿ

k“0

xk

k!
.


