O Teorema de Cauchy

Um par de fungoes (g(t), f(¢)) descreve um caminho em R?.

Y

> I ( (a), f(a)), P» = (g(b), f(}))

> (¢'(c), f'(c)) é um vector tangente em P,

Teorema (de Cauchy)

> Se f e g sao diferencidveis em |a, b,
> f e g sao continuas em a e em b, €
> ¢'(x) # 0 para qualquer x € |a, b],

entao existe um ponto c € |a, b| tal que




Demonstracao do Teorema de Cauchy

» Definimos K = £
g

- K (g(b) — g(@)) = (B
> Kg(b) — f(b) = Kg(a) — f(a).

» Kg(x) — f(x) estd nas condigoes do T. Rolle:
» Existe c € |a, b| tal que K¢'(c) — f'(c) = 0.

> Kg'(c) = f'(c)

o fB - f@) _ O

g(b) —gla)  g'(c)

Nota: como ¢'(z) # 0 em |a, b[, pelo T. Rolle g(b) # g(a).




A Regra de Cauchy para Limites a Direita

Sejam f, g diferencidveis em |a,c[ (a,c€ R, a < ¢). Se:

» No calculo do lim f(z) obtivermos 9 ou *
r—a™T g(a:) 0 Q0
/
T (beR),
z—at g'(x)
entao lim @ = ).

x—at ( ZE)



Demonstracao da Regra de Cauchy: Caso 0/0

Assumimos primeiro que a € R.

> lim f(x) = lim g(z) =0

r—at r—at
- f(x), sex # a; ~ g(x), sex # a;
- Fy = {1 3(a) — 9@
0, se r = a, 0, se T = a.

> auchy: flx) _ f(z) — f(a) _ /' (cz) _ f'(cx)
T Canchy: ) = 3@ —g(a) ~ 7ler) ~ glen)
[

com ¢, € |a, /. c, . Sex — aentao c, — a.

> lim @ = lim fea) = lim ')

r—at g(T)  az—at g'(cz)  y—at 9(Y)

Se a = —oo fazemos a substituicao x = —1/y, y = —1/x:

f () (1) . el (1Y) f'(z)

lim —~ = lim = lim = lim
v g(z)  y—0t g(=1/y) g0t g/(—1/y)  emmw g(7)




Demonstragao da Regra de Cauchy: Caso co/o0

> lim f(x) = lim g(x) = +o0

> A provar: hmfjgg—b = :yi%%:b

> Dado € > 0 queremos b — ¢ < géa’g < b+ ¢ numa viz. Vz(a).

> lim g:gg =blogob— 5 < ch,g; < b+ 5 numa viz. Vs(a).

r—a

. e _ flx)=fy) _ flca) £
> r,yeVs(a):b—5 < g(x)_g(z) = Tl <b+3

9(y) .
g(z)

Multiplicando por < (wg)(;g(y) =1—

(- 20 -5 < T < 0+ 50 - §5)



Demonstragao da Regra de Cauchy: Caso co/o0

> lim f(x) = lim g(x) = +o0

r—a r—a / | fx) -
> A provar: :%I_I)%ffgg_b = alglg}l%—b

» Dado € > 0 queremos b — ¢ < géa’g < b+ ¢ numa viz. Vz(a).

> lim g:gg =blogob— 5 < ch,g; < b+ 5 numa viz. Vs(a).

e _ flx)=fy) _ flca) £
> r,yeVs(a):b—5 < D) g = Ty <b+5

lim (1 - 2)(b-5)+ L8) =b—5> b=

2

(1— 29y (p—2)+ L) < L) ey (-2l JW)



Demonstragao da Regra de Cauchy: Caso co/o0

> lim f(x) = lim g(x) = +o0

r—a r—a / | fx) -
> A provar: :%I_I)%ffgg_b = alglg}l%—b

» Dado € > 0 queremos b — ¢ < ]gtg ; < b+ ¢ numa viz. Vs(a).

> lim 58 =blogob— 5 < ch,gg < b+ 5 numa viz. Vs(a).

r—a

@i _ fles) :
" 2,y €Vsla) 10— 5 < ynialy) = ) <05

: £y (1 9@ 4 J®)
b—e < (1-28)(0—-5)+ L0 < [ < (b4 £)(1-LU)+ L < p 4



Infinitésimos de Ordem Superior

' . Uma funcao f diz-se um infinitésimo de
ordem > n num ponto a se
2 x x
’ im 8 g _ iy L@
23 z—a (x — a)” Az—0 Ax™
4
X

g (Az = x — a). Escrevemos f(x) = o(Az").

Algumas observacoes:
> f(x),9(x) = o(Az") = f(z) +g(x) = o(Az")
> flz) = o(Az") = cf(x) = o(Az"™)
> f(x) = o(Az"™) = f(x) = o(AzF) para k < n:

lim ——~ =
z—a Axk  zo>a Azn



Infinitésimos de Ordem > n e Derivadas

Teorema

Se f é n vezes diferenciavel numa vizinhanca de a e

f(a) = f'(a) = f'(a) = --- = f™M(a) = 0,
entao f é um infinitésimo de ordem > n em a.

Demonstracao. Primeiro observamos que

Az™\’ B Agn1 Az B Ax™?
n! ) (n—1)" (n—1!) (n-2)"

Entao
. fle) 2 f'(x) ez [T ()
] =1 =...=1
i Az /n! i Azn=1/(n —1)! i T —a

i lim f (”)(aj) nao funciona



Infinitésimos de Ordem > n e Derivadas

Teorema

Se f é n vezes diferencidvel numa vizinhanca de a e

f(@) = (@) = (@) = -+ = [(a) = 0,
entao f é um infinitésimo de ordem > n em a.

Demonstracao. Primeiro observamos que

Az™\’ B Agn1 Az’ B Ax™?
n! ) (n—1)" (n—1!) (n-2)"

Entao
_ f(z) . f'(x) D ()
T Azx™ /n! T Azn=1/(n —1)! i T —a

~ him fO (@) — fV(a) — M (q) = 0

r—a r — Qa




Aproximacao de Fungoes por Polinémios

T A recta tangente em a é o
grafico do polinémio

T(x) = f(a) + f'(a)(z — a).

/ > T(a) = f(a)
, > T'(a) = f(a)




Aproximacao de Fungoes por Polinémios

Qual a parabola P(z) que
melhor aproxima f para «x
proximo de a?

- Pa) = f(a)
> P'(a) = ['(a)

f(z) — P(x) = o(Aa)




Aproximacao de Fungoes por Polinémios

Qual a parabola P(z) que
melhor aproxima f para «x
proximo de a?

f
, > Pla) = f(a)
/ , > P'(a) = f'(a)

P > P// CL) f”(CL)

f(z) = P(x) = o(Az?)




Aproximacao de Funcoes por Polinémios: Caso a = 0

Queremos encontrar um polinémio T'(x) tal que:

T(0) = £(0), T'(0) = f(0), ... TM(0)=fF"(0)
2 3 oy
T(:IJ) _ f(O) —I—f’(O)ZIf#—f”(O)a ‘|‘f”,(0)§ _i_..._|_f(?1)(())H
T'@) =0  +f0) +f 0z +f"0)5 ++f0) (,:?i_l)!
T'(z)=0 +0  +f"(0) +f"(0)z +---+ f(0) (;TQ)!
T"(x) =0 +0 +0 +f"(0)  + -+ f7(0) (si_;)v

T (z)=0 +0 +0 +0 +-+ f1(0)



Polinémios de Taylor

Defini¢ao (Polinomio de Taylor)

Seja f uma funcao n vezes diferenciavel em a € Dy. Chamamos
polinémio de Taylor de ordem n de f em a ao polinémio

To(e) = f(a) + /(@)@ — a) + (@) & Qza)
") 22 a)g (™) (g (z—a)" < (z — CL)k
+ f (CL) 31 -+ f Z
| k=0
> Tn(a) — f(a)a TT/L a,) f’(a), o Tén)(a) _ f(”)(a)



Polinémio de Taylor da Exponencial na Origem

|

\

1132 ;133 :Cn
To(@) = F(0) + [0+ [/(0) 3 + ["(0) o+ 4+ F(0)
e” Para qualquer k € Ny, temos
> f(k) (CU) — ex
» fB(0)=e’ =1
2 .3 4
Ti () Tp(w) =l+w+ 5+ 50+ +




Polinémio de Taylor da Exponencial na Origem

|

\

1132 ;133 :Cn
To(@) = F(0) + [0+ [/(0) 3 + ["(0) o+ 4+ F(0)
e” Para qualquer k € Ny, temos
> f(k) (CU) — ex

» fB(0)=e’ =1

Tg(ai) 9 3 .
L X

Tn($)=1+x+?+§+ +—




Polinémio de Taylor da Exponencial na Origem

|

\

1132 ;133 xr"
To(@) = F(0) + [0+ [/(0) 3 + ["(0) o+ 4+ F(0)
e” Para qualquer k € Ny, temos
Ts(z) > fR) () = e
» fB(0)=e’ =1
2 .3 4
Tn($)=1+x+?+§+ +—




