Polinémios de Taylor

Defini¢ao (Polinomio de Taylor)

Seja f uma funcao n vezes diferenciavel em a € Dy. Chamamos
polinémio de Taylor de ordem n de f em a ao polinémio

To(e) = f(a) + /(@)@ — a) + (@) & Qza)
") 22 a)g (™) (g (z—a)" < (z — CL)k
+ f (CL) 31 -+ f Z
| k=0
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Polinémio de Taylor do Seno na Origem
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Polinémio de Taylor do Seno na Origem

f=senz, f =cosz, f'=—senx, f" = —cosz, f(4) = senx
f0)y=0, fO)=1 f©0=0  f0)=-1 f0)=
2 3 ! 5 6

xr X X
Tn(x):O+1$+05+(_1)§+01+1E+Oﬁ+m

A
Ts(xz) Ti(x)=Ts(x) =2
< 3|
M Sen xr ajS x5
T5 T6 r— — + —¢

€ em geral TQn—H(x) — T2n+2(x)

=e—grta bt O gy = A0 (;/; T



Polinémio de Taylor do Coseno na Origem

f(0)=1, f(0)=0, f'(0)=-1, f"(0)=0, fH(0)=1,

2 563 aj4 5 6

Tn(:E):1+Ox+(—1)§+O§+1Z+Oa+(_1)a+...
A 332

T2 (a:) =T3 (:I?)




Polinémio de Taylor do Coseno na Origem
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Polinémio de Taylor do Coseno na Origem
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Unicidade do Polindmio de Taylor

Teorema

T, (x) é o tnico polinémio de grau < n tal que

f(z) = Tn(z) = o(Az")

Demonstragao. Seja P(x) um polinémio de grau < n tal que
f(x) — P(x) = o(Axz™). Entao:

(f(x) = Tu(z)) — (f(z) — P(x)) = P(z) — Tu(x) = o(Az").
Escrevendo
P(z) —Tp(z) = cp(z —a)" + -+ + ca(x — a)® + c1(x — a) + ¢

temos:
lim cn(x —a)® + -+ ca(xr—a)? + ci(x —a) + ¢ _o_ %
r—at (x —a)™ 0+
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Teorema
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Unicidade do Polindmio de Taylor

Teorema

T, (x) é o tnico polinémio de grau < n tal que

f(z) = Tn(z) = o(Az")

Demonstragao. Seja P(x) um polinémio de grau < n tal que
f(x) — P(x) = o(Axz™). Entao:

(f(z) = Ta(x)) — (f(z) — P(z)) = P(z) — Th(z) = o(Az™).

Escrevendo

P(z) —Tp(z) = cp(z —a)" + -+ + ca(x — a)® + c1(x — a) + ¢

temos:
lim cn (T — a)”_l + -+ co(x —a) _0
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portanto P(x) — Ty, (z) =0



Estimativa do Erro da Aproximacao f(x) ~ T,(x)

Teorema (Formula do Resto de Lagrange)

> Seja f(x) uma funcao (n + 1)-vezes diferencidavel num
intervalo I < Dy;

> Seja T),(x) o polinémio de Taylor de ordem n de f(z) num
ponto a € 1.

Entao, para qualquer x € I, existe um ¢, entre a e x tal que:

(ZE - a)n—l—l

(n+1)!

f(@) = Tu(z) = fO* D (cs)



Demonstracao da Formula de Lagrange

Dadas fungoes F'(x), G(x) tais que
» F(a) = F'(a) = F"(a) = --- = F™(a) =0 e
» G(a) = G'(a) =G"(a) = - = G™(a) =0

pelo T. Cauchy, existem 1, xo entre a e x tais que:
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Demonstracao da Formula de Lagrange

Dadas fungoes F'(x), G(x) tais que

» F(a) = F'(a) = F"(a) = --- = F™(a) =0 e
» G(a) = G'(a) =G"(a) = - = G™(a) =0
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Demonstracao da Formula de Lagrange

Dadas fungoes F'(x), G(x) tais que

» F(a) = F'(a) = F"(a) = --- = F™(a) =0 e
» G(a) = G'(a) =G"(a) = - = G™(a) =0
pelo T. Cauchy, existem x1,x9,...,2,.1 entre a e x tais que:
F(z)  F'(z1)  F'(zy)  FOM(2,4)
Gl)  Gar)  G'az) GO (mp)
Tomando

 Fla) = [(@) - Tafa), FOD(z) = 0+ z)
> G(z) = (. —a)" Y/ (n+1), GPD(z) =1

e Cy = Tpi1 Obtemos
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O Limite lim f"*Y(c,)

I—a

» Féormula de Lagrange:

n+1 (aj a)n+1
(@) = Tul) = f7 0 ee) (n+1)!
- (x . a)n—l—l
Toi1(z) = Tn(z) = FH(a) (n+1)!
> Subtraindo: ( o+l
f(2) = Tny1(z) = (f("“)@ﬁ - f(nﬂ)@) (n+ 1)!
N f(x) = Thii(x) (n+1)! = f("H)(Cx) _ f(n+1)(a)

(:C _ a)n—I—l

> Mas sabemos que f(z) — Tp41(x) = o(Az" 1) logo

Férmula de Peano: lim f"+t1(¢,) = f(*TD(q)



Exemplo: o Numero de Neper

Férmula de Lagrange para f(x) = e*:

5 2 3 4 5
r _ (5) () — T T et
e’ =Ty(z)+ f (0)5! =14+x+ 5 +3! +4! + e g
Tomando x = —1, obtemos
1 (-1 (=1  (=D* (=1
e =14+ (-1)+ 5 T T e T
1 1 1 ¢ 3 ¢
e T S A (-1 <e<0)

2 6 24 120 8 120
e l<ef<el=1logo -1 < —e®< —e! <0:
11 3 1 .3 0

— = ——<e <=-—--—
30 8 120 8 120

Invertendo, obtemos também uma estimativa para o valor de e:

8 30
§<e<ﬁ ou seja 2,666... < e < 2,727...



Posicao do Grafico em Relacao a Recta Tangente

Ponto de
inflexao:
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Pontos Criticos

Dizemos que a é um ponto critico de f se f'(a) = 0.

, . L. Ponto de
Maximo local: Minimo local: . -
inflexao:

ARVAS



Classificacao de pontos criticos

Teorema

Seja f uma funcao n-vezes diferenciavel numa vizinhanca dum
ponto a € Dy, tal que

f'a) = f"(a) = f"(a) = -+ = f""D(a) = 0.

1. Sen é par e f(™(a) > 0, entdo a é um minimo local de f.
2. Sen épare f™(a) <0, entdo a é um méximo local de f.

3. Se n é impar e f(™(a) # 0, entdo a é um ponto de inflexao.



