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Aula de Hoje: Logaritmo e Exponencial



Logaritmo Exponencial Funções hiperbólicas

Logaritmo Natural

Chamamos logaritmo natural à função: lnx “
ª x

1

1

t
dt

1 x

1{t

1x

1{t

§ O domı́nio do logaritmo é D “ s0,`8r
§ lnp1q “ 0, lnx ° 0 para x ° 1 e lnx † 0 para 0 † x † 1.
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Monotonia e Concanvidade

lnx “
ª x

1

1

t
dt

§ Pelo Teorema Fundamental do Cálculo:

plnxq1 “ 1{x, logo plnxq2 “ ´1{x2;
§ O logaritmo é estritamente crescente e côncavo.
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Propriedades do Logaritmo

Teorema. Para quaisquer a, b ° 0,

1. lnpabq “ ln a ` ln b .

2. ln
b
a “ ln b ´ ln a .

3. lnpanq “ n ln a pn P N0q .
Desmonstração.

1. Fazendo a substituição s “ at, ds “ a dt, obtemos

ln b “
ª b

1

1

t
dt “

ª ab

a

1

s{a
1

a
ds “

ª ab

a

1

s
ds

ln a ` ln b “
ª a

1

1

t
dt `

ª ab

a

1

t
dt “

ª ab

1

1

t
dt “ lnpabq

2. ln b “ ln
`
b
a ¨ a

˘
“ ln

b
a ` ln a logo ln b ´ ln a “ ln

b
a .

3. lnpanq “ lnpa ¨ a ¨ ¨ ¨ aq “ ln a ` ln a ` ¨ ¨ ¨ ` ln a “ n ln a
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Limites e Contradomı́nio do Logaritmo

Começamos por ver que lim
xÑ`8 lnx “ `8

§ Dado " ° 0 queremos encontrar um � ° 0 tal que

x ° 1{� ñ lnx ° 1{"
§ Escolhemos n tal que n ln 2 “ lnp2nq ° 1{"

`
n ° 1

" ln 2

˘

§ Se 1{� “ 2
n
, como ln é crescente:

x ° 1{� ô x ° 2
n ñ lnx ° lnp2nq ° 1{"

Para calcular o limite em 0
`
substituimos y “ 1{x:

lim
xÑ0`

lnx “ lim
yÑ`8 ln

1

y
“ ´ lim

yÑ`8 ln y “ ´8

Teorema de Bolzano: D1
ln “ R.
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Limites: Interpretação Geométrica

lnx “
ª x

1

1

t
dt

lim
xÑ`8 lnx “ `8 lim

xÑ0`
lnx “ ´8
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Exponencial

Chamamos exponencial à função

inversa do logaritmo:

§ y “ expx ô x “ ln y

§ Dexp “ D1
ln “ R

§ D1
exp “ Dln “ s0,`8r

ln

exp
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Exponencial (Continuação)

Derivada:

§ y “ expx ô x “ ln y

§ pexpxq1 “ 1

pln yq1 “ 1

1{y “ y “ expx

exppx ` yq “ exppxq exppyq:
§ Escrevemos u “ expx e v “ exp y;

§ Então x “ lnu e y “ ln v:

exppx ` yq “ expplnu ` ln vq
“ exp

`
lnpuvq

˘

“ uv

“ exppxq exppyq
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Exemplos de Primitivas

§
ª
e
x
cospexqdx “ senpexq ` C

§
ª
2x ex

2
dx “ e

x2 ` C

§
ª

lnx

x
dx “

ª
1

x
lnx dx “ plnxq2

2
` C
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Primitiva de 1{x

Para x ° 0:
≥
1
x dx “ lnx ` C

Teorema.

ª
1

x
dx “ ln |x| ` C

Demonstração. Para x † 0:

pln |x|q1 “
`
lnp´xq

˘1 “ 1

´x
p´1q “ 1

x

Exemplos.

§
ª
tanx dx “

ª
senx

cosx
dx “ ´ ln | cosx| ` C “ ln | secx| ` C

§
ª

1

x lnx
dx “

ª
1{x
lnx

dx “ ln | lnx| ` C
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Significado de ab

§ Se a, b P R com a ° 0 definimos ab “ exppb ln aq.
§ Dadas funções f e g, a função fg

é a função definida por:

fpxqgpxq “ exp
`
gpxq ln fpxq

˘

com domı́nio

Dfg “
 
x P R : x P Df X Dg e fpxq ° 0

(

§ Chamamos exponencial de base a ° 0 à função

ax “ exppx ln aq
§ Chamamos número de Neper a e “ expp1q. Como lnpeq “ 1,

e
x “ exppxq
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Exemplos de Derivadas

§ Derivada de xa:

pxaq1 “ pea lnxq1 “ e
a lnx a

x
“ xa

a

x
“ axa´1

§ Derivada de ax:

paxq1 “ pex ln aq1 “ e
x ln a

ln a “ ax ln a

§ Derivada de xx:

pxxq1 “
`
e
x lnx

˘1 “ e
x lnx

`
x lnx

˘1 “ xx
`
lnx`x 1

x

˘
“ xxplnx`1q
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Funções hiperbólicas

senhx “ e
x ´ e

´x

2
coshx “ e

x ` e
´x

2

§ psenhxq1 “ coshx e pcoshxq1 “ senhx

§ psenhxq1 ° 0, logo senh é estritamente crescente.

§ senhp0q “ 0, senhx ° 0 para x ° 0, e senhx † 0 para

x † 0.

senh
2 x “ e2x´2`e´2x

4 e cosh
2 x “ e2x`2`e´2x

4 logo:

cosh
2 ´ senh

2 x “ 1


