Aula de Hoje: Logaritmo e Exponencial



Logaritmo Exponencial Funcoes hiperbdlicas
0000 000000 000000

Logaritmo Natural

T
Chamamos logaritmo natural a funcao: Inz = f ~ dt

1/t 1/t
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> O dominio do logaritmo é D = |0, +o0|
> In(1) =0, lnx >0parax>1lelnz <0 para 0 <z < 1.
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Monotonia e Concanvidade

o |
lnac:f —dt
1t

> Pelo Teorema Fundamental do Calculo:
(Inz) =1/x, logo (Inz)" = —1/2%
> O logaritmo € estritamente crescente e concavo.

A
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Propriedades do Logaritmo

Teorema. Para quaisquer a,b > 0,
1. In(ab) =lna +1Inb.
2. lng =Inb—Ina.
3. In(a”) =nlna (neNp).
Desmonstracao.

1. Fazendo a substituicao s = at, ds = a dt, obtemos

Inb = —dt = —— —ds = —ds

rb 1 rab 1 1 ab 1
Jit Jo S/aa J

a

ra 1 rab 1 ab 1
Ina+Inb=| —-dt+ —dt—f —dt = In(abd)
J1 t Ja t 1

2. Inb=1In (% ) In2+Ina logo Inb—Ilna=Imn?.
3. In(a™) = In(a - )—1na,+lna+---+lna=nlna,
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Limites e Contradominio do Logaritmo

Comecamos por ver que lim Inx = 400
Ir—+00

» Dado ¢ > 0 queremos encontrar um 0 > 0 tal que

r>1/0 = Inx>1/¢

> Escolhemos n tal que nln2 =In(2") > 1/e  (n> )
> Se 1/ = 2", como In é crescente:

r>1/0 < >2" = Inz>In(2") > 1/e

Para calcular o limite em 0" substituimos y = 1/z:

1
lim Inz= lim In—=— lim Iny = —o
r—0t Yy—>+00 Yy Y—>+00

Teorema de Bolzano: Dj = R.



lim lnx = +00
T+ 00

lim Inz — —oo
r—07F
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Exponencial
Chamamos exponencial a funcao A

inversa do logaritmo:
» y=expr < r=Iny
> Dexp = D], =R
» D! =Dy, =10, 400

exp

exp

In
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Exponencial (Continuagao)

Derivada:

» y=expr < r=Iny
1 1

(Iny) — 1/y

exp(x + y) = exp(x) exp(y):
» Escrevemos u = expz e v = exp y;

> (expzx) = =y =expx

» Entao x = lnu e y = Inw:

exp(x + y) = exp(lnu + Inv)
= exp(In(uv))
= U

= exp(z) exp(y)
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Exemplos de Primitivas

-
> | e” cos(e”)dz = sen(e”) + C
J
" 2 2
> | 22e” doe =¢" +C
J
(1 1 In z)?
> Ed:zczf—lnzzjdx: (In z) + C
) x T 2
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Primitiva de 1/x

Exponencial
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Para = > 0: S%dajzlnerC’

1
Teorema. f— dz =In|z| + C
x
Demonstracao. Para x < 0:
1 1
In|z]) = (In(-2)) = — (=1) = =
(nfz])’ = (In(=2)) = — (1) = -

Exemplos.

>

r\

r\

tanx dx = f

1

xlnx

o |

SE1N X

COS T
1/x

Inxz

dez = —In|cosz|+ C =1In|secx| + C

der =In|lnz|+ C

Funcoes hiperbdlicas
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Significado de a”

b

> Se a,be R com a > 0 definimos a” = exp(blna).

> Dadas funcoes f e g, a funcao f9 é a tuncao definida por:

F(@)"® = exp(g(z) In f(x))

com dominio

Dyg={zeR:ze€DfnDy e f(z)>0}

» Chamamos exponencial de base a > 0 a funcao

a” = exp(xlna)

> Chamamos nimero de Neper a e = exp(1). Como In(e) = 1,

e’ = exp(x)
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Exemplos de Derivadas

» Derivada de z%:

(xa)/ _ (ealn:c)/ _ ealn:c

SIS

» Derivada de a*:

(a:v)/ _ (exlna)/ _ exlna na = alna

» Derivada de z*:

(") = (ewlnw)/ = exlnw(:c lnx)/ = 2% (Inz+z 1) = 2%(lnz+1)
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Funcoes hiperbolicas

et —e % et +e 7
senh r = coshx =
2 2
> (senhz)’ = coshx ¢ (coshz)’ = senh x

> (senh )’ > 0, logo senh é estritamente crescente.

» senh(0) = 0, senhz > 0 para x > 0, e senhx < 0 para
x < 0.

2x —2x 2x —2x
senh? z = © QZG e cosh’zx = ¢ +24+e logo:

cosh? —senh?z = 1



