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Integrais em Intervalos llimitados

Dizemos que o integral é improéprio se o intervalo de integracao
for ilimitado, ou a funcao integranda for ilimitada.

Dada uma fungao f tal que f € Zj, , para todo o y > a,
y

> se existir, em R, o limite lim f f(t)dt, o integral
y—>+w |,

improéprio S;LOO f(t)dt diz-se convergente, com valor

7 f@yde = lim f 0

i Yy—+00

» Caso contrario, S;FOO f(t)dt diz-se divergente.

Seno
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Regra de Barrow

Teorema
Se f é continua em |a,+o0| e G é uma primitiva de f, entao:

+
> Sa f é convergente se e s6 se lim G(y) € R, e nesse caso

y—+00
+00 -
| = (i G6) - Gl = [6w)]
Demonstracao.
+o0
swar= twm | f@ar= tm (G - Gla)

= ( lim G(y )) G(a)

y—-+o0

Seno
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Exemplos de Integrais Improprios

> f(x) =1/y/z em [1,400].

[t o] - o

O integral improéprio é divergente.

> f(z) = 1/2% em [1, +o0].

J+oodx _ [_l]—l_w:@_(_l):l

1 z?

O integral impréprio é convergente.
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Integrais em |—o0, b|

Dada uma funcao f tal que f € Iy, ;) para todo o x < b,

b
> se existir, em R, o limite lim f(t)dt, o integral

H_
x OOx

improprio Sli , f(t)dt diz-se convergente, com valor

b

fb f(t)dt = lim f(t)dt.

_)_
x OOCU

» Caso contrario, Sli -, f(t)dt diz-se divergente.

Seno
O000
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Exemplo

Se f for continua em |—o0,b], e G for uma primitiva de f,

b , .
S f e Convergente SSse lim G(il?) € R e nesse caso:
—0 r—> —00

r—>—00 o0

b b
LO f(H)dt=GO) ~ lim G() = [6m)]

Exemplo.

0

2t + 1 1 0
f Sl dtz[— ] - 1-0=-1
oo (24 1)? t?2+t+ 11—

O integral improprio é convergente.

Seno
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Integrais improprios de funcoes ilimitadas

Dada uma fungao f ilimitada num intervalo |a, b] e tal que
JE€ Ly se a<x <D,

b
> se existir, em R, o limite lim J f(t)dt, o integral
T

r—at

improéprio SZ+ f(t)dt diz-se convergente, com valor

Li f(t)dt = lim Lbf(t) dt

r—at

» Caso contrario, S2+ f(t)dt diz-se divergente.

Seno
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Exemplos

Exemplo. f(x) = 1/2° em |0, 1].
fdx_ o_ 1 =
o+ 22 | m e 1 o+/ ’

portanto o integral improprio é divergente.

Exemplo. f(x) =1/y/z em [0, 1].

;f/f [Q\f] —2v1-2V0=2,

portanto o integral improprio é convergente, igual a 2.

Seno
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Integrais Improprios em a e em b

> Um integral SZ f(t)dt pode ser impréprio em ambos os
extremos de integracao a e b.

> Nesse caso tomamos c € |a, b| e consideramos os integrais:

[Crmyat e $rea

> Se ambos os integrais forem convergentes o integral
b [ ]
Sa f(t) dt diz-se convergente, com valor:

Lbf(t)dtzch(t)dtJrff(t)dt

» Caso contrario o integral diz-se divergente.
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Regra de Barrow

Teorema
Se f é continua em |a,b| € Ds e G é uma primitiva de f, entao

> SZ f é convergente sse G(b~) e R e G(at) € R, e nesse caso:

1
P
7~ N
N )
N——"
| —

[ swa=cor) - o)

Demonstracao. Como G é uma primitiva de f,

b~ C b~
L F(t)dE = L F(t) dt +f F(t) dt
_G(0) = Glat) + G ) — G(e) = Gb™) — Gla™)
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Exemplo

1
20 — 1

> O integral f 256 5 dr € improprio em 0 e em 1

0 (22— )

20 — 1 —1
» Primitivando: f :E de = ——— + C
(22 — x)? 2 —x
, —1 , —1

» lim ——— = lim ——— = 4+

rs1- T2 — T o0t T2 —Z

> Como pelo menos um dos limites nao existe em R, o
integral ¢ divergente.
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Integrais impréprios podem ser definidos mais geralmente.

Exemplo. O integral de f(x) = 1/vz2 em [—1,1] ndo estd
definido, pois f nao é limitada neste intervalo. Podemos, no
entanto, considerar os integrais improprios:

| L |
dr e J — dx.
f_1 \ x2 0+ Va2

Uma primitiva da funcio 1/va2 = 2723 é F(z) = 323 = 33z
e '(07) = F(0") = 0 pelo que os integrais sdo ambos
convergentes e

0~ 1 1 1 ; 0~ ; 1
f—1 Va2 Ao fo+ a2 da = [3\/5]—1 i [Bﬁ]m
=0-3¢-14+3V1-0=6



