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Matrizes, sistemas de equacoes lineares
e método de eliminacdo de Gauss

Matrizes

Uma matriz real (respetivamente, complexa) de tipo & x n é um quadro

a;; @12 ... QA1 ... Qip
g1 Q22 ... Q25 ... Q2p
Qi1 Q2 ... Qi ... Alp
LGkl Ak2 - .. Qgj ... Qkn

de ndmeros ou escalares reais (respetivamente, complexos) com k linhas e n
colunas. Os nimeros a;;, para todos os indicesi =1,...,kej=1,...,n,
dizem-se as entradas da matriz. O indice ¢ indica o ndmero da linha da matriz
onde a entrada-(ij) (i.e., o escalar a;;) se encontra, e o indice j indica a
coluna.

Exemplo
A entrada-(23) da matriz
1 -2 5 1
2 -1 7 3
€ o niimero que se encontra na linha 2 e na coluna 3, ou seja, as3 = 7.
A linha ¢ da matriz é

Li:[ail Qg2 ... Qg5 ... am},
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e a coluna j é

alj
azj

CLji

Lak;

,,,,,

Jj=1,...n
la;;] sempre que o tipo da matriz for claro a partir do contexto.
A matriz diz-se:
e Matriz retangular, se k # n.

e Matriz quadrada, se £ = n. Neste ultimo caso, a matriz diz-se uma
matriz quadrada de ordem n (ou k).

e Matriz coluna ou vetor coluna, se n = 1.

e Matriz linha ou vetor linha, se £k = 1.
Uma matriz A = [a;;] diz-se estar em escada de linhas ou que é uma matriz
em escada de linhas se satisfizer as duas condi¢des seguintes.

1. Nao existem linhas nulas acima de linhas nao nulas.

2. Sendo L; e L;,1 duas quaisquer linhas n3o nulas consecutivas de A, a
primeira entrada n3o nula da linha L;;; encontra-se (numa coluna) a
direita (da coluna) da primeira entrada ndo nula da linha L;.

A primeira entrada nao nula de cada linha duma matriz em escada de linhas
designa-se por pivo.

Exemplo

A matriz da alinea (a) é uma matriz em escada de linhas cujos pivos sdo 1, 4

e 6. As matrizes das alineas (b) e (c) ndo sdo matrizes em escada de linhas.
0104 5 1 00 4

1 -2 30 9
@ 0 0 40 -2 @[22V 8 2 (@ (2000
00 00 6 0007 -1 010 8
000O0 O 0011
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Operacoes elementares

Existem trés operacoes elementares sobre as linhas de uma matriz.
e Substituicdo da linha L; por L; + aL;, com « escalar e i # j.
e Troca da linha L; com a linha L; (com ¢ # j).

e Substituicao da linha L; por aL;, com a # 0.

Estas operacoes aplicar-se-3o seguidamente na resolucao de sistemas de equagoes
lineares, altura em que serdo descritas.

Sistemas de equacoes lineares

Uma equacao linear é uma equagao que pode ser apresentada na forma
a1 + agxy + -+ + Ap_1Tp_1 + apT, = b,

ondeay,as,...,a,_1,a,,bsaoescalarese xy,xs, ..., T, 1, x, Sao as incognitas
ou variaveis. Um sistema de equacdes lineares (SEL) é uma conjunc¢do de
equacoes lineares

a1 + 199 + -+ ATy = bl

a91%1 + A99%o + - - - + Gop X, = by

k11 + Qp22To + - - + gy = by,

O sistema diz-se homogéneo se b; = b, = --- = b, = 0 e, caso contrario,
diz-se nao homogéneo.

Resolver um sistema de equacoes lineares é determinar o conjunto de todas as
sequéncias (z1, s, ..., ,) de n nimeros que satisfazem todas as equagdes do
SEL. Este conjunto diz-se a solucdo geral ou o conjunto das solugcdes do
SEL.

Dois sistemas de equacdes lineares dizem-se equivalentes se tiverem a mesma
solucdo geral. Os sistemas de equagdes lineares classificam-se segundo a sua
natureza. Um sistema de equagdes lineares diz-se:
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e possivel e determinado, se tem uma dnica solugcao

e possivel e indeterminado, se tem mais que uma solucio. !

e impossivel, se o conjunto das solucdes é vazio.

Um sistema de equacdes lineares homogéneo é sempre possivel.

Um SEL homogéneo tem sempre a solucao nula, i.e., a solucdo em que todas
as varidveis sao nulas.

Matrizes associadas ao sistema de equacoes lineares

ain di2 ... Qi
A= a:21 a:22 a?n <— Matriz dos coeficientes
k1 QAk22 - .- Gkp
by |
ba
b=|. <— Matriz (coluna) dos termos independentes
b
(a1 a1 ... ai, by
[A|b] = a?l a:22 o a?n b:Q +— Matriz aumentada
_CLkl Aro2 ... Qgp bk

A matriz aumentada também pode ser simplesmente representada sem a linha
de separacdo vertical

a1 a19 ... QA1p bl

921 929 ... QAop bg
[A]b] =

ag1 Qg2 ... QAgp by

I Neste caso, o SEL tem infinitas solucdes como se verd adiante na Seccio 2.



Matrizes, sistemas de equacoes lineares e método de eliminacao de Gauss

Como resolver um sistema de equacgoes lineares

Consideremos o sistema de equacdes lineares

r+y+z=3
rT—y+2z=2
204y —2z=2

A matriz aumentada do sistema é

1 1 1 |3
(A= |1 =1 2 | 2
2 1 -1 2

Se se efetuar uma operagdo elementar sobre as linhas da matriz aumentada
[A]b], obtém-se a matriz aumentada dum sistema de equag¢des lineares equiva-
lente.

Este facto serd usado para “simplificar” a matriz aumentada de modo a obter
um sistema equivalente ao inicial mas cuja solugao seja mais facil de determinar.

Objetivo: Reduzir a matriz aumentada a uma matriz em escada de linhas a
custa de operacdes elementares, usando o método de eliminacao de Gauss.

O método de eliminagdao de Gauss (MEG) consiste em:

1. Colocar todas as linhas nulas da matriz abaixo das linhas n3o nulas,
fazendo as trocas de linhas necessarias.

2. Escolher uma das entradas n3o nulas situada numa coluna o mais a es-
querda possivel e coloca-la na primeira linha da matriz, trocando eventu-
almente linhas.

3. Usar operacoes elementares para reduzir a zero as entradas situadas na
mesma coluna e nas linhas abaixo.

4. Repetir os passos anteriores “descendo” uma linha, i.e., considerando a
submatriz formada apenas pelas linhas abaixo da linha 1.

5. Continuar o mesmo processo “descendo” mais uma linha, i.e., conside-
rando apenas as linhas abaixo da linha 2.
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6. Esta “descida” na matriz repete-se até se obter uma matriz em escada
de linhas.

Aplica-se agora o método de eliminacdo de Gauss a matriz aumentada do sis-
tema.

1 -1 2 2] — |0 =2 1 —1
Lo—Ly
2 1 -1 2| Lz—2L; (0 —1 =3 —4

1 1 1 3 1 1 1 3
S eyl L St B W] oy Lt B
0 -2 1 —1 0 O 7 7

As operac¢des elementares indicadas sob as setas sao as seguintes:

e [, — Ly indica que se somou a linha 2 a linha 1 multiplicada por —1, e
L3 — 2L, indica que se somou a linha 3 a linha 1 multiplicada por —2.

e [, <+ L3 indica que se trocou a linha 2 com a linha 3.

e .3 — 2L indica que se somou a linha 3 a linha 2 multiplicada por —2.

Note que adotamos a seguinte convengao:

A linha modificada é sempre a primeira a ser escrita. <+ ATENCAO

A matriz

1 1 1 3
0 -1 -3 —4 (Quais sdo os pivos?)
o 0 7 7

estd em escada de linhas e é a matriz aumentada do SEL

r+y+z=3
—y—3z=-4 ,
Tz=T
tendo-se
r+y+z=3 r+y+z=3
T—y+2z=2 — —y—3z=—-4
20 +y—2=2 Tz=17
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Comecando a resolver o SEL pela equagdo mais simples, ou seja a Ultima,
tem-se z = 1. Substituindo z na segunda equac3do, obtém-se

_y_3:_47

ou seja y = 1. Finalmente, usando a dltima equacgao e os valores obtidos de ¥y
e z, tem-se que
r+14+1=3

e, portanto, z = 1. E agora imediato concluir que o conjunto das solu¢des ou
a solugdo geral é {(1,1,1)} e que, portanto, o SEL é possivel e determinado.

Note que, uma vez obtido o sistema correspondente a matriz (aumentada)
em escada de linhas, a resolucdo faz-se “de baixo para cima”: comega-se com
a ultima equacao e vai-se “subindo” no sistema.

Em resumo, relembre que se resolve um sistema de equacoes lineares em trés
passos:

1. Obtém-se a matriz aumentada [A|b] do sistema;

2. Reduz-se [A]b] a uma matriz R em escada de linhas usando o método de
eliminacdo de Gauss ou, em esquema,

[Al] g R

3. Resolve-se o SEL cuja matriz aumentada é R.

No exemplo anterior:

11 1 3 1 1 1 3
[Afp)= |1 =1 2 2| —= [0 -1 -3 —4| =R
2 1 -1 2 00 7 7



Caracteristica, variaveis dependentes e
variaveis independentes

Caracteristica duma matriz

Quando se reduz uma matriz a uma matriz em escada de linhas a custa de
operacoes elementares, o niimero de pivés ndo depende das operagoes elemen-
tares realizadas.

Porqué?

A caracteristica duma matriz A de tipo k X n é o nimero de pivos de
qualquer matriz em escada de linhas que se obtenha a partir de A a custa de
operacdes elementares. Designa-se por car A a caracteristica da matriz A.

Exemplo

Resolvamos o sistema de equacdes lineares

r—y—22=0

20 =3y — 2z =3

—r+2y=-3
Aplicando o método de eliminagcdo de Gauss a matriz aumentada deste SEL,
obtém-se:

1 -1 -2 0 1 -1 -2 0 1 -1 -2

[Ap=2 -3 -2 3| — [0 -1 2 3| — |0 -1 2
Lo—2L4 L3+Lo

-1 2 0 =3 s+ |0 1 -2 =3 0 0 0

0
3
0
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Tem-se entdo que

r—y—22z=0
20 — 3y — 2z =3 =
—r+2y = -3

r—y—22=0 r=4z—3
<~
—y+22=3 y=2z—-3

Este sistema nao tem obviamente solucdo unica.

Como escolher as variaveis independentes ou livres e as varidveis
dependentes

e As varidveis dependentes s3o as variaveis que correspondem as colunas
com pivos.

e As varidveis independentes s3o as restantes, i.e., as varidveis que corres-
pondem as colunas sem pivos.

De acordo com a regra acima, as variaveis dependentes sdo x e y, e a varidvel
independente ou livre é z. A solucao geral do sistema é

{(z,y,2) ER® : x =42 -3 ANy =2z—3}

e, portanto, o SEL tem um nidmero infinito de solugdes.
O grau de indeterminacao dum sistema é

G.I. = nimero de varidveis independentes
= nlmero de variaveis - nimero de varidveis dependentes
= numero de colunas da matriz dos coeficientes - caracteristica da matriz dos coeficientes

= ndmero de colunas de A — car A

onde A é a matriz dos coeficientes do sistema.
O SEL que acabdmos de resolver é possivel e indeterminado e o seu grau
de indeterminacao é
GlL=3-2=1.
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Solucoes particulares
Este sistema tem, com vimos acima, a solu¢do geral
{(z,y,2) €R® : z =42 -3 Ay =2z 3},

onde a variavel z foi escolhida como a variavel independente. Assim, se se fizer
z = 1, teremos que (1,—1,1) é uma solu¢do do sistema, dita uma solugcao
particular. Por exemplo, outra solu¢ao particular do sistema pode ser ob-
tida fazendo z = 2. Neste caso, ter-se-ad (5, 1,2) como a solu¢do particular
correspondente a z = 2.

Em resumo, por cada valor atribuido a 2z, obtemos uma solucao particular
do SEL.

Exemplo

Aplicando o MEG ao sistema

r+y—2z=1
—r+y=20 ;
y—z=0
obtém-se
1 1 =21 11 =21 11 -2 1
[Alb] = [-1 1 0 mOZ—QlL—IzOZ—Ql
0 1 -1 01 -10] ** 00 0 -3
Assim,
r+y—2z=1 r+y—2z=1
—r4+y=0 — (2y—22=1

y—Z:O = —=

Conclui-se que o sistema é impossivel e que, portanto, a sua solucdo geral é o
conjunto <.

10



Caracteristica, variaveis dependentes e variaveis independentes

Classificacao dos sistemas de equacoes
lineares

Usa-se a noc3do de caracteristica para classificar os sistemas de equacoes lineares
quanto a sua natureza.

Natureza do SEL
car A = car[A|b] — possivel
car A # car[A|b] — impossivel

Note que, quando car A # car[A|b], a tnica hipdtese é ter-se car A < car[A]D].

Possivel e determinado — car A = nimero de colunas de A

Possivel e indeterminado — car A < nudmero de colunas de A

G.I. =n2 colunas de A —car A
Da analise que temos vindo a fazer, podemos concluir que

Um sistema de equagdes lineares possivel e indeterminado tem um ndmero
infinito de solucdes.

11



Método de eliminacao de
Gauss—Jordan

Forma canonica ou reduzida de escada de
linhas

Uma matriz diz-se estar em forma canénica de escada de linhas ou em
forma reduzida de escada de linhas se satisfizer as trés condicGes seguintes:

e A matriz estd em escada de linhas.
e Os pivos sdo todos iguais a 1.
e Em cada coluna com pivd, todas as entradas sdo iguais a 0 a excecdo do
pivo.
Exemplo

A matriz A é uma matriz em escada de linhas mas n3o estd em forma candnica
de escada de linhas. A matriz B é uma matriz em forma candnica de escada
de linhas.

1 -2 3 9 1 0 =70 4
A=10 0 4 -2 B=|01 8 0 5
0 0 0 6 00 0 11

Método de eliminacao de Gauss—Jordan

O método de eliminacdo de Gauss—Jordan é usado para, dada uma matriz,
reduzi-la a uma matriz em forma candnica de escada de linhas a custa de

12



Método de eliminacao de Gauss—Jordan

operacoes elementares. Este método desenvolve-se em varias fases, sendo a
primeira delas o método de eliminagao de Gauss.

Dada uma matriz, o método de eliminacao de Gauss—Jordan (MEG-J)
consiste em:

1. Reduzir a matriz a uma matriz em escada de linhas usando o método de
eliminacdo de Gauss.

2. e Usar o pivé situado numa coluna o mais a direita possivel (ou seja na
linha mais abaixo possivel) e as opera¢des elementares necessarias
para reduzir a zero as entradas situadas na mesma coluna e nas
linhas acima da linha do pivo.

e Repetir os passos anteriores “subindo” uma linha, i.e., considerando
a submatriz formada apenas pelas linhas acima da linha do ponto
anterior.

e Continuar o mesmo processo “subindo” mais uma linha, i.e., consi-
derando apenas as linhas acima da linha do segundo pivo conside-
rado.

e Esta “subida” na matriz repete-se até se chegar a primeira linha da
matriz (ou seja, até se obter uma matriz em que, nas colunas dos
pivs, estes sdo as dnicas entradas n3o nulas).

3. Usar as operacoes elementares convenientes para obter uma matriz em
que todos os pivos sao iguais a 1.

Exemplo

Objetivo: Dada uma matriz, pretende-se reduzi-la a uma matriz em forma
candnica de escada de linhas a custa de operacdes elementares, usando o
método de eliminacdo de Gauss—Jordan.

Apliqguemos o método de eliminacao de Gauss—Jordan a matriz

1 =20 2
-3 0 1 2
-1 -1 20
0 -3 2 2

13



Método de eliminacao de Gauss—Jordan

para a reduzir a uma matriz em forma candnica de escada de linhas:

1 -2 0 2 1 -2 0 2 1 -2 0 2
-3 0 12 0o -113 _  |0-1 1 3
~1 =1 2 0f ebr, |0 =3 2 2| ks |0 0 —1 —7
0 -3 2 2| Wl g -3 2 21 "7 0 0 -1 -7

1 -2 0 2 1 -2 0 2

0 -1 1 3 0 -1 0 -4

LiLz |0 0 —1 —7| Letfz [0 0 —1 —7

00 0 0 00 0 0

1 0 0 10 100 10

0 -1 0 —4 010 4

"Li2l: |0 0 —1 —T7| v |00 1 7

o0 o ol " 1loo0o0 o0

e Os pontos 2. e 3. da descricao do MEG-J n3o tém que ser realizados
por esta ordem (i.e., primeiro o ponto 2. e depois o ponto 3.). Pode ser
conveniente tornar um pivo igual a 1 (ou até todos os pivds) antes de
completar o ponto 2., ou mesmo antes do ponto 2.

e Nos pontos 2. e 3. do MEG—-J ndo se pode trocar linhas.

e O método de eliminagdo de Gauss—Jordan também pode ser usado na
resolucao de sistemas de equacoes lineares.

Proposicao 1. Seja A uma matriz kxn e sejam R e R’ matrizes em forma
canonica de escada de linhas obtidas a partir de A a custa de operagoes
elementares. Entio R = R'.

Uma demonstracio deste resultado pode ser encontrada em
Thomas Yuster, “The Reduced Row Echelon Form of a Matrix is Unique: A
Simple Proof”, Mathematics Magazine, Vol. 57, No. 2 (Mar., 1984), pp.
93-94.

14



Método de eliminacao de Gauss—Jordan

A forma canodnica de escada de linhas ou a forma reduzida de escada
de linhas duma matriz A é a matriz em forma candnica de escada de linhas
que se obtém de A a custa de operacbes elementares.

No exemplo anterior, a matriz

10

o O O
o O = O
O = O O
I N

¢é a forma reduzida de escada de linhas da matriz

|

—
NN~ O
NN O N

A partir de uma mesma matriz A, e a custa de operacGes elementares, podem-se
obter diferentes matrizes em escada de linhas mas somente uma Gnica matriz
em forma candnica de escada de linhas.

Comentarios

e P: Como resolver um sistema de equacdes lineares?

R: Usando o método de eliminagdo de Gauss ou o método de eliminagdo
de Gauss—Jordan.

e P: Como apresentar a solucdo de um sistema de equacoes lineares?

R: Apresenta-se abaixo um exemplo de vdrias possibilidades de escrever
a solugdo geral de um sistema de equagdes lineares (supde-se que neste
exemplo as varidveis sao x, ¥y, z € w e que o sistema é indeterminado com
grau de indeterminac3do 2):

a) {(—z,—z—w,z,w) : z,w € R}

b) {(z,y,z,w) ER? : x=—2Ay=—2—w}

c) {(z,y,z,w) : x=—tANy=—-t—sAhz=tAw=s (t,s€R)}
d) {(—t,—t—s,t,s) : t,s € R}

15



Calculo matricial

Adicao e multiplicacao por escalares

Definem-se seguidamente duas operagdes no conjunto M., (K) das matrizes
de tipo k x n. 2

Adigdo (+)

+ Man(K) X Man(K) — Man(K)
(A,B) — A+ B

Sendo A = [a;j] e B = [b;;], define-se A+ B = [¢;;] como a matriz k x n tal

def
que Cij = aij + bZ]

Exemplo
1 -2 3 7 -1 0 4 5 0 -2
A=10 0 4 -2 B=|-2 3 11 2 A+B=|-2 3
-3 0 0 6 0 -1 -3 6

Multiplicagao por escalares (mpe)

mpe : K X My, (K) = My, (K)
(a, A) —» aA

: : def
Sendo A = [a,;], define-se aA = [c;;] como a matriz k x n tal que ¢;; = aa;.

2 K designa R ou C conforme as matrizes forem, respetivamente, reais ou complexas.

16



Calculo matricial

Exemplo
1 -2 3 5 2 —4 6 10
A=10 0 4 =2 2A=10 0 8 —4
-3 0 0 6 -6 0 0 12

Propriedades da adigcao e da multiplicagcao por escalares

Quaisquer que sejam as matrizes A, B, C € M., tem-se:
i) A+B=B+ A

i) A+(B+C)=(A+B)+C

iii) Existe um elemento neutro 0, i.e., qualquer que seja A,

A+0=A=0+A4

iv) Todo o elemento A € M, admite um elemento simétrico —A €
Mk)X'NA Iey

At (~A) =0=(-4A)+ A

Quaisquer que sejam as matrizes A, B € M, e os escalares a, 3 € K,
tem-se:

i) a(A+ B) =aA+aB

(aB)A = a(BA)
(a+ B)A=aA+ BA
1A

)
i)
i)
iv)

O elemento neutro da adi¢do é tnico. O elemento neutro da adi¢do é a matriz
nula [0] de tipo k x n.

O elemento simétrico duma matriz A = (a;;) € tnico. O simétrico de A é a
matriz —A = (—a;;).

17



Calculo matricial

Multiplicacao de matrizes

Multiplicacao duma matriz por um vetor coluna

Seja A uma matriz de tipo k X n e consideremos um vetor coluna

b11
b el bjl
bnl

de tipo n x 1. Define-se o produto da matriz A e do vetor b

bi1 C11
a1; a2 ... Qi3 ... Aip b21
Qg1 Q22 ... Q25 ... Q29
Ab = ' ' ' ' bjl = | Ci1
a1 Q2 ... Qi ... O i )
| A1 Q2 .. Qkj ... Qgn
| b1 | | Ck1 |

como a matriz coluna Ab = [¢;1];—1._x de tipo k x 1 tal que, para todos os
valores dos indices : = 1, ..., k, se tem

Ci1 — aﬂbu + ai2b21 + -+ aijbjl + -+ ainbnl = Z aijbjl-
7j=1

Note que, para ser possivel multiplicar as matrizes A e b, o nimero de colunas
de A tem que ser igual ao nimero de linhas de b.

Exemplo

Consideremos as matrizes

7
2 -1 5

de tipo 2 X 3 e 3 X 1, respetivamente. A multiplicacdo destas duas matrizes é
possivel porque o niimero de colunas de A e o nimero de linhas de b coincidem.
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O produto Ab serd entdo um vetor coluna de tipo 2 x 1 tal que

7
2 -1 5 21
Ab = {—4 6 3] _12 B {—37}'

A linha 1 de Ab foi calculada usando a linha 1 de A e o vetor coluna b de
acordo com

2X 74+ (-1) x (=2)+5x1=21.
Analogamente, a linha 2 de Ab foi calculada usando a linha 2 de A e o vetor
coluna b, obtendo-se

—4XT7T+6x(—-2)+3x1=-37.

Como pode ser facilmente verificado na expressido geral do produto Ab,
o calculo duma linha i (genérica) da matriz Ab faz-se usando também a
linha ¢ da matriz A.

Voltando a definicdo geral de Ab, ainda podemos exprimir o produto de
outro modo:

b1 ai1biy + aizbar + - - + arpbpa
apx; a2 ... Q15 ... QAip b21 :
Q21 A22 ... Q25 ... Q2
Ab = bj1 | = | ainbin + aizbar + -+ + @inbm
Qi1 Q2 oo Qi ... Qi ] .
| Ak1 Qg2 - .. Ak ... Qgp .
[ b1 | | ax1b11 + ar2bor + -+ + Qb |

Temos entao que

[a11b11 + a19bo1 + -+ + a1,by1 |

Ab = | ai1b11 + ajeba + -+ - + ainbyr | = b1icy + borca + -+ - + bpacy,

| ag1biy + agobor + -+ + Qb |

onde ¢y, Cy,...,C, sdo as colunas de A.
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Seja A = [cl Cco ... cn} uma matriz de tipo k£ x n, designa-se por
combinacao linear das colunas de A qualquer vetor coluna da forma

Q1C1 + Q9Co + - - - + A Cyy,

onde ay, aa, . ..,y sdo escalares.
Podemos entdo concluir que:

O produto Ab duma matriz A e dum vetor coluna b é uma combinacao
linear das colunas da matriz A.

Multiplicacao de duas matrizes

Para ser possivel multiplicar duas matrizes A e B, o nimero de colunas de A
tem que ser igual ao nimero de linhas de b.

Dadas matrizes A de tipo £ X p e B de tipo p X n, define-se o produto

a3 @12 ... Qay ... Qip bll b12 e blj N bln
Q21 Q22 ... Qg ... Qg b21 bQQ N bgj c. bgn
AB = ' '
;1 G2 ... Qi ... Qgp bll blg e blj e bln
| A1 Q2 .. Q... Qfp _bpl bp2 ce bpj ce bpn_

como a matriz AB = [¢;j] i=1,..» de tipo k x n tal que, para todos os indices
7j=1,...,n
1,7, se tem

p

C,’j = aﬂblj + aigbgj + -+ aﬂblj + -+ aipbpj = Z ailblj .
=1

O célculo da entrada-(ij) da matriz AB faz-se multiplicando a linha ¢ da matriz
A pela coluna 5 da matriz B.
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Exemplo

Consideremos as matrizes

70 -1
A:[_24 _61 ?,] e B=|-21 0]/,
1 0 -3

de tipo 2 x 3 e 3 x 3, respetivamente. A multiplicagdo destas duas matrizes é
possivel porque o niimero de colunas de A e o nimero de linhas de B coincidem.
O produto AB sera entao a matriz de tipo 2 x 3

-1 21 —1 —17

o (=12 5 4]

as-|
-3

—463_2

70
2 -1 5] )
1 0

A entrada-(11) de AB foi calculada usando a linha 1 de A e a coluna 1 de B
de acordo com
2X 7+ (=1) x (=2)+5x1=21.

A entrada-(12) de AB foi calculada usando a linha 1 de A e a coluna 2 de B
de acordo com

2x04+(-1)x1+5x0=—1.

A entrada-(13) de AB foi calculada usando a linha 1 de A e a coluna 3 de B
de acordo com

2x(=1)4+(=1) x0+5 x (=3) = —1T7.

Analogamente, a linha 2 de AB foi calculada usando a linha 2 de A e todas as colunas de B.

O produto AB de matrizes A de tipo k£ X p e B de tipo p X n pode ainda
ser descrito por colunas como

AB=[Aby | Aby | --- | Ab,],

onde by, bs,...,b, sdo as colunas de B. Alternativamente, o produto AB
pode ainda ser apresentado por linhas

alB
azB
AB = N
akB
sendo aj, as, ..., ay sao as linhas de A.
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Propriedades da multiplicagcao de matrizes

Quaisquer que sejam as matrizes A, B, C' de tipos apropriados e os escalares
a, B €K, tem-se:

i) A(BC) = (AB)C
ii)
(A+ B)C = AC + BC
A(B+C) = AB + AC

iii) a(AB) = (aA)B = A(aB)

A multiplicacdo de matrizes ndo é uma operacdo comutativa.

Por exemplo, [§§][33] = [{2] e [52][15] =[%3].
Sistemas de equacoes lineares e multiplicacao de
matrizes

Consideremos um sistema de k equagdes lineares a n incégnitas =y, xs, ..., T,
e designemos por A a matriz dos coeficientes (de tipo k& x n), por b o vetor
coluna dos termos independentes e por

X1

T2
X =

T

o vetor coluna das varidveis. O SEL pode agora ser apresentado como a
equacao matricial
Ax =b.

No caso de b ser o vetor coluna nulo, temos um SEL homogéneo que é repre-

sentado pela equacao
Ax = 0.
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Exemplo

O sistema de equacgdes lineares

r+y+z=3
T—y+2z=2
204y —2z=2

é apresentado em notacao matricial como

1 1 17 [z 3
1 -1 2| |yl=12
2 1 —1| |z 2

X

Poténcias de matrizes

Sendo A uma matriz quadrada de ordem £k, define-se a poténcia de expoente
n de A, com n € Ny, de acordo com o seguinte:

A’ =T,
Al = A
A" = AA™! (n>2)

Ou seja, quando n é um inteiro maior ou igual a 1, A™ é o produto de n fatores
iguais a A:
A"=A--- A
——

n

Proposicao 2. Seja A uma matriz quadrada e sejam n,m € Ny.
i) Amtm = A" A™
ii) (A™)m™ = Amm
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Matriz transposta

Sendo A uma matriz de tipo k X n, a matriz transposta de A, que se designa
por AT é a matriz de tipo n x k definida por

AT = [Cij] com Cij = Qj; -

Exemplo

A matriz transposta AT da matriz

1 3 2

1 -1 2

A= 1 1 -1

9 8 7

€ a matriz

1 1 1 9
AT=13 -1 1 38
2 2 =17

Propriedades da operacao -1 : My, — M,z

Proposigao 3. Quaisquer que sejam as matrizes A, B de tipos apropriados
e o escalar a € K, tem-se:

i) (AT)T =

i) (A+ B)T = AT+ BT “a transposta da soma é a soma das transpostas”
iii) ()T = aAT

i) (AB)T = BTAT

“a transposta do produto é o produto das transpostas por ordem contrdria”

Uma matriz quadrada diz-se uma matriz simétrica se
A=AT
ou, equivalentemente, se

Aij = Qj; para todos os indices i, j.
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Uma matriz quadrada A diz-se uma matriz anti-simétrica se

A=—AT
ou, equivalentemente, se
ajj = —Qj; para todos os indices i, j.
Exemplo
Considerem-se as matrizes
1 2 -3 0o 2 =3
A=12 4 5 B=|[-2 0 5
-3 5 —6 3 -5 0

A matriz A é simétrica e a matriz B é anti-simétrica.

Dada uma matriz quadrada A = [a;;| de ordem n, a diagonal da matriz A
é constituida pelas n entradas a;;, com ¢ = 1,...,n. Note que:

e A diagonal duma matriz anti-simétrica € nula, i.e., todas as entradas da
diagonal s3o iguais a 0.

e A diagonal duma matriz simétrica “funciona como um espelho”.

e Qualquer matriz A se pode escrever como a soma de uma matriz simétrica
com uma matriz anti-simétrica:

A %(A + AT + %(A _ A7),

Traco

Sendo A = [a;;] uma matriz quadrada de ordem n, define-se o traco da matriz

A como "
trA= Z Q.
i=1
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Proposicao 4. Sejam A, B matrizes quadradas de ordem n e seja o um
escalar. Tem-se:

(i) tr(A+ B) = tr A+ tr B;
(ii) tr(ad) = atr A;
(iii) tr A = tr AT

(iv) tr(AB) = tr(BA).

Note que, embora a multiplicagio de matrizes ndo seja uma opera¢do comu-
tativa, pode acontecer que, dadas duas matrizes A e B, se tenha AB = BA.
Por exemplo, se A for uma matriz n X n e se B for a matriz nula n x n, é claro
que AB = BA, o mesmo acontecendo se B = A.

Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n. Diz-se que as matrizes A e B
comutam se AB = BA.

Na pdgina seguinte, vai encontrar uma matriz quadrada de ordem n que co-
muta com todas as matrizes quadradas da mesma ordem: trata-se da matriz
identidade n X n.
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Matriz inversa

Uma matriz quadrada A = [a;;] diz-se uma matriz diagonal se todas as suas
entradas a;;, com ¢ # j, sdo nulas. Por outras palavras, A é uma matriz
diagonal se todas as suas entradas “fora” da diagonal sdo iguais a 0. Por
exemplo, as matrizes

b

sao matrizes diagonais.

A matriz identidade de ordem n, designada por [,,, é a matriz diagonal
de ordem n em que todas as entradas da diagonal sdo iguais a 1. A matriz
identidade poderd ser designada por I quando a sua ordem for aparente no
contexto.

o O O
[anll \v N aw]
o O O
o O O
o O O
o O O

Proposicao 5. Seja A uma matriz de tipo n x k e seja B uma matriz k xn.
Entao:

i) I,A=A.
i) BI, = B.

No conjunto M, «,,(K) das matrizes quadradas de ordem n, a multiplicacdo
de quaisquer duas matrizes é sempre possivel e o produto é ainda uma matriz
quadrada de ordem n.
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No conjunto M, ., (K) das matrizes quadradas de ordem n, a matriz identidade
I,, é o elemento neutro da multiplicacdo de matrizes: qualquer que seja a matriz

A em M5, (K),
Al =A=1TA.

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Uma matriz B diz-se matriz

inversa de A se
AB=1= BA. (1)

Note que, se a matriz B existir, B € uma matriz quadrada de ordem n.
Lema 1. Se ezistir uma matriz B nas condigoes de (1), essa matriz € unica.

Demonstracao. Suponhamos que B e C sao matrizes inversas de A. Entao
B(AC)=BI =B e (BA)C =1C=C.

Uma vez que a multiplicacdo de matrizes é associativa, tem-se B(AC) =
(BA)C' e, consequentemente, B = C. ]

Podemos assim designar por A~! a (dnica) matriz inversa de A. A matriz
A diz-se invertivel ou nao singular se admitir matriz inversa.

Alguns dos exemplos seguintes estao propositadamente incompletos para
que o leitor possa fazer uma aplicacdo direta do conceito de matriz inversa.

Exemplos

e A matriz inversa [} 9]7' da matriz identidade de ordem 2 é

e Uma matriz com uma linha nula n3o é invertivel porque ...

e Uma matriz com uma coluna nula ndo é invertivel porque ...
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Matriz inversa

e Seja A uma matriz invertivel e consideremos um sistema de equacdes li-
neares Ax = b. Multiplicando a esquerda ambos os membros da equacdo
por A~!, tem-se

A*I(Ax) =Abe (A*IA)X =A'b
s Ix=A"b
sx=A"b

Vemos assim que nestas condicdes o sistema de equagles lineares é
possivel e determinado.

Calculo da matriz inversa

Consideremos por exemplo a matriz
1 -2
]

Em seguida, procuraremos determinar se a matriz A é invertivel e, em caso
afirmativo, calcular a sua inversa. Pretendemos entdo, se possivel, determinar

uma matriz
B |:.%'1 ZL'Q:|
Y1 Y2

talque AB=1e BA=1.
Comecando por analisar a equacdo AB = I, tem-se

1T T2 1 0
A = )
[yl yz} [0 1]
Ou seja, teremos que resolver os dois sistemas

b=l Al =L

Atendendo a que ambos os sistemas tém a mesma matriz dos coeficientes,
resolvé-los-emos em simultdneo, usando o método de eliminacao de Gauss—
Jordan. Assim,
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1 -2 110 1 -2 10 1 0 -1 =21
-1 1 0 1| Lx+Li |0 —1 1 1] Lhi—2L2 |0 —1 1 1

1 0 -1 =2
-1L> (0 1 -1 1|

Concluimos pois que a tnica matriz B que satisfaz AB =1 é

-1 =2
B {_1 _J |
Para concluir que a matriz A é invertivel e que a sua inversa
-1 =2
-1
S

basta verificar também se se tem BA = I, o que de facto acontece.
Em resumo, podemos descrever os calculos que acabamos de fazer esque-
maticamente como:

1. Resolvemos os sistemas AB = [ usando o método de eliminacdo de
Gauss—Jordan:

1 2] 10 1 0] -1 —2]_
[Am_{—l 1|0 1] MEG) [0 1| -1 —1]_[I|B]

2. Verificdamos que BA = 1.

3. Concluimos que A~! = B.

O passo 2. acima pode ser evitado como mostra a proposicdo seguinte.

Proposicao 6. Sejam A, B matrizes quadradas de ordem n e I a matriz
identidade de ordem n. Entao AB =1 se e s6 se BA=1.
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Esta proposicdo serd demonstrada adiante (cf. Proposicdo 9).

Finalmente, resumimos o procedimento geral para calcular a matriz inversa
(se existir) duma matriz quadrada A de ordem n.

Reduz-se a matriz [A|I] & matriz [[|A™!] usando o método de eliminacdo de
Gauss—Jordan:
A je (T1ATY

MEG-J
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Propriedades da matriz inversa

Proposicao 7. Sejam A e B matrizes invertiveis, seja o um escalar nao
nulo e seja n € Ny. Entdo as matrizes A™', AB, A", aA, AT sdo in-
vertiveis, e

i) (A7)

i) (AB)™! = B71A!

i) (A7) = (41"

w) (@A)t =14
(

1}) AT) L ( )T (“a inversa da transposta € a transposta da inversa”)

Demonstra¢ao. Demonstra-se apenas a propriedade ii). As demonstragoes
das outras afirmacoes ficam como exercicio.

Calculando diretamente (B~'A™')(AB) e atendendo a que a multi-
plicacao é associativa, tem-se

(B'AYAB)=B YA 'A)B=B'IB=B"'B=1.
A Proposicao 6 garante agora que B~1A™! é a matriz inversa de AB. [

A Proposicdo 7 permite agora definir as poténcias inteiras duma matriz
invertivel A de forma inequivoca. Seja entdo A uma matriz invertivel e seja
n € N. Define-se a poténcia de base A e expoente —n como

AT = (An)_l ou, equivalentemente, A" — (A—l)n.

No caso das matrizes invertiveis, obtemos a seguinte versiao da Proposicdo 2
alargada aos inteiros.

Proposicao 8. Seja A uma matriz invertivel e sejam r,s € 7Z.

’I,) Ar-‘,—s — ATAS
”) (Ar)s — Ars
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Matrizes elementares de ordem n

As matrizes elementares de ordem n s3o obtidas a partir da matriz iden-
tidade a custa de uma Unica operacdo elementar. Seguidamente descrevem-se
os trés tipos diferentes de matrizes elementares.

Matrizes elementares de ordem n

e P,;: matriz que resulta de I trocando a linha i com a linha j (sendo I a
matriz identidade de ordem n e i # j)

o E;;(a) (com i # j): matriz que resulta de / somando a linha i a linha j
multiplicada por «

e D;(a) (com « # 0): matriz que resulta de I multiplicando a linha ¢ por
a

Nas figuras seguintes, apresentam-se exemplos dos diferentes tipos de ma-
trizes elementares no caso particular de 7 < j. As linhas e as colunas 7 estao
representadas a amarelo, e as linhas e as colunas j estdo representadas a cin-
zento.
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1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 - 0 0
Di(Oé)Z .

0 0 0 1 0

_0 0O -« 0 - 0 --- 1_

Multiplicacao por matrizes elementares

Sendo A uma matriz n x p, descrevem-se em seguida as matrizes que resultam
de A apds a multiplicagdo desta pelas matrizes elementares (a esquerda).

° Al = RJA
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A’ é a matriz que se obtém de A trocando a linha ¢ com a linha j.
Utilizando a notacgao ja estabelecida, tem-se:

A— A'=PyA

LZ'(—)L]'

° A, = EZJ<04)A
A’ é a matriz que se obtém de A somando a linha 7 a linha j multiplicada
por a. Ou seja,

A—— A = Ej(a)A

L/L'-‘rOch

° A, = Dz(O{)A
A’ é a matriz que se obtém de A multiplicando a linha 7 por «,

A—— A =Di(a)A

OéLZ'

Efetuar uma operacdo elementar sobre uma matriz A corresponde a multiplicar
essa matriz a esquerda por uma matriz elementar especifica. Na tabela abaixo
apresenta-se a correspondéncia entre as operacoes elementares e a multiplicacao
pelas matrizes elementares.

“Dicionario”
Operacdo elementar Multiplicacdo pela matriz elementar
A Lot A PjA=A4A
A il A’ Eij(@)A=A
A — A Di(a)A=A
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Exemplo

O célculo da matriz inversa da matriz
. 1 =2
-1 1
que fizémos na Seccao 5 pode agora ser descrito usando a multiplicagao por
matrizes elementares. As operacGes elementares que efetudmos sobre a matriz

[A|I] correspondem a termos efetuado as seguintes multiplicacdes por matrizes
elementares:

Operacao elementar Multiplicacdo pela matriz elementar
Ly + Ly [Ea1 (1) A| Ey (1)I]
L+ (—2)L [E12(—2)Eqy (1) A| Eo(—2)Eq (1)I]
(—1)Ls [D2(—1)E12(—2) Exn (1) A| Do(—1) Era(—2) B2 (1)1]

Obteve-se deste modo
Dy(—1)E15(—2)Exn(1)A =1 Do(—1)E12(—2)Exn (1) = A7}
(cf. Seccdo 5). Assim, a matriz A~! é o produto de matrizes elementares

A7l = Dy(—1)E1p(—2) By (1).

Matrizes inversas das matrizes elementares

As matrizes elementares s3o invertiveis e as suas matrizes inversas sao matrizes
elementares do mesmo género. Nao ¢é dificil verificar que:

Matrizes inversas das matrizes elementares
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Demonstraremos agora a Proposicao 6, cujo enunciado relembramos em
seguida.

Proposicao 9. Sejam A, B matrizes quadradas de ordem n e I a matriz
identidade de ordem n. Entao AB =1 se e s6 se BA=1.

Demonstracao. Suponhamos inicialmente que AB = I e sejam E1, Fs, ..., F},
matrizes elementares tais que F1Fs ... EpA é a forma candnica de escadas
de linhas de A. A forma candnica de escada de linhas de A nao pode ter
qualquer linha nula. De facto, se essa matriz tivesse linhas nulas, como

ElEQEkAB = ElEQ...EkI,

a matriz F1Fs ... Bl também teria, o que é impossivel ja que esta matriz
é invertivel por ser o produto de matrizes invertiveis (cf. Proposigao 7 ii)).
Concluimos assim que

E\Ey...ExkAB = E\Es ... Ej.
N————
1

Ou seja, a matriz B é um produto de matrizes invertiveis e, portanto, é
invertivel. Multiplicando a direita ambos os membros da igualdade AB = [
por B~1, tem-se que

(AB)B™'=1IB"' <+ A=B""

Resulta agora diretamente da definigdo de matriz inversa que AB = BA =
1.

Trocando os papeis das matrizes A e B no raciocinio acima, analoga-
mente se mostra que, se BA = I, entao AB = 1. n

Proposigcao 10. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. A matriz A é
ivertivel se e so se car A = n.

Demonstracao. Temos que demonstrar as duas implicagoes

car A = n = A¢é invertivel

Aé invertivel = car A = n.

Comecemos por demonstrar a primeira. Suponhamos que A é uma matriz
quadrada A de ordem n com caracteristica n. Entao os sistemas de equagoes
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lineares
1 1 T 0 1 0
4 Ty _ 0 4 lig _ 1 A T _ 0
Tn 0 ZBn 0 T, 1

sao possiveis e determinados. Consequentemente, existe uma matriz qua-
drada B de ordem n tal que AB = I. Usando agora a Proposicao 9,
concluimos que A é invertivel.

Resta agora provar a implicacao:

Aé invertivel = car A =n
Provaremos a implicacao equivalente:
car A # n = Anao é invertivel

Se car A < n, qualquer dos sistemas de equagoes lineares acima é impossivel
ou possivel e indeterminado. No caso de haver algum sistema impossivel,
é imediato que A nao tem inversa. No caso restante de todos os sistemas
serem possiveis e indeterminados, teremos a existéncia de mais do que uma
solugao, o que contradiz a unicidade da matriz inversa. O

O teorema seguinte apresenta condi¢Oes necessarias e suficientes de inver-
tibilidade para uma matriz quadrada de ordem n, sendo uma primeira versao
de quatro versdes que aparecerao ao longo destes apontamentos.

Condicoes necessarias e suficientes de
invertibilidade (I)

Teorema 1. Seja A uma matriz quadrada de ordem m. As afirmagcoes
sequintes sao equivalentes.

i) A € invertivel.
ii) car A = n.

ii1) A € um produto de matrizes elementares.
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i) A pode ser transformada na matriz identidade o custa de operagoes
elementares.

v) A forma reduzida de escada de linhas de A é a matriz identidade.

vi) O sistema de equagoes lineares homogéneo Ax = 0 admite apenas a
solucao trivial.

vii) Dada uma matriz coluna b de tipo nx1, o sistema de equagoes lineares
Ax = b € possivel e determinado.

Demonstracao. Mostraremos que
i) = i1) = i) = ) = v) = Vi) = vii) = 7).

A equivaléncia entre 7) e ii) ja foi demonstrada (cf. Proposigao 10).

i1) = iii) Sendo R a forma canénica de escada de linhas de A, existem
matrizes elementares F1, Fs, ..., E}, tais que F1Es... L A = R.

Como por definicao car A = car R, tem-se que car R =n. Entao R =1
e E1FEy ... EyA = I. Multiplicando a esquerda ambos os membros desta
igualdade sucessivamente por By ', Ey™ b, ..., Byt tem-se

A= Ek*1 .. Eg’lEfl,

donde se conclui que A é um produto de matrizes elementares.

i1i) = iv) Se A é um produto de matrizes elementares, entdao A é um pro-
duto de matrizes invertiveis e, portanto, invertivel também (cf. Proposi¢ao
7). Nestas condigoes, a Proposigao 10 garante que car A = n, donde se con-
clui que a forma canénica de escada de linhas de A é a matriz identidade,
como pretendiamos.

iv) = v) Esta implicagao é 6bvia (trata-se mesmo de uma equivaléncia).

v) = wvi) Se a forma reduzida de escada de linhas de A é a matriz
identidade, entao existem matrizes elementares Ey, Es, ..., E} tais que

ElEQEkA:[

Multiplicando a esquerda ambos os membros da equacao Ax = 0 por
FL\Es ... By, tem-se

—_— —
I
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Matrizes elementares

vi) = wvii) Comegaremos por ver que, qualquer que seja o vetor coluna
b, o sistema Ax = b é possivel.

Suponhamos contrariamente que existia b tal que Ax = b é impossivel.
Entao ter-se-ia car A < n e, consequentemente, o sistema homogéneo Ax =
0 seria indeterminado, o que contradiria a hipdtese.

Vejamos agora que o sistema Ax = b é determinado. Suponhamos que
X1, X3 sao0 solugoes Ax = b. Entao

Axq = AXQ < A(Xl — X2) = 0.

Como por hipétese o sistema homogéneo s6 admite a solucao trivial, con-

cluimos que
Xl—XQIO <~ X1 = Xo.

vii) = i) Queremos agora provar que A é invertivel, ou seja, queremos
provar que existe uma matriz B tal que AB = I (cf. Proposigao 9). Por

outras palavras, pretende-se mostrar que os n sistemas abaixo sao possiveis
3.

1 0 0
0 1 0
Ax = |: Ax = |: . Ax = |
0 0 0
0] 0] 1]

A afirmagao vii) garante precisamente que os sistemas da forma Ax = b
sdo possiveis (e determinados). Como os sistemas anteriores sao um caso
particular dos sistemas da forma Ax = b, conclui-se que sao possiveis e
que, portanto, A é invertivel. n

3 Note que, se os n sistemas forem simultaneamente possiveis, entdo sdo necessaria-
mente determinados, dada a unicidade da matriz inversa.
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A funcdo determinante
det : M,(K) - K

A det A

é a funcdo que satisfaz os axiomas seguintes:
i) det/ =1
ii) det(P;;A) = —det A (com i # j)

iii) Qualquer que seja a € K,

det [a:L] = adet [L

Ly L1 r L1
Li—1 Liq Li—1
det | Li+L) | =det | Z; | +det | L
Li+1 Li+1 L'L+1
Ln Ln L L,

onde L, L;, L, sdo linhas das matrizes. (Note que o pode ser 0.)
Prova-se que existe uma unica funcdo que satisfaz os axiomas acima.

O determinante duma matriz A também pode ser designado por |A.
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Exemplo

Célculo do determinante duma matriz 1 x 1 e duma matriz diagonal.

1. detla] = adet[l] =al =a

(usdmos o Axioma iii)).

2. Apds uma aplicagdo repetida do Axioma iii) obtém-se

ail

0 0 0 1 0 0 0
0 22 0 0 0 929 0 0
det | 0 0 ags 0| =ap;det |0 0 ass 0] =
0 0 0 Q| 00 0 Q|
(10 0 0 ] (100
01 0 0 010
= 11099 det 00 ass 0 = a11QA9220433 . . . App det 001
00 0 Q| 000
Usando o Axioma i), tem-se
[a;;, 0 0 0 ]
0 929 0 0
det | 0 0 ass 0 | = a1a0ass ... ap, det [
|00 0 A |
= 11022033 - . . Gyl
= (11022033 . . . Qpp,

Proposicao 11.
i) Uma matriz com duas linhas iguais tem determinante nulo.
ii) O determinante de uma matriz com uma linha nula € igual a 0.

ii1) O determinante de uma matriz nao se altera se somarmos a uma linha
outra linha multiplicada por um escalar.
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Demonstragao. i) Sendo A uma matriz com a linha 7 igual a linha j
(com i # j), tem-se que A = P;;A e, consequentemente,

det A = det(P;;A).

Por outro lado, o Axioma ii) garante que det(P;; A) = — det A. Tem-se
entao que
det A = det(P;A) = —det A

e que, portanto,

det A= —detA = 2det A=0<detA=0.

ii) Seja L; a linha nula da matriz A e seja A’ a matriz que se obtém de
A multiplicando a linha L; por a = 0. Usando o Axioma iii), tem-se

det A=det A’ =adet A=0det A =0.

iii) Consideremos a matriz

_Ll—.
L;
A=|:
L;
L
Usando o Axioma iii), obtém-se
r L1 7] ~ L1 ] r Li 7
Li1 Li 1 Li1
Li-i-OéLj L; aLj
) L. )
det | Litr =det | "+ | 4+ det | Lt
L; L; L;
L o, J | L, L,
[ L1 7 r Ly,
Liq Li1
L; L;
L. .
=det | "+ | + adet | Lt
L L;
L L‘n - L I/‘n -
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Atendendo a que a ultima matriz tem duas linhas iguais, a afirmacao
i) deste teorema conduz a que

r L1 7] C L1 ] T L1 ]
Li1 Li 1 Li1
) L. )
det | L+t | =det | " | +adet | b
L; L; L;
L L.n . L Ln - = L:n -
- L, A
Liq
L;
L.
=det | | +0=det A
L;
- I‘.TL -

Calculo do determinante duma matriz triangular superior

Uma matriz quadrada A = (a;;) de ordem n diz-se uma matriz triangular
superior se, quaisquer que sejam 7,j = 1,...,m com ¢ > j, se tem a;; = 0.
Ou seja, uma matriz triangular superior tem a forma

all a12 CEEEEY CEEEEY al’n,
0 a22 “ e “ .. a2n
0 0 aszz -+ Q3n
0O 0 - 0 aum

Sendo A uma matriz triangular superior, dois casos podem ocorrer:
1. A matriz A tem todas as entradas da diagonal diferentes de 0.
2. A matriz A tem alguma entrada nula na diagonal.

No primeiro caso, usando apenas operacOes elementares em que se substitui
uma linha L; por L; + aL; (com i # j e a # 0), o método de eliminagdo de
Gauss—Jordan da origem a uma matriz diagonal. (Note que a forma candnica
de escadas de linhas de A é a matriz identidade). Assim,
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Determinantes: axiomatica e calculo

11 A2 Q1n ap 0 0
O 929 Qon 0 929 O
A _— —_—
MEG-J :
0 0 Ann 0 0 Ann

(Note que interrompemos o método de eliminagdo de Gauss—Jordan no mo-
mento em que se obteve uma matriz diagonal, muito embora as entradas da
diagonal possam n3o ser necessariamente iguais a 1). Usando agora a Pro-
posicdo 11 iii), temos

@11 A2 -+ Qin ap 0 - 0
a22 “ . a2 0 a22 “ .. 0
detA=| . . T =det | o .| = anag - an,.
0 0 - an 0 0 - an

No segundo caso, seja agr a primeira entrada nula da diagonal, a contar
de baixo. Usando o método de eliminacdo de Gauss—Jordan e as entradas
Qnns - - - 5 Q1 +1, € possivel transformar a linha k& (a amarelo) da matriz numa
linha nula. Ou seja,

@11 Az - A1k a1 k+1 t Q1n
0 agp -+ ax a2 k41 te Q2n,
—_— DY PR —_—
A 0 0 0 appt+ Ukn | SEGT
0 0 -+ 0 argih+1 ° Grtim
| 0 0 0 0 Ann |
a1 Q2 . Q1 0 Tt Qi
O a22 Y a2k 0 . e a2n
A= 0 O --- 0 0 ... 0
0 0O --- 0 A1 er1 “ 0
0 0O --- 0 0 .

Atendendo a que, mais uma vez, s se utilizaram operacdes elementares em que
se substituiu uma linha L; por L; + aL; (com i # j e a # 0), pela Proposi¢do
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11 iii) tem-se

(a1 a2 - ang 0 s Qup
O a22 .. a2k‘ O PR azn
det A=det | 0 o --- 0 0 - 0 =0.
0 0O --- 0 Al el *° 0
0 0O --- 0 0 .

Concluimos assim que o determinante duma matriz triangular superior é
igual ao produto das entradas da diagonal.

@11 Aiz2 -+ Qip
0 axp - az

det | . ) .| = aasn - an,.
0 - 0 au,

Os axiomas da fun¢do determinante conjuntamente com a Proposicdo 11
esclarecem completamente como as operagoes elementares alteram o determi-
nante. Além disso,

A forma de escada de linhas de uma matriz quadrada n x n é uma matriz
triangular superior. Se a matriz tiver caracteristica n, a sua forma reduzida de
escada de linhas é uma matriz diagonal (a matriz identidade).

Assim, possuimos agora toda a informacao necessaria para calcular o determi-
nante de qualquer matriz quadrada. Vamos agora fazer o célculo do determi-
nante num exemplo concreto.

Exemplo
3 -3 -3 1 -1 -1 1 -1 -1
|Al=10 1 —-1|=3|{0 1 —-1]=3/0 1 -1|=
-1 0 0 -1 0 0 0 -1 -1
—_——
|B|
1 -1 -1
=30 1 —-1/=3(-2)=-6
0 0 =2
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Note que a matriz A resulta da matriz B apd6s a multiplicacdo da linha 1 de B
por 3 (cf. Axioma iii)).

Calculo do determinante duma matriz A

1. Reduz-se a matriz A a uma matriz triangular superior A’ usando o MEG.

2. Calcula-se o determinante de A a custa do calculo do determinante A’,
tendo em conta como as operacdes elementares efetuadas alteraram o

determinante.

Calculo do determinante duma matriz 2 x 2

a b
a=[2 )

consideremos separadamente os casos a # 0 e a = 0.

Sendo A a matriz

e a#£0
Usando o método de eliminacdo de Gauss, tem-se

a b a b
¢ d| L2-<L. |0 d—ﬁb’

donde se conclui que

a b

0 d—gb = ad — bc.

Al =

a b
c d|

0 b c d
A= {C d} Lit Lo {O b}’

donde se conclui que

c d
0 b

00

|A|: c d

‘:—cb:ad—bc.
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Em resumo, o determinante duma matriz quadrada A de ordem 2 é:

a b

’A|: e 4

‘:ad—bc
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Determinanteg, invertibilidade e
formula de Laplace

Determinante e invertibilidade

Determinantes das matrizes elementares

Os determinantes das matrizes elementares calculam-se sem dificuldade usando
os resultados da Seccdo 7.

o det ]Dz'j =1 (P;; resulta da matriz identidade trocando duas linhas; cf. Axioma ii))
o det () =1 (cf. Proposicio 11 iii))
e det Dz(Oé) =« (cf. ax. 3)

Quando se multiplica uma matriz A a esquerda por uma matriz elementar £
obtém-se a matriz F' A cujo determinante se calcula imediatamente relembrando
como as operagdes elementares modificam o determinante. Temos assim

|PiAl = =[Al |E(a)Al=[A] [D(a)A] = oAl
Podemos pois concluir que:

Proposicao 12. Seja A uma matriz de ordem n e seja E uma matriz
elementar da mesma ordem. Entao

|[EA| = |EA]

Teorema 2. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. As afirmagoes
sequintes sao equivalentes.

i) A € invertivel.
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Determinantes, invertibilidade e férmula de Laplace

ii) |A| # 0.
Demonstragao. i) = ii) Suponhamos que A é invertivel. O Teorema 1
assegura que existem matrizes elementares Fy, ..., Fj tais que
A:ElEgEk

Entao, usando a Proposicao 12, tem-se
Al = |Ev[[Es| - - - [ Ex]

e, sendo o determinante de cada uma das matrizes elementares diferente de
zero, resulta que |A| # 0.
ii) = i) Demonstraremos a afirmacao equivalente:

A nao é invertivel = |A| =0

Suponhamos entao que A nao é invertivel. O Teorema 1 garante que car A <
n e que, portanto, a forma reduzida de escada de linhas R da matriz A
tem uma linha nula. Sabemos ainda que existem matrizes elementares
Ey, ..., E, tais que

E\Es---E,A=R.

Podemos entao concluir, aplicando a Proposicao 12 e a Proposicao 11, que
|Er|[Es| - -+ | En||A] = |R| = 0.

Como os determinantes das matrizes elementares sao diferentes de zero,
tem-se finalmente que |A| = 0. O

Obtivémos assim uma condicdo necessaria e suficiente de invertibilidade
duma matriz expressa em termos do determinante que pode ser agora acres-
centada ao Teorema 3 (a segunda versdo de quatro versdes).

Condicoes necessarias e suficientes de
invertibilidade (II)

Teorema 3. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. As afirmagoes
sequintes sao equivalentes.

i) A € invertivel.
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ii) car A = n.
iii) A € um produto de matrizes elementares.

i) A pode ser transformada na matriz identidade o custa de operagoes
elementares.

v) A forma reduzida de escada de linhas de A é a matriz identidade.

vi) O sistema de equagdes lineares homogéneo Ax = 0 admite apenas a
solucao trivial.

vii) Dada uma matriz colunab de tipo nx1, o sistema de equagoes lineares
Ax = b € possivel e determinado.

viii) |A] # 0.

Proposicao 13. Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n. Entdao

|AB| = |A||B].

Demonstracao. Suponhamos primeiramente que A é invertivel e que, por-
tanto, existem matrizes elementares F1, ..., E,, tais que A = F1Ey--- E,,
(cf. Teorema 3). Entdo, aplicando a Proposi¢ao 12, tem-se

= |Er||Ey - EnB|
= |E1||E2|‘Em||B|
= |E\Ey -+ Ey|| Bl
= |Al[B].

Se A nao for invertivel, entdao a forma reduzida de escada de linhas R
da matriz A tem uma linha nula (cf. Teorema 3). Existem assim matrizes
elementares F1,..., F, tais que

|EyEs -+ E,AB| = |RB| = 0,
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uma vez que a matriz RB tem uma linha nula (cf. Proposigdo 11 ii)).
Aplicando agora a Proposicao 12,

BBy E,AB| = ||| Byl -+ | E, | |AB| = 0.

#0

Atendendo a que |A| =0 (cf. Teorema 3), conclui-se que

0= |AB| = |A]|B].

Corolario 1. Seja A uma matriz quadrada de ordem n invertivel. Entao

1

A7 = =
4]

Demonstrag¢ao. Usando a Proposicao 13,
[AA™H] = JAJ|ATY,

donde se conclui que

1
L= 1] = 1447 = 447 = a7 =
[
Lema 2. Seja E uma matriz elementar de ordem n. Entio |[E™| = |E|.

Demonstragao. Se E for uma matriz elementar P;; oue D;(«), como estas
matrizes sdo simétricas, o resultado é imediato. Quanto as matrizes E;;(a),

tem-se
Eij(a)T = Eji(a)

e, portanto,
|Eij ()| = |Eji(@)] = 1 = |Ej(a).

52



Determinantes, invertibilidade e férmula de Laplace

Proposicao 14. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entao

|AT] = |A].

Demonstracao. Se A for invertivel, entao existem matrizes elementares Fy, ..., E,,
tais que A = E1FEy -+ E,, (cf. Teorema 3). Entao, aplicando a Proposi¢ao
13 e o Lema 2, tem-se

AT = |(EvBy -+ E)

= |E,, - E)EY|
= |Ey| - | B ||EY]
= |Eml - - | Eof| En|
= ’E1||E2’ T ‘Em|
= |E\Ey - B,

= |4].

No caso em que A nao é invertivel, a matriz AT também nao é invertivel
(cf. Proposicao 3 i) e Proposigao 7 v)). Assim, aplicando o Teorema 3 viii),
tem-se

AT =0=A].
m
Uma matriz quadrada A = (a,;) de ordem n diz-se uma matriz triangular
inferior se, quaisquer que sejam¢,j =1,...,n comi < j, se tem a;; = 0. Ou
seja, ~ -
a1 0 0 ce 0
21 Q929 0 ce 0
A= |asn aszx azg -+ 0
_anl Ap2 QAp3 - ann_

Atendendo a que uma matriz triangular inferior é a matriz transposta duma
matriz triangular superior, obtemos a seguinte consequéncia da alinea iii) desta
proposicao:

Seja A = [a;;] uma matriz triangular inferior A. Entdo

det A = a11a92 * * * Appy -
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A igualdade entre o determinante duma matriz e o determinante da sua
matriz transposta permite ainda uma versio “em termos de colunas” das pro-
priedades do determinante (compare com a Proposi¢cdo 11).

Proposicao 15.
i) Uma matriz com duas colunas iguais tem determinante nulo.

ii) O determinante de uma matriz com uma coluna nula € igual a 0.

Foérmula de Laplace
Sendo A uma matriz quadrada de ordem n e i,k = 1,...,n, definem-se:

Submatriz A;,: matriz quadrada de ordem n — 1 que se obtém a partir de
A retirando a linha i e a coluna k.

Menor-(ik):
Mik = det Azk

Cofator-(ik): '
Cix = (—1)""* My,

Dada uma matriz quadrada A de ordem n e fixando uma qualquer linha 7 de
A, pode-se demonstrar que o determinante de A se obtém de acordo com a
férmula seguinte:

Férmula de Laplace com expansao na linha i

‘A| = Z a;xCig,
k=1

o4



Determinantes, invertibilidade e férmula de Laplace

Exemplo
Calculemos o determinante da matriz

2
-1

1
A= |3
1 1

w o O

usando a férmula de Laplace com expansdo na linha 3. De acordo com a
férmula, tem-se:

1 0 2
Al =13 0 —1| = a31C31 + a3Cs + az3Css
1 3 1
0 2 1 2 1 0

1 1\3+1 342 1\3+3
=1(-1) 0 _1‘—1-3( 1) 3 _1'—1—1( 1) 3 0‘
=0-3(1x(-1)—2x3)+0
=21

Também existe uma férmula para o calculo do determinante duma matriz
A de ordem n expressa em termos de colunas. Dada uma qualquer coluna k
de A, tem-se:

Formula de Laplace com expansao na coluna k&

Al =" auwCi
i=1

N.B.- Dada uma matriz quadrada A, relembre que |A| = |AT|. Se aplicar a
férmula de Laplace com expans3o na linha j de AT, vai obter a férmula de
Laplace com expansao na coluna j de A.
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Exemplo

Calculemos agora o determinante da matriz do exemplo anterior usando a
férmula de Laplace com expansdo na coluna 2.

10 2
Al =13 0 —1| = a12C12 + anCs + a3Cs
1 3 1
—ox ()23 Yo x 2|t 24k ()
1 1 11
=04+0-3x(1x(—1)—2x3)

=21

Os exemplos anteriores mostram que a escolha da linha ou da coluna é impor-
tante quando se calcula o determinante usando a férmula de Laplace: a escolha
justa da expans3do pode permitir uma simplificacao dos célculos.

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. A matriz dos cofatores de A

é a matriz definida por
cof A = [Cik]i,kzl,...,n

e a matriz adjunta de A é a matriz definida por
adj A = (cof A)T .
Lema 3. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entao

AadjA = (det A)I = (adj A)A .

Proposicao 16. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Se det A # 0,
entao

1 :
A_lzdetAad‘]A .

Exemplo

Consideremos a matriz A = {(2 Z] ,coma,b,c,d € Kedet A # 0. De acordo

com a proposicao anterior, temos
At — 1 d —b
ad —bc |—c a |

o6
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Espacos vetoriais

R" e os espacos vetoriais reais

Um conjunto V, com V # (), munido com as operacdes de adicdo (+) e
multiplicagdo por escalares (mpe)

adicao +:VxV =V

(u,v) —u+v

multiplicacdo por escalares mpe: RxV =V

(o, u) = au

satisfazendo as propriedades abaixo diz-se um espaco vetorial real ou um
espaco linear real.

Propriedades da adicao e da multiplicacao por escalares

Quaisquer que sejam u,v,w € V e a, f € R, tem-se:
(i) u+v=v+u
(i) u+ (v+w) = (u+v)+w
(iii) Existe um elemento neutro 0, i.e., qualquer que seja u,

u+0=u=0+u
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(iv) Todo o elemento w € V' admite um elemento simétrico —u €V, i.e,,

u+(—u)=0=(—u)+u

Os elementos dum espaco vetorial V' designam-se por vetores ou pontos.

Exemplos de espacos vetoriais reais
1. Consideremos o conjunto
R™ = {(ay,aq,...,a,) : ay,aq,...,a, € R}

das sequéncias de n nimeros reais. Usaremos a notacdo seguinte para repre-
sentar um elemento u € R™:

ay ay

a2 . a2
u = (a,as,...,a,) ou u= | . ou ainda [u] =

anp Qp

Quaisquer que sejam u, v € R"” e a € R, definam-se as operacdes de adicdo e
de multiplicagdo por escalares do seguinte modo:
Adicao
ax by a; + by
as b2 as + bg
ut+tv=| . |+|.|= :
N e

u v
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Multiplicacdo por escalares
aaq

aas
au =

Qaay,

Quando munido com as operacdes de adicao e de multiplicacdo por escalares
definidas acima, R™ é um espaco vetorial real.

2. A solugao geral do SEL homogéneo

L1
[1 =1 0] |22| = 0]
A T3
é o espaco vetorial S= {(x1,z9,73) € R® : z; = z2}. (S estd contido no
espaco vetorial R3.)

Fica como exercicio verificar que os pontos seguintes também s3o exemplos
de espacos vetoriais.

3. Seja A um matriz k x n. A solugdo geral do sistema homogéneo Ax =0 é
um espaco vetorial contido em R”.

4. O conjunto My, (R) das matrizes reais de tipo k X n com as operagdes
usuais de adicao de matrizes e multiplicacdo de matrizes por escalares é um
espaco vetorial real.

5. O conjunto P,, dos polinémios reais de grau menor ou igual a n com as
operacoes usuais de adicdao e multiplicacao por escalares é um espaco vetorial
real.

6. O conjunto P dos polinémios reais com as operagdes usuais de adicdo e
multiplicacdo por escalares é um espaco vetorial real.

7. O conjunto C(|a,b]) das fungdes reais continuas num intervalo [a, b], sendo
a < b, com as operacdes usuais de adicdo de funcdes e de multiplicacdo de
funcdes por escalares é um espaco vetorial real.

Seja V' um espaco vetorial real. Diz-se que S C V, com S # (), é um su-
bespaco vetorial ou subespaco linear de V' se S, com as operagdes induzi-
das pelas operacoes definidas em V', é um espaco vetorial. Equivalentemente,
S CV,com S # (), é um subespaco vetorial de V' se for fechado para as
operagoes + e mpe.
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Exemplos de subespacos de R?

a) {(0,0)} b) reta que contenha {(0,0)} c) R?

Serd possivel encontrar um ponto (a,b) # (0,0) tal que o conjunto {(a,b)}
seja um subespaco de R?? O que acontece se se multiplicar (a, ) pelo escalar

0?

Proposicao 17. Seja S um subespaco dum espaco vetorial V. FEntdo o
vetor nulo 0 pertence a S.

Demonstragao. Seja w um vetor de S (note-se que S # ). Sendo S um
subespaco, tem-se que Ou € S, i.e., ou=0¢ S.4 ]

Uma consequéncia da Proposicao 17 é que qualquer conjunto que ndo contenha
{0} n3o pode ser um subespago. Por exemplo, vé-se imediatamente que a reta
de equagio y = 2 n3o é um subespaco de R? (porque n3o contém {(0,0)}).

Veremos adiante que n3o existem outros subespacos de R? para além dos su-
bespacos mencionados acima.
Combinacao linear e expansao linear

Sejam uq, uo, . . ., uy vetores dum espaco vetorial V. Uma combinacao linear
dos vetores uq, uo, . .., u; é qualquer vetor que se possa exprimir na forma

aiu) + o + - - -+ Uy,

onde aq, Qg . .., s3o escalares.

A expansao linear L({u;,us,...,u;}) do conjunto {ui,us,...,ur} é o

conjunto de todas as combinagdes lineares dos vetores wy, us, . .., Uy, i.€.,
L{ur,ug,...,ur}) = {a1us + asug + -+ + qpug: ag,qg, ..., ap € R},

4Note que, qualquer que seja o vetor u de um espaco vetorial V, se tem
u=1lu=(1+0)u=1u+0u=u+ Ou.

Somando o vetor —u a ambos os membros da igualdade w = u 4+ Ou, resulta que Ou = 0.
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Proposicao 18. Sejam uy,us,...,u, vetores dum espago vetorial V. O
conjunto L({uy,us, ..., ur}) é um subespago linear de V.

Demonstragao. Devemos mostrar que L({wq,us,...,ux}) é um conjunto
nao vazio fechado para a adicao de vetores e para a multiplicacao de vetores
por escalares. Sendo ébvio que L({u1,us, ..., u,}) # (), comegaremos por
mostrar que L({u1, us, ..., u;}) é fechado para a adicao de vetores.
Sejam w, v vetores de L({u1, s, ..., ux}), i.e, existem escalares ay, as, . . ., g

€ ﬁlaﬂ% SR 7/8k‘ tais que

U= UL + QU + - -+ —i—ozkuk,

v = f1ug + B + - - + Brug.

Assim, usando as propriedades das operacoes + e mpe,

u+v = (qur + auy + -+ apug) + (Brur + SBoug + - - 4 Brug)
= (o + B1) s + (g + Bo) ug + - - + (i + Br) ug.
—— N—— S——

71 72 Tk

Tem-se entao que existem escalares 7y, Vo, . .., v, tais que
U+ U =7U Uz o YU,

donde u + v pertence a expansao linear L({w1,us,...,u;}). Por outras
palavras, L({u1,us, ..., u;}) é um conjunto fechado para a adi¢ao de ve-
tores.

Seja agora o um escalar e seja 4 = aju; + asus + - - - + apug um vetor
de L({u1,us,...,ut}). Entao, usando mais uma vez as propriedades das
operagoes + e mpe,

au = alug + agts + - - + apuy)
= Oz(ozl’u,l) + Oé(Ozg’U,g) R a(akuk)

= (aaq)uy + (aaz)ug + - - - + (aag)ug.

Ou seja, au é uma combinacao linear dos vetores wq, us, ..., u;,, donde
au € L({uy,us,...,ui}), como se pretendia demonstrar. ]
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Exercicio.

Determine a expansao linear dos conjuntos seguintes:

Solucao.

Todos os conjuntos geram R?. Por exemplo na alinea b), dado um qualquer
vetor (a,b) € R? devemos ver que o vetor é combinacdo linear dos vetores
(1,1),(—1,0). Ou seja, devem existir a, § € R tais que

bl =< L]+ 16

A esta igualdade corresponde o SEL cuja matriz aumentada é

=11 3 1l

tendo-se

car[A|b] = car E _01 { Z] = car A < SEL possivel (e determinado)

No caso da alinea c), obteremos um SEL correspondente que é possivel mas
ja ndo é determinado.

Também se pode designar L({u;,us, ..., u;}) por subespaco gerado por
{ul, Uus, . .. ,uk}.
Diz-se que um conjunto {wy, us, ..., ux} contido num espago vetorial V' € um

conjunto gerador de V', ou que gera V, se

V = L({uy, ug, ..., ui}).
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Exemplos.

a) {(1,0),(0,1)} gera R?

b) {(1,1),(—1,0)} gera R?
c) A reta de equagdo y = —x é gerada por...
d) O plano de equagdo y = x é gerado por .

Algumas questdes informais:

Seja V' um espaco vetorial.
e Pode haver mais que um conjunto gerador de V'?
e H3 sempre um conjunto gerador de V7

e Qual o nimero minimo de vetores necessarios para gerar V7

(Verifique o que acontece nos exemplos anteriores.)

Independéncia linear

Diz-se que um conjunto {uy, us, ..., ux} contido num espago vetorial V' € um
conjunto linearmente independente, ou que os vetores wy,us, ..., U SA0
linearmente independentes, se:

U] Foagus+ -+ oqpu, =0 = ar=ay=---=qa=0

Exercicio.

Os vetores (1,0,1),(0,—1,1),(1,1,1) sdo linearmente independentes?
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Solucgao.

Os vetores sdo linearmente independentes se e sé se a igualdade

1 0 1 0
ap |0 +ag |=1| +a3 [1]| = |0
1 1 1 0

for verdadeira apenas no caso de se ter a; = ag = a3 = 0. Ou seja, se e sé se
o sistema homogéneo

1 0 1 (03] 0
0 -1 1| |aa| = |0
1 1 1| |ag 0

tiver como Unica solugdo o vetor nulo, i.e., se e sé se o SEL for possivel e
determinado. Para que tal se verifique,

1 0 1
car 0 —1 1
1 1 1

tem que ser 3, o que de facto acontece. Podemos entdo concluir que os vetores
sao linearmente independentes.

A proposicao seguinte generaliza este exemplo.

Proposicao 19. Sejam wy, o, . .., uy vetores de R™. Os vetores wy, ws, . . . , U
sao linearmente independentes sse

car[ul | uy | ... | uk]:k‘.

Demonstragao. Sejam

g
A=u | uy | | w, X = 2
Qy,
Os vetores uq, uo, . . ., uy sao linearmente independentes se e s se a equacao

Ax = 0 tem a solucao nula como tnica solucao ou, por outras palavras, se
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e s6 se o SEL homogéneo correspondente é possivel e determinado. Conse-
quentemente, os vetores uj, us, ..., U, sao linearmente independentes se e
s6 se

car[up | us | ... | w] =k

]

Esta proposicdo permite concluir que, se n > k, os vetores podem ser
linearmente independentes porque é possivel que haja um pivé em cada coluna,
quando se reduzir a matriz A a uma matriz em escada de linhas. Se n < k,
os vetores nao sao linearmente independentes porque nao ha linhas em ndmero
suficiente para que possa haver um pivd em cada coluna.

Um conjunto {wu,us, ..., ux} contido num espaco vetorial V' é um conjunto
linearmente dependente, ou os vetores uq, us, . .., u; sao linearmente de-
pendentes, se n3o sdo linearmente independentes.

Em resumo, para vetores uy, us, ..., u, de R™ temos que:

e Se n > k, os vetores podem ser linearmente independentes.

e Se n < k, os vetores s3o linearmente dependentes.

Teorema 4. Sejam V' um espago vetorial e uy, ws, . .., u; vetores de V. Os
vetores wy, s, ..., U Sao linearmente dependentes se e so se algum deles
se puder exprimir como uma combinacao linear dos restantes.

Demonstracao. Comecaremos por mostrar que, se algum dos vetores wy, s, . . . , Uy
se puder exprimir como uma combinacao linear dos restantes, entao wq, us, ..., ug
sao linearmente dependentes.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que existem escalares as, . . ., ay

tais que u; é uma combinacao linear dos restantes vetores, i.e.,

U1 = QolUy + - -+ + QpUg.

Entao
(—].) U, + QoUo + -+ U = 0,
~——
#0
o que mostra que os vetores ui, s, . .., U sao linearmente dependentes.
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Reciprocamente, suponhamos agora que os vetores wi, Us, ..., U SA0
linearmente dependentes, i.e., existem escalares aq, . . ., a, nao sendo todos
nulos, tais que

a U + oy + - - - + apug, = 0. (2)

Suponhamos, sem perda de generalidade, que «; # 0. Entao, resulta de (2)
que

Assim, w; é uma combinacao linear dos restantes vetores, o que conclui a
demonstracao. O

Bases e coordenadas

1°- Definicao de base

Uma base de um espago vetorial V' é um (qualquer) conjunto linearmente
independente que gere V.

Exemplo
a) & ={(1,0),(0,1)} < é uma base de R?
b) Uma outra base de R? é B; = . ..

c) Considere a base B = {(1,1),(—1,0)} de R?. Represente o vetor (2, 3)
como uma combinacdo linear dos vetores da base B.

Solucgdo. c) Pretende-se determinar oy, an € R tais que

1 B -1 |2
(05} 1 (0%) 0 = 3|
Ter-se-a entdo que resolver o sistema cuja matriz aumentada é
1 -1 2
1 0 3
obtendo-se a; =3 e ap = 1.

O conjunto &, = {(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)} é uma
base de R"”, dita a base candnica de R".
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Teorema 5. Seja B = {by,bs, - ,bx} uma base de um espago vetorial V.
Entao todo o vetor de V' se exprime de forma unica como uma combinac¢ao
linear dos vetores da base B.

Demonstracao. Seja uw € V e sejam aq,qs,...,qx, (1, P2, ..., 0, escalares
tais que
u = Oélbl + &ng +-F Oékbk,

u = [1by + Boby + - - + B by.

Subtraindo os membros correspondentes das duas igualdades acima, tem-se
0=u—u=0a1b +asby + - + by — (B1b1 + Pabs + - - - + Biby).
Assim, recorrendo as propriedades das operagoes + e mpe,
(1 — B1)b1 + (a2 — B2)by + -+ + (g, — Br)br = 0.

Como o conjunto {bq, by, - -+ , by} é uma base de V', os vetores by, by, - - - , b,
sao linearmente independentes e, portanto,

ar—Pr=a === — [ =0,
ie.,
ay =P, =P, ..., =P,
como se pretendia. O
Seja B = (by,bs, -+ ,bg) uma base ordenada dum espaco vetorial V' e seja

u:a1b1+a2b2—|—-~-—|—ozkbk

um elemento de V. O vetor das coordenadas de x na base B é o vetor ug
(ou (u)g) de R* definido por

uUp = (Oél,ag,' T 7ak:)-

Se se representar o vetor das coordenadas de u como vetor coluna, usaremos
nesse caso a notagao

aq aq

(&%) (8%
us = | . ou [ug| =

(6773 (6773
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Exemplo. Os vetores das coordenadas de (2,3) na base B = ((1,1),(—1,0))
e na base canédnica & = ((1,0), (0,1)) sdo, respetivamente, (2,3)5 = (3,1) e
(2,3)e, = (2,3). (Compare com c) do exemplo anterior.)

Exemplo. Determine uma base para a expansdo linear S do conjunto

{(1,1,0),(0,0,1)}.

Obtenha uma equacdo vetorial e equagles paramétricas e cartesianas de S.

Recorrendo a Proposicao 19, sabemos que os vetores sio linearmente inde-
pendentes se e s6 se

1 0
car 1 0 = 2,
01

Como de facto a caracteristica da matriz é 2, podemos concluir que os vetores
sdo linearmente independentes. Isto é, o conjunto {(1,1,0),(0,0,1)} é uma
base de S.

Assim, os vetores (x,y, z) de S sdo uma combina¢&o linear dos vetores da
base de S. Por outras palavras, os vetores (z,y, z) de S satisfazem a equacdo
vetorial de S

(z,y,2) =1t(1,1,0) + 5(0,0, 1), (3)

onde t,s € R.
As equacoes paramétricas de S deduzem-se imediatamente a partir de

(3):

r=1
y=1t
Z =38

onde t, s sao parametros reais.

Equacoes cartesianas podem ser obtidas da forma seguinte. Designemos
por (z,y,z) um elemento arbitrario de S. Este vetor é uma combinagdo linear
dos vetores da base de S e, portanto, o conjunto

{(1,1,0),(0,0,1), (2,9, 2)}

é linearmente dependente. Isto é, (z,y,2) € S se e sé se a matriz

A:

O = =

0
0
1

ISIIN S
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tiver caracteristica menor que 3. (Conclui-se assim que a caracteristica de A
tem que ser 2.) Atendendo a este facto, reduzamos a matriz A a uma matriz
em escada de linhas usando o método de eliminacdo de Gauss:

1 0 x 1 0 T 1 0 T
01 =z 0 1 z 00 —z+y

Obtemos deste modo a equagdo = = y para o plano S. Neste exemplo muito
simples, esta equacdo poderia ser obtida simplesmente “olhando” para o con-
junto {(1,1,0),(0,0,1)}. No entanto, pretende-se com esta resolugio ilustrar
um método geral.

Proposigao 20. Seja B = (by, ba, - - - , by) uma base ordenada de um espago
vetorial V. Quaisquer que sejam os vetores w,v € V e o escalar o, tem-se

(u 4+ v)g = ug + vz (au)p = aug. (4)
Além disso, a funcio T: V — R*  definida por T(u) = ug, € bijetiva.

Demonstracao. Fica como exercicio mostrar (4).
A funcdo T é sobrejetiva porque, dado um vetor (aq, as, ..., a;) € R¥,
o vetor u € V definido por u = a1by + asby + - - - + ay.by. é tal que

T(u) =ug = (a1, qs,...,q).

Suponhamos agora que u,v € V sdo vetores tais que T'(u) = T(v).
Entao, usando (4), tem-se

T(u)=T(w) e T(u—v)=0 < T(u—v)=(0,0,...,0).

T
Tem-se, portanto, que

T(u—wv)=(u—v)s=(0,0,...,0),

T

donde se deduz que

u— v =0b; +0by +--- 4+ 0b, = 0y.
Concluimos assim que u = v. Mostramos pois que

T(u)=T(v) = u=w,

ou seja, que a fungao T é injetiva. O
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N.B.- Dada uma base ordenada B = (by, b, - - - , bg) dum espago vetorial V,
definimos a funcao
T:V = R"
U — up

que a cada vetor u € V faz corresponder o vetor ug das suas coordenadas
na base B. De acordo com a Proposicao 20, a funcdo T' “transforma somas
em somas’ e “transforma a multiplicagao por escalares em multiplicagcdo por
escalares”.

(Fungdes com estas duas propriedades designam-se por transformagdes li-
neares e serdo estudadas na Sec¢do 8.)

Proposicao 21. Seja B = (by, by, - -+, by) uma base ordenada de um espago
vetorial V' e sejam wuy,...,u, vetores de V. Os vetores uy,...,u, sa0
linearmente independentes se e sd se os vetores (U1)g, - . -, (W,) sao vetores

linearmente independentes de RF.

Demonstragao. Atendendo a que a fungao u +— wug é bijetiva (cf. Pro-
posicao 20),
aju; + -+ QplUy = OV (5)

se e sb se
(cquy + - -+ + apuy,)p = Opw .

Usando a Proposicao 20, tem-se
aj(uy)p+ -+ ap(uy)s = O . (6)

Resulta entdo que a equagao (5) tem uma tnica solugao (i.e., @y = -+ =
a, = 0) se e s6 se 0 mesmo se passa com a equacgao (6). Deste modo, os
vetores uq,...,u, € V sao linearmente independentes se e s6 se os vetores
(u1)g, - - -, (u,)5 € RF sdo linearmente independentes. O

Bases e dimensao

2° Existéncia de bases

Os dois teoremas seguintes, apresentados sem demonstra¢io, permitem decidir
quanto a existéncia e cardinalidade de bases de um qualquer espaco vetorial.
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Teorema 6. Todo o espaco vetorial que tem um conjunto gerador possui
uma base.

N.B.- Aqui convenciona-se que o conjunto vazio () gera o espago nulo V' = {0}.

Teorema 7. Sejam By e By bases de um espaco vetorial V. Entao By e By
tem a mesma cardinalidade.

A dimensao de um espaco vetorial V', que designaremos por dim V/, é a car-
dinalidade duma (qualquer) base de V.

Exemplo. Atendendo ao nimero de elementos da base candnica do espaco
R"™, tem-se que dim R"” = n.

3° Construcao de bases

Seja V' um espaco vetorial. Agora que sabemos que existe sempre uma base de

V' (e, portanto, uma infinidade de bases, se V' # {0}), o Teorema 8 esclarece

como obter uma base a partir de subconjuntos de vetores de V.
Comegaremos por demonstrar o lema seguinte.

Lema 4. Seja X = {uy,us, -, ur} um subconjunto linearmente indepen-
dente de R¥. Entdo X ¢ uma base de R*.

Demonstracdo. Basta provar que X é um conjunto gerador de R¥, i.e, mos-

trar que, qualquer que sejav = (c1, co, ..., ¢) € R¥ existem oy, ao,. .., a4 €
R tais que
V= ouy + e + -+ Q.
Mas o SEL
Qi C1
(6) Cy
uy | up | | w] | | = :
Q. Ck
é possivel (e determinado) porque car([uy | ug | -+ | uk) =k (com-
pare com a Proposi¢ao 19). Acabamos de mostrar que, qualquer que seja
v € R”, este vetor é uma combinacao linear de uq, ug, - -+ , Ug, i.€., X é um
conjunto gerador de RF. O]

71



Espacos vetoriais

Subespacos de R?. Sendo dim R? = 2, sabemos que qualquer subconjunto
linearmente independente de R? tem, no maximo, dois vetores. Assim, dado
um qualquer subespaco S de R?, a sua base pode ter zero vetores, um vetor ou
dois vetores, sendo S, respetivamente, {(0,0)}, uma reta que contém o ponto
(0,0), ou R?.

Teorema 8. Seja V um espaco vetorial de dimensdo k.

(i) Quaisquer k vetores linearmente independentes geram V' (i.e., formam
uma base de V).

(i) Qualquer subconjunto de V' com m vetores, com m >k, € linearmente
dependente.

(#i) Qualquer subconjunto de V' linearmente independente com p vetores,
onde p < k, estd contido numa base de V.

(iv) Qualquer subconjunto de V' que gere V' contém uma base de V.

Numa linguagem informal, podemos dizer que se afirma em (iii) que qualquer
subconjunto linearmente independente de V' pode ser acrescentado de modo a
se obter uma base. Por outro lado, em (iv) garante-se que qualquer subconjunto
que gere V pode ser “diminuido” de modo a se ter uma base.

Demonstracao. O teorema é trivialmente verdadeiro quando k& = 0. Supo-
nhamos entao que k # 0 e que B = (b1, ba, - , bg) é uma base de V.

(i) Seja X = {uq,uz, -+ ,ug} um conjunto linearmente independente de
vetores de V. A Proposigao 21 garante que {(u1)s, (u2)s, - , (uk)s} ¢ um
subconjunto linearmente independente de R*. Sendo assim, usando o Lema
4, vemos que o conjunto

{(ul)Bv (U’?)B? Ty (uk)B}

¢ uma base de R¥.

Seja v = ayb; + asby + -+ + apb, um vetor de V. Pretendemos
mostrar que v pertence a expansao linear de X. Entao, uma vez que
((u1)s, (u2)s, -+ , (ug)s) é uma base ordenada de R¥, o vetor (ay, ay, ..., a) €
R* ¢ uma combinacio linear dos vetores (u1)s, (u2)s, -+ , (ur)s. Ou seja,

v = (o, Q2,...,00) = B1(u1)p + Ba(u2)s + - - - + Br(uk)s.
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Assim, usando a Proposigao 20,

vp = Bi(u1)s + Ba(uz)s + -+ + Be(ur)s
= (frug + Bouz + - - + Pruk)s

Usando novamente a Proposicao 20, temos entao que
v = fiug + foz + - - + Brug,

como se pretendia.

(i) Seja X = {uq,us, - , U} um subconjunto de V' e suponhamos que
X é linearmente independente. Entdo o conjunto X = {uy, us, -, ug}
também ¢ linearmente independente 5.

A afirmacao (i) do teorema, garante que Xj é uma base de V', donde
todos os vetores u.iq,..., U, pertencem a expansao linear da base Xj.
Consequentemente, o Teorema 4 garante agora que o conjunto X ¢ linear-
mente dependente, o que contradiz a hipotese inicial de ser X linearmente
independente. Esta assim provado que o conjunto X nao pode ser linear-
mente independente, i.e., X tem que ser linearmente dependente.

(iii) ...
(iv) ... H

Exemplo de aplicacdo de Teorema 8 (iv). Determine uma base do su-
bespaco S de R?® gerado por

X ={(1,2,6),(1,1,1),(2,3,7),(0,1,5)}.

Os vetores (1,2,6),(1,1,1),(2,3,7),(0,1,5) sdo linearmente dependentes
porque, sendo a dimensdo de R? igual a 3, um conjunto com quatro vetores
ndo pode ser linearmente independente (cf. Teorema 8 (ii)). (Note que se
os vetores fossem linearmente independentes, a dimensdo de R? teria que ser
maior ou igual a 4, o que é impossivel.)

Atendendo a que estes vetores geram S, o Teorema 8 (iv) garante que o
conjunto {(1,2,6),(1,1,1),(2,3,7),(0,1,5)} contém uma base de S.

Ha entdo que determinar um subconjunto linearmente independente
“maximo”, no sentido em que n3o estd estritamente contido noutro conjunto
linearmente independente contido em X.

5Note que qualquer subconjunto de um conjunto linearmente independente também
é linearmente independente.
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Tendo a Proposicao 19 em mente, reduzamos a matriz

11 20
2 1 3 1 (7)
6 1 7 5
a escada de linhas. Temos entao
11 20 1 1 2 0 1 1 2 0
21 3 1| =0 -1 -1 1| — 0 -1 —1 1
6 1 7 5 0 -5 -5 5 0 0 0 0

Notando que os pivds (a amarelo) estdo situados na primeira e na segunda colu-
nas, a Proposicdo 19 assegura que os vetores (1,2,6),(1,1,1) sdo linearmente
independentes.

Por outro lado, usando a matriz em escada de linhas acima, sabemos que o
sistema homogéneo associado a matriz (7) tem duas varidveis independentes.
Denotando os elementos do conjunto das solugdes deste sistema por («, /3,7, d),
resulta que as varidveis independentes sdo v e 9.

Se, por exemplo, se fizer v =1 e § = 0, temos que existem aq, 5; € R tais
que

a1(1,2,6) + p1(1,1,1) +(2,3,7) + 0(0,1,5) = 0.

Entao
a1(1,2,6) + p1(1,1,1) + (2,3,7) =0,

o que mostra ser (2,3,7) uma combinac3o linear de (1,2,6), (1,1, 1).
Analogamente se mostraria que (0,1,5) é uma combinagdo linear de
(1,2,6),(1,1,1), bastando para isso fazer y =0 e 6 = 1.
Concluimos assim que o conjunto {(1,2,6),(1,1,1)} é uma base de S.

N.B.- Resulta da resolu¢ao acima que uma equagdo vetorial para S é
(x,y,2) =1t(1,2,6) + s(1,1,1),

com t,s € R, e que equacbes paramétricas de S s3o

r=1+s
y=2t+s
z =06t + s,

comt,s € R.

4



Espacos vetoriais

Exemplo de aplicacdo de Teorema 8 (iii). Verifique que é possivel obter
uma base de R?* a partir do conjunto {v;, vy, v3}, onde

v =(1,-1,-2,2) vy = (—3,5,5,—6) vy =(1,-1,0,2).

Comecemos por reduzir a matriz [Vl | vo | v3} a escada de linhas:
1 -3 1 1 -3 1 1 -3 1
-1 5 -1 R 0 2 0 . 0 2 0
-2 5 0 0 —1 2 0 0 2
2 —6 2 0O 0 O 0 0 O

Usando a Proposi¢do 19, concluimos que os vetores {vy, vo, v3} sdo linearmente
independentes. O Teorema 8 (iii) garante que é possivel acrescentar vetores a
este conjunto de modo a construir uma base de R*.

Atendendo ao posicionamento dos pivés a amarelo, vemos que se, por exem-
plo, acrescentarmos o vetor e, da base candnica de R* ao conjunto {vy, vs, v3},
obteremos a matriz

1 -3 1 0
-1 5 —-10
-2 5 0 0
2 -6 2 1
que terd necessariamente caracteristica 4. (Note que, na aplicagdo anterior do

MEG, todas as operacdes mantém a quarta coluna desta nova matriz inalte-
rada.)

Recorrendo agora a Proposi¢do 19 e ao Teorema 8 (i), vemos imediatamente
que o conjunto {vy, vy, v3, €4} é uma base de R%.

Bases em espacos de matrizes e de
polinémios

O espago My, (R)

A base ordenada candnica no espaco M, (R) das matrizes reais k x n é o
conjunto ordenado constituido por matrizes com todas as entradas nulas exceto
uma com o valor 1; a ordenacdo é feita de modo que a entrada n3o nula é a
entrada-(11) no caso da 12 matriz, e vai “percorrendo as linhas" da esquerda
para a direita.

5



Espacos vetoriais

Por exemplo, no caso do espa¢o My, »(R) das matrizes reais 2 x 2, a base
candnica é B = ([{8],1951,198]1,189]). A dimens3o deste espaco é portanto
dim My (R) = 4 .

Dada uma matriz A = [a;;], tem-se

A— air Q19 —u 10 +a 0 1 +a 0 0 +a 0 0
" an an| M0 0 210 of "Y1 oo] TP |0 1)
Assim é claro que qualquer matriz A é uma combinag&o linear dos vetores (i.e.,

das matrizes) de B. Também ¢é facil ver que B é um conjunto linearmente
independente. De facto,

10 01 00 00l [oo0
@ {o o}““{o o}*o‘?){l o}““{o 1}_[0 0}’

implica &y = o = a3 = ay = 0, 0 que mostra ser B linearmente independente.

Concluimos pois que B é uma base de M,2(R) e que , dada uma matriz A
como acima, o vetor Ap das coordenadas de A na base B é (aq1, a2, as;, as)
que pertence a R?. Tem-se ent3o que qualquer matriz A = [41! 212] tem uma
imagem em R* de acordo com

T: Mayy(R) — R
A Ag = (a11, a2, ag1, azz)

A Proposicao 20 garante que 7' é bijetiva.

Exemplo. Determine uma base 53’ para o subespaco S de Myyo(RR) gerado
pelas matrizes:

T B O [

e calcule o vetor das coordenadas Ap da matriz A na base B'.

Um conjunto de matrizes é linearmente independente se e sé se os seus
vetores das coordenadas na base candnica sdo linearmente independentes (cf.
Proposi¢do 21). Verifiquemos se os vetores

Ag=(1,1,1,1)  Bg=(1,1,1,0) Cz=(0,0,0,—5)

sdo linearmente independentes. Reduzamos entdo a matriz [Az Bg Cs| a uma
matriz em escada de linhas:

11 0 1 1 0 1 1 0
1 1 0 _ 0 0 0 . 0 -1 -5
11 0 0 0 0 0 0 O
1 0 -5 0 -1 -5 0 0 O
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Vemos assim que Az = (1,1,1,1),Bs = (1,1,1,0) sdo linearmente in-
dependentes enquanto que Cp = (0,0,0,—5) pertence a expansdo linear
L({Ag, Bs}). Consequentemente, uma base para S é B' = (A, B) e dim S =
2.

O vetor das coordenadas Ap é

- (1), 00

O espaco P,

Consideremos agora o espaco PP, dos polinémios de grau menor ou igual a n, e
representemos genericamente um tal polinémio por

p(t) = ao + art + agt + - - - + an_1t + ayt.

A base candnica de P, é o conjunto ordenado P,, = (1,¢,...,t™). Tal como
no espago das matrizes, cada polinédmio p(t) = a,+ait+ast+---+a, 1t+a,t
tem uma imagem em R" constituida pelo vetor (a,,a,as,...,a, 1,a,) das

coordenadas de p(t) na base P,,. A dimens3do deste espaco é dimP, =n + 1.

Exemplo. Determine uma base para o subespaco S de P3 gerado por X =
{L1+614+t+3 1+t + 82+ 13}

De modo semelhante ao exemplo anterior, vamos usar os vetores das coor-
denadas dos polinémios na base P;. Obtemos a matriz

1 111
0111
0011
0001

que ja esta em escada de linhas e tem caracterista 4. Podemos pois concluir
que o conjunto X é linearmente independente, sendo portanto uma base de S.
Como dim S = dim P3, conclui-se que S = Ps.
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Soma e intersecao de subespacos

Sejam U e W subespacos dum espaco vetorial V.
Define-se
U+W={x+y:x€cUNnyecW},

UnNnW=A{x:xcUNxecW}

Proposicao 22. Sejam U e W subespacos dum espaco vetorial V. Entao
U+W eUNW sao subespacos vetoriais de V.

Demonstracao. Seja o um escalar e seja z € U + W. Entao existem « € U
eyeWtaisque z=x+1y,e

az =a(x+y) =ar+ ay.

Atendendo a que ax € U e ay € W, tem-se que az € U + W. Assim,
U 4+ W é fechado para a multiplicacao por escalares.

Para ver que U+ W é fechado para a adigao de vetores, sejam z; e z5 vetores
de U +W. Entao existem 1,2 € U e y,,y, € W taisque z; = x1 +y, ¢
Z9 = To + Y,. Tem-se

Zitzy=x1+Y, + T2+ Y,
= (21 + x2) + (Y1 + Y2)
o que mostra ser U + W fechado para a operagao (+).
Quanto a mostrar que U N W é um subespaco, comecemos por analisar a
multiplicagao por escalares. Se & € UNW entao ax € U e ax € W e,
portanto, U N W é fechado para a operagao mpe.

Sejam x,y c UNW, entao x+y c Uex+y € W. Assim,x+y € UNW,
concluindo-se que U N'W ¢é fechado para a adicao de vetores. O

Teorema 9. Sejam U e W subespagos dum espago vetorial V. Entao

dimU +dim W = dim(U + W) + dim(U N W).
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Subespacos associados a uma matriz

Sendo A uma matriz k x n definiremos em seguida trés espacos lineares asso-
ciados a matriz A: o nicleo, o espaco das linhas e o espaco das colunas da
matriz A.

O nicleo N(A) da matriz A é conjunto das solugdes do sistema de equagdes
lineares homogéneo Ax = 0.

Proposicao 23. Seja A uma matriz k x n. O nicleo
N(A) = {x e R": Ax =0}
¢ um subespaco vetorial de R™.

Demonstrag¢ao. Vejamos que N(A) é um subespago de R". Se x1, x5 €
N(A), tem-se
A(xy +x9) = Axg + Ax; =040 =0,

o que mostra que N(A) é fechado para a adigao de vetores.
Por outro lado se x € N(A) e a € R,

A(ax) = a(Ax) = a0 =0,

o que mostra ser N (A) fechado para a multiplicacdo de vetores por escalares.
Assim, N(A) é um subespaco de R", como se pretendia provar. O]

Exemplo (parte I). Consideremos a matriz

A—

N =

1
2
3

W = N
W = N

Para determinar o niicleo N(A), teremos que resolver o sistema homogéneo
Ax = 0. Reduzindo A a uma matriz em escada de linhas usando o método de
eliminagao de Gauss obtemos:

11 2 2 11 2 2 11 2 2
1211} —-01 -1 -1} = 1]0 1 -1 -1
2 3 3 3 01 -1 -1 00 0 O

A solucdo geral de Ax = 0 é entdo

N(A> :{(I7y727w)]R4: T = —3z—3w,y:z+w}
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Como, para todo o (z,y,z,w) € N(A), se tem

3 3z — 3w 3z —3w 3 -3
y| | z2+w | |z wo| 1 1
z| % | z + 0 ~*h v 01’
w w 0 w 0 1

tem-se que N(A) = L({(3,1,1,0),(—3,1,0,1))}. Entdo uma base do nicleo
N(A) € {(3,1,1,0),(—3,1,0,1))}, uma vez que este conjunto é linearmente
independente. Consequentemente, dim N(A) = 2.

O espaco das linhas L(A) da matriz A € o subespago de R™ gerado pelas
linhas de A. Considerando A descrita por linhas, i.e.,

Ly
A= (Ly, Lo, ..., Ly € R")

tem-se
L(A) ={a1L1 +asLo+ -+ axLy : aj,as,...,ap € R}

O espacgo das colunas C'(A) da matriz A é o subespaco de R* gerado
pelas colunas de A. Considerando A descrita por colunas, i.e.,

A:[Cl ‘ 02 ‘ ‘ Cn} (017027"‘7Ck€]Rk>7
tem-se

C(A):{6101+6202+"'+5n0n:517527"‘aﬁn GR}

Proposicao 24. Seja A uma matriz de tipo k X n e seja B uma matriz que
se obtém de A a custa duma operacdao elementar. O espaco das linhas de
B € igual ao espago das linhas de A.

Demonstracao. Consideremos a matriz
Ly
Lo
A: . (Ll,LQ,...,LkeRn)
Ly,

80



Espacos vetoriais

O espago das linhas L(A) da matriz A é o subespago de R"™ gerado pelos
vetores Ly, Lo, ..., L, € R", i.e.,

L(A) ={aqnLly +aslo+ -+ ap Ly : ag,an,...,04 € R}.

Se B se obtiver a partir de A trocando duas linhas (L; <> L;), é 6bvio que
L(A) = L(B).

Suponhamos que B se obteve a partir de A multiplicando a linha L;
pelo escalar a # 0:

al;

Uma combinagao linear das linhas de B é um vetor da forma
a1L1 + O./QLQ —+ -4 O./i(O./Li) + -4 O./kLk.
Donde se obtém

O[1L1 + C%QLQ —f- ce + Oéi(OéLi) —|— ce + OékLk = (8)
041L1 + OCQLQ 4+ 4+ (OéiOé)Li 4+ -+ OékLk . (9)

sendo agora claro que o vetor (9) é também uma combinagao linear das li-
nhas de A. VerificaAmos assim que L(B) C L(A). Reciprocamente, conside-
remos um vetor arbitrario do espago das linhas L(A). Ou seja, consideremos
uma combinacao linear da forma

OélLl+C¥2L2+"'+OéiLi+"'+Oszk .
Mas
oLy +aslo+ -+ oLy + -+ oLy = (10)

a1L1+a2L2—|—---+%(aLi)+'--+oszk . (11)

o que mostra que L(A) C L(B), ja que o vetor (11) pertence a L(B).
Finalmente, suponhamos que B se obteve a partir de A substituindo a
linha L; por L; + aL;, onde ¢ # j e a é um escalar. Observando que

CY1L1—|—062L2++Oél(LZ+CYL])++CY]L]++CYkLk:
arLy +oaglo+--+ali+---+(a+ o)L+ + gLy

e usando um raciocinio analogo ao anterior, nao é dificil concluir que L(A) =
L(B). O
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Proposicao 25. As linhas nao nulas de uma matriz em escada de linhas
sao linearmente independentes.

Demonstragao. Seja R uma matriz m X n em escada de linhas que supomos
descrita por linhas, i.e.,

Ly
Ly
R=| . (L1, Lo, ..., L, € R"),
Ly,
e consideremos a igualdade

oLy +aglo+ -+ oLy =0 (v, (g, . ..,y escalares), (12)

onde k < m ¢ o indice da tultima linha nao nula de R. Se a,; for a primeira
entrada nao nula de Ly, atendendo a que a matriz esta em escada de linhas,
tem-se que ag; = asj = --- = ag; = 0 (i.e, todas as entradas de R na coluna
j s@o nulas). Consequentemente, para que a igualdade (12) se verifique é
necessario que a; = 0. Obtemos assim uma nova expressao

asly+ -+ oLy =0 (ag, ..., ay escalares). (13)

A submatriz formada apenas pelas linhas Lo, ..., L; também esta em es-
cada de linhas pelo que podemos aplicar novamente o raciocinio anterior,
concluindo que ay = 0. Repetindo este procedimento um niimero suficiente
de vezes, concluiremos que

ozlzozg:"-:ozk:(]

e que, portanto, as linhas de R sao linearmente independentes. O]
Exemplo (parte Il). Voltemos a considerar a matriz
11 2 2
A=11 2 1 1
233 3

e a sua reducdo a uma matriz em escada de linhas feita na parte (1) deste
exemplo.

Recorrendo a Proposicdo 24, sabemos que o espaco das linhas de A e o
espaco das linhas de qualquer matriz obtida a partir de A a custa de operacdes
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elementares coincidem. As consideracOes anteriores permitem concluir que
: 112 27,

o espago das linhas da matriz [8(1)_01 —01] é o espago L(A). Atendendo a

que, por outro lado, as linhas nao nulas de uma matriz em escada de linhas

sdo linearmente independentes (cf. Proposicdo 25), deduz-se que o conjunto
{(1,1,2,2),(0,1,—1,—1)} é uma base de L(A).

O conjunto formado pelas colunas de A que correspondem a varidveis de-
pendentes (i.e., colunas com pivos) é linearmente independente. Note que, se
considerar uma matriz A’ obtida retirando as colunas a amarelo da matriz A,
obtém uma matriz em escada de linhas. Assim, o SEL homogéno A'’x = 0
admite apenas a solucdo nula. Atendendo a que A’x é uma combinacdo li-
near das colunas de A’, é agora claro que as colunas de A’ sdo linearmente
independentes.

Por outro lado, se acrescentar ao conjunto formado pelas colunas de A’
qualquer das colunas correspondentes as varidveis independentes (i.e., colunas
a amarelo), o novo conjunto é linearmente dependente. Podemos agora concluir
que uma base de C'(A) é {(1,1,2),(1,2,3)}.

Finalmente, tem-se que
dim L(A) = ndmero de pivos = car(A) = dim C(A)

dim N (A) = nimero de varidveis independentes
= numero de colunas — nliimero de pivos

= ndmero de colunas — car(A),

donde
dim N(A) 4 dim L(A) = nimero de colunas.

Proposicao 26. Seja A uma matriz k x n.
(i) dim N(A) = n — car A.
(i1) dim L(A) = car A.

(117) dim C'(A) = car A.

O teorema seguinte é uma consequéncia imediata desta proposicao.
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Teorema 10. (Teorema das dimensoes)
Seja A uma matriz k X n.

n =dim N(A) + dim L(A)

Note que:

car A = dim L(A)
car AT = dim L(A") = dim C(A) = car A

Donde podemos concluir que

Corolario 2. Seja A uma matriz k x n. Entdo car AT = car A.

O exemplo seguinte ilustra como se pode usar o conceito de espaco das linhas
para obter uma base “simples” para um dado espaco vetorial.

Exemplo. Mostre que os vetores
vy =(1,2,—1,-2,1), vy =(-3,-6,5,5-8), wv3=1(1,2,—1,0,4)

s3o linearmente independentes. Obtenha uma base de R® que contenha os
vetores anteriores.

Os vetores sdo linearmente independentes se e sé se as linhas da matriz

a2 =1 =2 1
-3 -6 5 5 -8
1 2 -1 0 4

o forem. Usando o MEG, tem-se

2 =l =2 Il a2 =l =2 1
-3 -6 5 5 =8 =00 2 -1 =5},
1 2 -1 0 4 00 0 2 3

R

donde se conclui que os vetores vy, V3, v3 sao linearmente independentes e que
o conjunto

{(1,2,-1,-2,1),(0,0,2,—1,-5),(0,0,0,2,3) }

vl

Vv vV VvV
ul u us
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é uma base de L({v1,v2,v3}). (Note que usdmos aqui a Proposi¢do 24.)

Observando que as colunas em que os pivds se encontram na matriz R sdo
as colunas 1, 3 e 4, é claro que {u, us, u3,(0,1,0,0,0),(0,0,0,0,1)} é uma
base de R®. Assim, {v1, vy, v3, (0,1,0,0,0),(0,0,0,0,1)} é também uma base
de R5.
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C" e os espacos vetoriais complexos

Um conjunto V, com V' # (), munido com as opera¢des de adi¢do (+) e
multiplicagdo por escalares (mpe)

adicdo +:VxV =V

(u,v) »u+v

multiplicacdo por escalares mpe:CxV =V

(o, u) — au

satisfazendo as propriedades abaixo diz-se um espaco vetorial complexo ou
um espaco linear complexo.

Propriedades da adigao e da multiplicagao por escalares

Quaisquer que sejam u,v,w € V e o, f € C, tem-se:
u+v=v+u
(i) u+ (v +w) =(u+v)+w
(iii) Existe um elemento neutro 0, i.e., qualquer que seja u,

u+0=u=0+u

(iv) Todo o elemento u € V' admite um elemento simétrico —u €V, i.e,,
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Exemplos de espacos vetoriais complexos

1. Consideremos conjunto
C" = {(a17a27"'7an) D, 02,...,0, € C}

das sequéncias de m nldmeros complexo. Usaremos a notacdo seguinte para
representar um elemento u € C":

ay

45
u = (ay,ag,...,a,) ou u=

Qn

Quaisquer que sejam u,v € C" e a € C, definam-se as operacdes de adicdo e
de multiplicagdo por escalares do seguinte modo:
Adicado
aq b1 ap + b1
a2 by as + by
ut+v=|_ | +|.|= :

an by, an + by,
—— M=

u v
Multiplicacdo por escalares
aaq
Qa9
au =
Qaay,

Quando munido com as operacdes de adicao e de multiplicacdo por escalares
definidas acima, C™ é um espaco vetorial real.

2. A solugao geral do SEL homogéneo

I
[i —i 0] |a2| = [0]
T T3
é o espaco vetorial S= {(z1,z9,73) € C* : z; = x3}. (S estd contido no
espaco vetorial C?.)
3. O conjunto M, (C) das matrizes complexas de tipo k xn com as operagdes
de adicao e de multiplicagao por escalares usuais € um espaco vetorial complexo.
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4. O conjunto
{p(2) = ap + a1z + ag2® - - + ap2": ag, a1, as, ..., a, € C}

dos polindmios complexos de grau menor ou igual a n com as operagdes de
adicao e de multiplicagao por escalares usuais é um espaco vetorial complexo.

Outros exemplos de espacos vetoriais complexos podem ser obtidos compa-
rando com os exemplos da seccao “Exemplos de espacos vetoriais reais” .

Todos os conceitos apresentados anteriormente no caso de espacos vetoriais
reais tém uma contrapartida no caso dos espacos vetoriais complexos. Também
para os espacos vetoriais complexos sdo definidos de modo semelhante os con-
ceitos de subespaco linear, combinac3o linear, independéncia linear, bases, di-
mens3o e vetor das coordenadas dum vetor numa base, e, além disso, todos
eles satisfazem teoremas analogos aos dos espacos vetoriais reais apresentados
anteriormente.

Exemplo
a) & ={(1,0),(0,1)} <« é uma base de C?, e portanto dim C? = 2.
b) Uma outra base de C* é B = {(1, —1), (1,27)}.

Uma vez que dim C? = 2, quaisquer dois vetores linearmente independentes
geram C2. Assim B é uma base de C?, se B for um conjunto linearmente

independente. Como
car 11 =2
-5 20 7

2 3= b

é possivel e determinado e, portanto, os vetores (1, —i), (1,2i) sdo linearmente
independentes.

(Outra maneira de verificar que B é uma base seria aplicar a versdo complexa
da Proposi¢do 19.)

o SEL homogéneo

O conjunto &, = {(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)} é a base
canodnica de C".
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Subespacos associados a uma matriz complexa
Sendo A uma matriz complexa de tipo k x n, definem-se

N(A) nticleo de A - o conjunto das solugdes do sistema de equacdes lineares
homogéneo Ax = 0. Trata-se de um subespaco de C".

L(A) espago das linhas de A - o subespaco de C" gerado pelas linhas de
A.

C(A) espago das colunas de A - o subespaco de C* gerado pelas colunas
de A.

Observacao. Teoremas andlogos aos obtidos para matrizes reais continuam
vélidos no caso das matrizes complexas.

Exercicio. Determine N(A),L(A) e C(A), e verifique o teorema das di-
mensdes (cf. Teorema 10), sendo

1 i 0
A:{—i 1 2@]'

Solugdo. Comecemos por determinar o niicleo N(A), devendo para isso
resolver o SEL homogéneo Ax = 0. Tem-se entdo

1 i 0 1 i 0
A= {—i 1 21} Loty [0 0 22}’ (14)

donde a solugdo geral do sistema é
N(A) = {(z1,29,73) € C*: 1y = —izy, x5 = 0}.
Assim qualquer vetor (1,2, x3) € N(A) pode ser representado como
(21, T2, x3) = (—iz9, X, 0) = x3(—1, 1,0),
vendo-se imediatamente que uma base By 4) para o niicleo é
Bnay = {(—4,1,0)}

e que, consequentemente, dim N(A) = 1.
Usando (14), vé-se imediatamente que

L(A) = £<{(17 Z, 0)7 (07 0, 21>}) C<A) = E({(L _i)7 (07 21)}7
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e que bases para estes espacos sao, respetivamente,

Bray = {(1,4,0), (0,0, 24) } Beay = {(1,—4),(0,29)}.

Deste modo, dim L(A) = 2 = dim C(A).
Como previsto pelo Teorema 10,

n2 de colunas de A = dim N (A) 4+ dim L(A) .

}: 1 2

A proposicdo seguinte caracteriza a invertiblidade de uma matriz real ou
complexa em termos dos subespacos a ela associados.

Proposicao 27. Seja A uma matriz quadrada de ordem n com entradas
em K. As afirmacoes sequintes sao equivalentes.

(i) A é invertivel.
(ii) N(4) = {o}.
(iii) As linhas de A sao linearmente independentes.
(iv) As linhas de A formam uma base de K".
(v) dim L(A) = n.
(vi) As colunas de A sdo linearmente independentes.

(vii) As colunas de A formam uma base de K".
(viii) dim C(A) = n.

Demonstragao. A equivaléncia (i) < (ii) ja foi mostrada anteriormente (cf.
Teorema 1).
(ii) & (v) O nucleo N(A) é igual {0} se e s6 se o SEL homogéneo Ax = 0 é
possivel e determinado. Entao N(A) = {0} se e s6 se car A = n e, portanto,
se e s6 se dim L(A) = n.

As equivaléncias (iii) < (iv) < (v) sao imediatas.

Notando que L(AT) = C(A) e que A é invertivel se e s6 se AT prova-se
imediatamente que (i) < (vi) & (vil) < (viil).

[l

Podemos agora obter a terceira versdo (de quatro versdes) do teorema sobre
condicOes necessarias e suficientes de invertibilidade de uma matriz.
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Condicoes necessarias e suficientes de
invertibilidade (III)

Teorema 11. Seja A uma matriz quadrada de ordem n com entradas em
K. As afirmagoes sequintes sio equivalentes.

i) A € invertivel.
ii) car A = n.
ii1) A € um produto de matrizes elementares.

i) A pode ser transformada na matriz identidade o custa de operagoes
elementares.

v) A forma reduzida de escada de linhas de A € a matriz identidade.

vi) O sistema de equagoes lineares homogéneo Ax = 0 admite apenas a
solucao trivial.

vii) Dada uma matriz coluna b de tipo nx1, o sistema de equagoes lineares
Ax = b € possivel e determinado.

viii) |A| # 0.

(iz) N(A) = {0}.
(x) As linhas de A sdo linearmente independentes.
(zi) As linhas de A formam uma base de K".

(zii) dim L(A) = n.

(ziii) As colunas de A sao linearmente independentes.

(ziv) As colunas de A formam uma base de K".

(zv) dim C'(A) = n.
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Solucao geral do sistema de equacoes
lineares Ax =b

Seja A uma matriz (real ou complexa) de tipo k X n. Seja x¢ uma solu¢do do
SEL homogéneo Ax = 0 e seja x, uma solu¢do particular do SEL Ax = b.
Por outras palavras, estamos a supor que Xy, X,, s3o vetores tais que

Axy =0 Ax, = b.

Consideremos o SEL

[1 =1 0] |z2f =[1].
T T3
A solugdo geral do SEL homogéneo Ax = 0 é {(x1,z9,73) € R® : z; = 15},
donde, por exemplo, xo = (3,3, —17) é uma solugdo de Ax = 0.
Verifique que x, = (5,4, 10) é uma solu¢do do SEL ndo homogéneo.

Entdo o vetor x = x( + X, € uma solugdo de Ax = b porque
Ax = A(xo + x,)
= Axy + Ax,
=0+b
=b.

Reciprocamente, é facil verificar que qualquer solucdo de Ax = b tem esta
forma. De facto, se x; for outra solucdo de Ax = b, tem-se

A(xy — xp) = Axy — Ax,
=b-Db
= 07
donde resulta que x;, = x; — X, € uma solu¢do do SEL homogéneo Ax = 0.
Assim, mais uma vez se tem que X; = X{, + X,, ou seja, X; é a soma duma
solugdo do SEL homogéneo com a solugdo particular x, de Ax = b.

Podemos pois concluir que a solugdo geral S de Ax = b se pode exprimir
como

S = {xp} + N(4),
onde
{xp} + N(A) ={xp +x:x€ N(A)}.
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Proposicao 28. Seja A uma matriz k X n e seja b um vetor k x 1. O
sistema de equagoes lineares Ax = b € possivel se e s6 se b € C(A). Além
disso, se Ax = b € possivel, entio a sua solucdo geral S €

S={xp} + N(4),

onde X, € uma solugao particular de Ax = b.
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Matriz de mudanca de base

Seja V' um espaco vetorial de dimens3o k, sejam B e B, duas bases de V' e seja

u € V um vetor. Veremos em seguida como é possivel relacionar os vetores

ug,, UB, € R* das coordenadas u, respetivamente, na base B; e na base Bs.
Consideremos um vetor u € V e as bases 31 e 33, onde B; = (bl, by, -, bk).

Tem-se entao que

u = CYlbl + Oész + -+ Oékbk.
Assim

(u)gz = (Oélbl + Oégbz + -+ Oékbk,)BQ
= (a1b1)B, + (a2b2)p, + - - - + (aubk)s,
= ay(b1)p, + aa(ba)p, + -+ + ar(bi)s,.

A igualdade anterior ainda pode ser expressa em termos matriciais como

g
(6D)
ug, = [(b1)s, | (b2)s, | -+ | (by)s,)
677
Ou seja,
UBQZ\[(bl)Bz | (b2)s, | -+ | (bk)Bz]/uBr
Mg, s,

A matriz cujas colunas sao formadas pelos vetores das coordenadas na base
B, dos vetores da base ordenada BB, chama-se matriz de mudanca de base
da base B; para a base B, e denota-se por Mp,. 5,. Tem-se entdo que

u32 = MBQ%Bl uB1 .

6 Recorde que, sendo B uma base de V e v,w € V, a um escalar, se tem
(v+w)p=vp+wp (av)g = a(v)p

(veja a Proposigao 20).
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Exercicio. Considere as seguintes bases de R*: B = ((1,1),(—1,0)) e

——

€1 €2

& =((1,0),(0,1)) < base canénica
~——

Use a matriz de mudanga de base Mp, ¢, da base candnica para a base B para
calcular (2,3)5. Compare com os exemplos da secgdo “Bases e coordenadas”.

Exercicio - Mostre que, se existe uma matriz M tal que, para todo o vetor
u €V, se tem ug, = Mug,, entao M = Mz, p,.

Exemplo. Considere a base ordenada B = ((0,1,0),(1,0,1),(2,1,0)) de R®.
Determine a matriz de mudanca de base da base candnica de R? para a base

B.

Sendo &3 = (e, es, €3), a matriz de mudanga de base Mp, ¢, é

Mgpeg, = [(e1)s | (e2)s | (e3)s].

Teremos assim que determinar os vetores das coordenadas de e, e; e e3 na
base B. Ou seja, ha que resolver trés sistemas de equagdes lineares, o que
faremos em simultaneo. Assim,

01 2 1 0 0 1 01 010
1 01 01 0] =10 1 2 1 0 0| =
010 00 1 010 00 1
1 0 1 0O 1 0 1 0 0 —-1/2 1 1/2
— 10 1 2 1 0 0] —=1]0 1 O 0 0O 1| —...
0 0 -2 -1 0 1 00 -2 -1 0 1
1 00 -1/2 1 1/2
-— |0 1 0 0 0 1
0 0 1 1/2 0 —-1/2
Entao
-1/2 1 1/2
Mp ¢, = 0 0 1
1/2 0 —1/2
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A matriz de mudanga de base Mp,. g, € uma matriz invertivel porque
car(Mp,.p,) = k (cf. Proposicdo 19 e Proposi¢do 21). Deste modo, usando
a igualdade

up, = Mg, 5,us,,

obtemos

uBl = (MBQ<—31) 1UB2.

Finalmente tem-se

M81<—Bg = (MBQ<—81 )_1'

Exemplo. Considere a base ordenada B = ((O, 1,0),(1,0,1),(2,1, 0)) de R3.

—— e~ Y
b1 b2 bs

Determine a matriz de mudanca de base da base BB para base canénica de R3.

A matriz de mudanc¢a de base Mg, 5 é

M53<—B:[<b1)53 ‘ (b2)53 ‘ <b3)53}

I
S

1
0
1

(el V)

— M-t -
Note que My, g, = M, (compare com o exemplo anterior).
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Valores proéprios e vetores proprios

Sendo A uma matriz em M., (K), diz-se que um vetor € K", ndo nulo, é
um vetor proéprio de A se existir A € K tal que

Ax = Ax. (15)

Nestas condigBes, A\ diz-se um valor préprio de A associado (ou correspon-
dente) a . O espetro de A, designado por o(A), é o conjunto dos valores
préprios da matriz A.

Para determinar o espetro de A é necessario resolver a equagdo (15) ou,
equivalentemente, resolver a equacao

(A— \)x = 0. (16)

Uma vez que pretendemos determinar valores de A\ para os quais existem
vetores x ndo nulos que satisfagam a equagdo (15), o SEL homogéneo (16) tera
que ter solucdes n3o nulas. Consequentemente, a matriz do sistema A — AJ
ndo pode ser invertivel. Usando o Teorema 3, a matriz A — AI n3o é invertivel
se e s6 se det(A — A\I) = 0.

O polinémio det(A — AI) é um polinémio de grau n na variavel A dito o
polinémio caracteristico da matriz A, e a equagdo det(A — X\[) = 0 ¢ a
equacao caracteristica:

det(A — M) =0 (17)
polinémio caracteristico

Os valores proprios da matriz A s3o, portanto, as raizes do polinémio carac-
teristico de A.
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Dado um valor préprio A, o espago préprio F/(\) associado ao valor préprio
A é a solugdo geral do SEL homogéneo (16). Por outras palavras, E(\) é o
nicleo da matriz A — \I:

E(X\) = N(A = A).

Exemplo. Determine o espetro e bases para os espacos préprios da matriz

Solugdao. Comecemos por determinar os valores préprios de A. O polinédmio
caracteristico de A é

- -1 0
p(A) =det(A—A)=|-1 —A 0
0O 0 —-1-2A\
-2 -1
=(=1-4 '—1 —)\‘
= (-1-N)(2-1)
= (=1-=-X)>%@1-)).
As raizes de p(\) = (=1 — M\)?(1 — )), ou seja, as solucdes da equagio ca-
racteristica (17) sdo A\; = 1 e Ay = —1, sendo esta ultima uma raiz dupla.
Assim, os valores préprios de A sdo \; = 1 e Ay = —1, e 0 espetro de A é

o(A)={-1,1}.

O espaco préprio E(1) é constituido pelos vetores préprios associados ao
valor préprio A\; = 1 e, portanto, E(1) é o nicleo N(A — I) da matriz A — I.
Calculando este nicleo usando o MEG, temos:

-1 -1 0 -1 -1 0 -1 -1 0
A-I=|-1 -1 0|—=f(0 O Of—=|0 O -2
0 0 -2 0 0 =2 0O 0 O

O espago préprio F(1) é a solu¢do geral do sistema homogéneo associado a
matriz A — I e, portanto,

E(1) = {(z,9,0) e R*: z = —y}.
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O espago préprio E(1) é, portanto, a reta de equagdes z = 0 e x = —y. Note
que E(1) é a solugdo geral dum SEL possivel e indeterminado com grau de
indeterminacao 1.

O espago préprio E(—1) é constituido pelos vetores préprios associados ao
valor préprio Ay = —1 e, portanto, E(—1) é o niicleo N(A+1) da matriz A+1.
Procedendo analogamente ao que se fez acima para determinar o espaco proprio
anterior, tem-se

E(-1) = {(z,y,2) € R*: x = y}.

O espaco préprio E(—1) é o plano de equagdo = = y, correspondendo a solugdo
geral dum SEL possivel e indeterminado com grau de indeterminagdo 2.

Note que, sendo A um valor préprio duma matriz, o espago préprio F(\) é
sempre a solucdo geral dum sistema possivel e indeterminado. De facto, F(\)
é a solucao geral dum sistema homogéneo e, portanto, dum sistema possivel.
Por outro lado, se A\ é um valor préprio entdo, por definicdo, o SEL (16) tem
solugdes ndo nulas, ou seja, é um SEL possivel e indeterminado.

Seja A um valor préprio (vap) duma matriz quadrada A de ordem n. A
multiplicidade algébrica (m.a.) de A\ é a multiplicidade de A\ enquanto raiz
do polinémio caracteristico p(A). A multiplicidade geométrica (m.g.) de A
é a dimens3o do espago préprio E(A).

No exemplo anterior, temos

vap m.a. | m.g.
AM=1 1 1
A=—-11] 2 2

Embora neste exemplo haja igualdade entre a multiplicidade algébrica e a mul-
tiplicidade geométrica para cada um dos valores préprios, nao é sempre assim
na generalidade dos casos.

Proposicao 29. Seja A um valor préoprio duma matriz. A multiplicidade
geométrica de A é menor ou igual a sua multiplicidade algébrica.

Proposicao 30. Seja A uma matriz de ordem n e sejam Ay,...,\, 0s
valores proprios de A (eventualmente repetidos).

(i) |Al = MAz- - A

(i) tr A= A

99



Valores proprios e vetores proprios

Demonstragao. Seja
PAA) =M = A) A2 =A) - (A = A) (18)

o polinémio caracteristico da matriz A. (Note que as raizes podem estar
repetidas). 7
Observando que

p(0) = [A—0I| = |A]

e fazendo A = 0 na fatorizacao (18), tem-se

|A] = MAg- - A
]
Seja A uma matriz quadrada complexa de ordem n e seja
PO = O = A = A+ (e = A"
o seu polindmio caracteristico, onde A, Ao, ..., A; sdo todos distintos. Entdo

rH+rot -+ =n.

Proposicao 31. Seja A wma matriz quadrada. As afirmacoes sequintes
sao equivalentes.

(i) A é invertivel.
(i) 0 ¢ o(A).
(i1i)) N(A) ={0}.

Note que se 0 € o(A), o niicleo de A coincide com o espaco préprio E(0), i.e.,

Obtemos assim a Ultima versao do teorema que agrupa condi¢cdes necessérias
e suficientes de invertibilidade de uma matriz.

" O polinémio caracteristico pode nio ser fatorizével em R sob a forma de (18). Por

1 s L
_01 0} tem como polindmio caracteristico p(\) = A2 + 1 que

nao tem raizes reais. No entanto, o Teorema Fundamental da Algebra garante que todo
o polinémio de grau n (com n > 1) tem n raizes complexas (eventualmente repetidas).

exemplo, a matriz A = {
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Condicoes necessarias e suficientes de

invertibilidade (IV)

Teorema 12. Seja A uma matriz quadrada de ordem n com entradas em
K. As afirmagoes sequintes sao equivalentes.

i) A € invertivel.
ii) car A = n.
ii1) A € um produto de matrizes elementares.

i) A pode ser transformada na matriz identidade o custa de operagoes
elementares.

v) A forma reduzida de escada de linhas de A € a matriz identidade.

vi) O sistema de equagoes lineares homogéneo Ax = 0 admite apenas a
solucao trivial.

vii) Dada uma matriz coluna b de tipo nx1, o sistema de equagoes lineares
Ax = b € possivel e determinado.

viii) |A| # 0.
(ir) N(A) = {0}.
(x) As linhas de A sdo linearmente independentes.
(zi) As linhas de A formam uma base de K".
(zii) dim L(A) = n.
(ziii) As colunas de A sao linearmente independentes.
(ziv) As colunas de A formam uma base de K".
(zv) dim C(A) = n.
(zvi) 0 ¢ o(A).
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Proposicao 32. Seja A uma matriz quadrada de ordem n e seja p um
mteiro positivo.

(i) X € o(A) sse A € a(AT).
(i) Se A € o(A) e x é um vetor préprio associado a A, entdo N\’ € o(AP)
e x € um vetor proprio associado a AP.

(iii) Se A € Miy,xn(C) for uma matriz em que todas as entradas sio reais,
entio A € 0(A) sse A € o(A). Além disso,

E\) ={z : zc E(\\)}.
A afirmacdo (iii) pode ser interpretada de modo informal como “os valores

proprios complexos de matrizes com entradas reais surgem aos pares’ .

Uma matriz complexa quadrada A = [a;;] diz-se uma matriz hermitiana
se A = AT, onde A = [b;;] é a matriz definida por b;; = a;;, quaisquer que
sejam i, j.

N.B.- As entradas na diagonal de uma matriz hermitiana de ordem n sdo
reais, i.e., qualquer que sejai =1,...,n, tem-se a; € R.

Proposigao 33. Seja A uma matriz complexa quadrada de ordem n. Se A
¢ hermitiana, entao o seu espetro o(A) estd contido em R.

Demonstracao. Seja A um valor préprio de A e seja « = (z1, 22, ..., Z,) um
vetor préprio de A associado a A, i.e, Ax = Ax. Entao

(AX)" = ()"
(Ax)" = ="
T4 =%\
Sendo A hermitiana, tem-se entao que
x'A=)x".
Multplicando ambos os membros desta igualdade por x a direita, tem-se
X Ax = MxX'x
xT(Ax) = AXxX'x
M 'x = Mx'x

M2+ a3+ +2?) = Nadi+ a5+ +22).
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Assim

donde A = ), ou seja, A € R. n

Matrizes semelhantes e diagonalizacao

Sejam A e B duas matrizes (reais ou complexas) quadradas de ordem n. Diz-se
que B é semelhante a A se existir uma matriz S invertivel tal que

B=S5"1AS

ou, equivalentemente, se
SB = AS.

Nao ¢é dificil verificar que B é semelhante a A se e s6 se A é semelhante a B.
Consequentemente, diz-se que A e B sdo matrizes semelhantes.

Teorema 13. Sejam A e B matrizes semelhantes de ordem n.
(1) |Al = |Bl.
(ii) A € invertivel se e s se B € invertivel.

(iit) pa(A) = pp(A).

(iv) tr A =trB.

(v) 0(A) = o(B) e as correspondentes multiplicidades algébricas (resp.,
multiplicidades geométricas) de cada valor préprio coincidem.

(vi) dim N(A) = dim N(B).
(vii) car A = car B.

Uma matriz A quadrada de ordem n diz-se diagonalizavel se existir uma
matriz diagonal D e se existir uma matriz invertivel S tais que

D=S"14S

ou, equivalentemente, se
SD =AS .

Nestas condicGes, S diz-se uma matriz diagonalizante de A.
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Teorema 14. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. As afirmagoes
sequintes sao equivalentes.

(i) A € diagonalizdvel
(i) A tem n vetores proprios linearmente independentes.
(iii) Existe uma base de K" formada por vetores proprios de A.

Demonstracao. Suponhamos que A tem n vetores proprios vy, ve, ..., U,
linearmente independentes. Consideremos a matriz

S:[Ul ‘ (%) ‘ ‘ Un}.

(Note que S é invertivel.) Entao

AS:A[Ul ‘ Vg ‘ ‘ vn]
= [Avl ‘ Avg ‘ ‘ Avn]
A 0 0 0 0]
0 X O 0 0
= [ [ v [ | v
[0 0 0 0 Anj
=SD

Mostrou-se assim que, se A tem n vetores proprios linearmente indepen-
dentes, entao A é diagonalizavel.

Reciprocamente, suponhamos que A é diagonalizavel. Entao
AS =SD onde S=1lvi | va | - | wvl.

(Note que, sendo S invertivel, as colunas de S sdo vetores linearmente
independentes de K".)

A0 0 0 0
0 X O 0 0
AS=[v; | vy | | v,
0 0 0 0 A\
A[Ul | (%) | | ’Un] :|:>\1U1 | )\2’02 | | )\nvn]
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[Avl ‘ AUQ ‘ tee ‘ Al}n] = |:)\1U1 ‘ )\2?]2 ’ s ’ )\nvn}
Assim,
AUl = )\1?}1, A'Ul = )\1’01, SN Avn = )\nvn
donde A tem n vetores préprios linearmente independentes. O

Exemplo. Mostre que a matriz

é diagonalizdvel. Calcule A%015,

Solucao. Os valores préprios de A sdo +1:

vap m.a. | m.g.
A =1 1 1
Ay =—1 1 1

O espago préprio E(1) é a reta de equagdo x = —y e o espago préprio F(—1)
é a reta de equagao x = y. Escolham-se, por exemplo, os vetores préprios
vy = (—1,1) € E(1) e vy = (1,1) € E(—1). E facil verificar que estes vetores
sao linearmente independentes.

O Teorema 14 garante agora que A é diagonalizavel e que

e A e I s g

D §o1 A S

(Esta é uma solugdo possivel de entre muitas outras ja que, por exemplo, a
matriz S depende dos vetores préprios que se escolhem.)
Com o objetivo de calcular A2°'5, vamos comecar por calcular A?:

A? = (SDS™1)?
=SDS'SDS!
I
= SD?S~ 1.
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Generalizando este processo, ndo é dificil reconhecer que A?015
SD?*155-1  Assim,

s _ [-1 110 oero !
|1 1o -1 1 1
C[-1 111 0] [-1/2 1/2
11 1o —1]|1/2 1/2

—_———  —— ———
S D S—1
[0 —1]
“ -1 0
=

Neste caso particular seria muito facil calcular A2°!° sem usar a diagonalizacio

uma vez que A = —P;5. No entanto, pretende-se ilustrar com um exemplo
simples um procedimento util na generalidade dos casos.

Uma dificuldade que pode ocorrer quando se pretende diagonalizar uma
matriz é escolher os vetores proprios de modo a que sejam linearmente in-
dependentes como se requer no Teorema 14. A proposicdo seguinte permite
ultrapassar essa dificuldade.

Proposicao 34. Sejam vy, v,,...,v, vetores proprios duma matriz qua-
drada A de ordem k e sejam Ay, Mg, ..., A\, 08 correspondentes valores prdprios,
todos distintos. Entao os vetores proprios vi,vs, ..., v, sdo linearmente in-
dependentes.

Demonstragao. O resultado é trivialmente verdadeiro quando p = 1.
Sendo 1 < n, suponhamos entao que a afirmagcao é verdadeira para n — 1
vetores préprios, e provemos que 0 mesmo se passa para n vetores proprios.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que o vetor v,, € combinacao linear
dos restantes vetores proprios. Ou seja, existem escalares oy, s, ..., a1
tais que

Vyp = QU] + QU + - -+ + Qp_1Vp_1.

Entao

Av, = \v,
Aloqvy + agva + - -+ @y 1U,—1) = A1 + Vs + -+ - + Ay —10,1)

Oél)\l’Ul + 062)\2’02 + -+ Oén_1>\n’vn_1 = )\n(Oél’Ul + QU9 + -+ Oén_l’vn_l)
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Assim,

ar(An — Ao+ (A — A)va+ -+ a1 (A — A1) =0

Atendendo a que os vetores préprios vi, Vs, ..., V,_1 sao linearmente inde-
pendentes, temos
Ckl()\n — )\1) =0

OéQ()\n — )\2) = 0

Oénfl()\n - )\nfl) =0.

Como existe pelo menos um escalar o; # 0, ter-se-a que A, = A;, o que
contradiz a hipétese inicial de todos os valores préoprios serem distintos. [

Corolario 3. Se A ¢ uma matriz quadrada de ordem n com n wvalores
proprios distintos, entdo A € diagonalizdvel.

Demonstracao. Este resultado é consequéncia imediata do Teorema 14 e da

Proposicao 34. O]
Proposicao 35. Sejam A1, Mg, ..., A, valores proprios, todos distintos, de
uma matriz quadrada A de ordem k e sejam Bg(x,), Be(), - - - > Be(),) bases

dos correspondentes espagos proprios. Entao B, U Bgn,) U -+ U Bga,)
¢ um conjunto linearmente independente.

Demonstragao. Seja, para todooi=1,2,...,p, Bgn,) = {vll), 112 . vn)}
uma base do espago préprio E();). Mostrar-se-& que o conjunto definido
por

B={u" oV (1)}U{v(2 P v2Yu - U {o® P @)

Tp

é linearmente independente.

: 1) o
Suponhamos, sem perda de generalidade, que v§ ) 6 uma combinagao linear
dos restantes vetores:

o = au) 1+ alo® + 0o + 0P + -t a@ul? +

(751 u2
up
onde, para algum ¢ = 2,...,p, o vetor u; é diferente de 0. (Note que, se

: 30 f (1)
assim nao I10sse, Ul

impossivel.)

. S 1 1 .
estaria na expansao linear de {vé ), . .vﬁl)}, o que ¢
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Resulta entao que
Avg) = Auy + Aug + - - - + Auy,
donde
M(ur +ug + -+ up) = Mug + Aaug + - - + Apuy.
Assim, obtemos a igualdade
(A — AJug + -+ (A — Ap)u, = 0. (19)

Os vetores nao nulos contidos em {uy, us, ..., u,} sdo vetores préprios cor-
respondentes a valores proprios distintos e, portanto, sao linearmente inde-
pendentes (cf. a Proposi¢ao 34). Uma vez que na igualdade (19) existe pelo

menos um ¢ € {2,...,p} tal que u; # 0, o valor préprio A; é igual ao valor
préprio A;, o que é contrario a hipdtese de todos os valores préprios serem
distintos. O

Proposicao 36. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. As afirmagoes
sequintes sao equivalentes.

(i) A matriz A é diagonalizdvel.

(i) Qualquer que seja o valor proprio A de A, a multiplicidade algébrica
de X\ € igual a multiplicidade geométrica de ).

Demonstragao. (i)=-(ii) Suponhamos que A é diagonalizdvel e que Aq, Ao, . .
sao os valores proprios de A. A matriz A é entao semelhante a uma matriz
diagonal D e, qualquer que sejai=1,2,...,p,

m.g.,. = dim N(A — \ 1)
=dim N(D — \1) (usando o Teorema 13)
=n —car(D — \1) (usando o Teorema 10)
=n— (n—may,)

= 1m.a.y, .

(ii)=-(i) Sejam A1, Ag,..., A\, os valores préprios de A e suponhamos que,
qualquer que seja 1 = 1,2,...,p, se tem m.g., = m.a.,, = r;. Note-se que

r1+7‘2—|—-~~+7‘p:n.
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Valores proprios e vetores proprios

Seja, para todo o i = 1,2,...,p, {vf),vg), . v,(f)} uma base do espaco

préprio E()\;). Mostrar-se-4 que o conjunto definido por
(1) (2) ) (p) (p)
B={o" oV }U{v RS JrU--U{o s}

é uma base de K" (cf. Teorema 14). Atendendo a que B tem n elemen-
tos, basta mostrar que B é linearmente independente. Mas isso é uma
consequéncia imediata da Proposicao 35. O

Como dissémos anteriormente, a multiplicidade algébrica e a multiplicidade
geométrica de um dado valor préprio nao tém que coincidir. Na realidade,
se isso acontecer para cada um dos valores préprios, a matriz é forcosamente
diagonalizdvel, como assegura a Proposi¢ao 36.
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