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Diferenciais

» Variacao de f:
Ayf(h) = fla+h)— f(a)

» Diferencial:
daf(h) = f'(a)h

> Auf(h) ~dyf(h) se h ~0

> h = dzx:

daf(d2) = fla)de  df _

df = f(a)de  dz

f'(a)
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Exemplo

>y =222 4 20

» dy = (42 + 62°)dz

»y=[f9(2): y=Ffl2)=20+2° e z=g(z)=2"
> do = 2zdz

> dy = (2 + 3z?)dz = (2 + 3(27)%)(22dz) = (42 + 62°)dz
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Primitivas

Definicao (Primitiva)

Uma funcao G: A — R diz-se uma primitiva de f num intervalo
I < Dy se

G'(xz) = f(x) para qualquer = € I.
f diz-se primitivavel em [ se existirem primitivas de f em 1.

Exemplo.
» G(z) = 2° é uma primitiva de f(x) = 2z pois (%)’ = 2z.

» H(z) = 22 + 1 é também uma primitiva de f(z) = 2z.
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Conjunto das Primitivas de f num Intervalo

Teorema

Se G e H sao primitivas de f num intervalo I < Dy, entao
existe uma constante C' € R tal que H(z) = G(z) + C.

Demonstracdo. H' — G = f — f =0 logo H — G é constante.
Se G'(z)=f(zr) entdo dG(z) = f(z)dx
> | f(x) dx = conjunto das primitivas de f num intervalo
> Se G'(z) = f(x), entao { f(z)dz = {G(z) + C : C e R}

» E costume escrever simplesmente § f(z) dz = G(z) 4+ C

> Vf(z)de = §dG(z) = G(z) + C

Exemplo. {3dz =3z+C
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A Constante C

A constante C' pode ser determinada se possuirmos informacao
adicional acerca da funcao G(x).

Exemplo. Uma particula move-se ao longo duma recta com
velocidade v(t) = 2t. Sabendo que para t = 1 a particula se
encontra no ponto x = 2, determinar a trajectéria x(t).

» 2/(t) = v(t) logo x(t) = (2tdt = t* + C.
» Tomando ¢t = 1 temos z(1) =2 =12 +C
» =1

> Assim z(t) = t2 + 1.
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Primitivas de x“

xa+1
“dx = —1
Jaz T a+1+0 (a # —1)

Exemplo. Vamos calcular § -5 da:

1 $_2+1 1
J—dxzfa:_dez +C=-214+0=—-=+C

T2 —2+1 T
Exemplo. Determinar todas as fungoes G tais que G'(x) = %
Temos Sa;_12 dr = —% + C em cada intervalo, logo:

(—% +C7 sex>0
G(z) = < com C7, Cy € R.

1
—5+Cy sex <0
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Linearidade

Teorema
r

[ 1@) + 9@ do = [ f@)do+ [ gla)do

> | af(x)dx = an(:I;) dx

J

Demonstracao. Se F'(x) = f(x) e G'(x) = g(x) entao
> (F(z) + G(x) = f(z) + g(=)
> (aF(2)) = af (z)

Exemplo.

1
fa: +de—fa; dm+5f—da:- —5)—#0
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Primitivas e a Regra da Cadeia

Jf’(x)f(:l;)a dr = fc(Lx—l)—aI + C (@ # —1)

Exemplo. Calcular J:m/ 1+ z2dx = Jaz(l + 2212 dz.

Temos a=3, f(z)=1+2% f'(z)=2x

DO| =

(14 22)3/?
3/2

JCU(l-FCUQ)l/QdCE:1]2:6(14—582)1/2(117:% + C

2

Assim §zv1+22de = 1(1 +2%)32 + C.



Primitivas
0000000080

Mudanca de Variavel

Teorema

» Se g é diferenciavel num intervalo I, e

> f é primitivavel em ¢g([), entao:

ff(g(x dx—ff (xel)

em que estd subentendida a substituicao de y por g(x).

Demonstracao. Se F' é uma primitiva de f entao

F'ly)=fly) e (Fog)(z)=F'(9(x))d (z) = f(g(x))g (),
logo

ff (W) +C e ff ) (z) dz = F(g(x)) + C
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Exemplo

Ao fazer uma mudanca de varidvel temos 3 passos:
1. Substituir, no integral original, g(x) por y e ¢'(x) dx por dy;
2. Primitivar a funcao resultante (em que a variavel é y);

3. Substituir de novo y por g(z).

Exemplo. Calcular {zv/1 + 22 dx.
Tomamos y = 1 + 22, dy = 2z dx.

1
1. Substituimos: fa:\/ 1+ 2?2dx = f\/g idy

1 y3/2

1 1
2. Calculamos: f\/§§dy =3 Jyl/z dy = 5 % +C

3. Substituimos: %yg/Q + C = %(1 +22)32 4+ C



