
Limites e operações algébricas Limites na recta acabada

Definição de Limite

lim
xÑa

fpxq “ b ô @
"°0
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�°0

x P
˝
V�paq ñ fpxq P V"pbq
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Limites Enquadrados

h

g

f

a

b

Prinćıpio dos Limites
Enquadrados

§ Se fpxq § gpxq § hpxq numa
viz. V�paq, e

§ lim
xÑa

fpxq “ lim
xÑa

hpxq “ b

então lim
xÑa

gpxq “ b.

Ideia da Demonstração. Dado um " ° 0

§ Existe uma viz.
˝
V�paq na qual fpxq, hpxq P V"pbq

§ fpxq, hpxq P V"pbq ñ gpxq P V"pbq
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`
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˝
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sen ✓

✓
“ 1
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Prinćıpio dos Limites Enquadrados: lim
✓Ñ0

sen ✓

✓
“ 1
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Limites e operações algébricas Limites na recta acabada

O Limite de senp✓q{✓ na Origem

Teorema. lim
✓Ñ0

sen ✓

✓
“ 1

✓

tan ✓

Para 0 † ✓ † ⇡{2

1
2

sen ✓ †

1
2

✓ †

1
2

tan ✓ “
sen ✓

cos ✓

1 †
✓

sen ✓
†

1

cos ✓

p´⇡{2 † ✓ † 0q

1 °
sen ✓

✓
° cos ✓

`
✓ P

˝
V⇡{2p0q

˘
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Limites e operações algébricas Limites na recta acabada

Limite da soma

Teorema

lim
xÑa

fpxq “ b e lim
xÑa

gpxq “ c ñ lim
xÑa

`
fpxq ` gpxq

˘
“ b ` c

Definição de Limite: lim
xÑa

`
fpxq ` gpxq

˘
“ b ` c sse

@
"°0

D
�°0

x P
˝
V�paq ñ b ` c ´ " † fpxq ` gpxq † b ` c ` "

Demonstração do Teorema. Dado " ° 0

§ fpxq Ñ b: existe
˝
V�paq na qual b ´

"
2 † fpxq † b `

"
2

§ gpxq Ñ c: existe
˝
V�paq na qual c ´

"
2 † gpxq † c `

"
2

§ Somando obtemos, para qualquer x P V�paq:

b ` c ´ " † fpxq ` gpxq † b ` c ` "
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Infinitésimos

Uma função fpxq diz-se um infinitésimo em a se lim
xÑa

fpxq “ 0

Teorema

§ Se fpxq é um infinitésimo em a, e

§ gpxq é limitada numa vizinhança V�paq,

então fpxqgpxq é um infinitésimo em a.

Dem. A provar: @
"°0

D
�°0

x P
˝
V�paq ñ

ˇ̌
fpxqgpxq

ˇ̌
† "

§ g é limitada: existe M tal que |gpxq| § M para x P V�paq

§ fpxq Ñ 0 logo |fpxq| †
"
M numa vizinhança

˝
V�paq

§
ˇ̌
fpxqgpxq

ˇ̌
“

ˇ̌
fpxq

ˇ̌ ˇ̌
gpxq

ˇ̌
†

"
M

ˇ̌
gpxq

ˇ̌
§

"
MM “ "
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Exemplo

Função de Heaviside: Hpxq “

#
0, se x † 0;

1, se x • 0.
O limite lim

xÑ0
Hpxq não existe.

Vamos calcular lim
xÑ0

xHpxq.

§ Hpxq é limitada: 0 § Hpxq § 1.

§ x é um infinitésimo pois lim
xÑ0

x “ 0.

Logo lim
xÑ0

xHpxq “ 0.
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Limite do Produto e do Quociente

Teorema

Se lim
xÑa

fpxq “ b e lim
xÑa

gpxq “ c então

§ lim
xÑa

`
fpxqgpxq

˘
“ bc

§ para c ‰ 0, lim
xÑa

fpxq

gpxq
“

b

c

Demonstração (Produto).

fpxqgpxq “ fpxqgpxq ´ b gpxq ` b gpxq ´ bc ` bc

“
`
fpxq ´ b

˘
gpxq ` b

`
gpxq ´ c

˘
` bc

fpxq ´ b e gpxq ´ c são infinitésimos e gpxq é limitada numa
vizinhança de a logo lim

xÑa
fpxqgpxq “ 0 ` 0 ` bc “ bc
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Linearidade

Se lim
xÑa

fpxq e lim
xÑa

gpxq existem e b, c P R então

lim
xÑa

`
b fpxq ` c gpxq

˘
“ b lim

xÑa
fpxq ` c lim

xÑa
gpxq

Demonstração.

lim
xÑa

`
b fpxq ` c gpxq

˘
“ lim

xÑa

`
b fpxq

˘
` lim

xÑa

`
c gpxq

˘

“ lim
xÑa

b lim
xÑa

fpxq ` lim
xÑa

c lim
xÑa

gpxq

“ b lim
xÑa

fpxq ` c lim
xÑa

gpxq

Exemplo. lim
xÑ0

´
2
senx

x
` 3x

¯
“ 2 lim

xÑ0

senx

x
` 3 lim

xÑ0
x “ 2
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Vizinhanças do infinito

Recordemos as definições:

§ a é ponto de acumulação de D sse @
�°0

˝
V�paq X D ‰ H

§ lim
xÑa

fpxq “ b sse @
"°0

D
�°0

x P
˝
V�paq ñ fpxq P V"pbq

Para generalizar as definições ao caso a, b “ ˘8 basta definir:

§ ˝
Vrp`8q “ Vrp`8q “ s1{r,`8r

§ ˝
Vrp´8q “ Vrp´8q “ s´8,´1{rr

V1{5p`8qV1{5p´8q r0 b5b´5
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Limites de Sucessões

§ Uma sucessão é uma função com domı́nio N
§ O único ponto de acumulação de N é a “ `8:

@
�°0

V�p`8q X N “ s1{�,`8r X N ‰ H

§ lim
nÑ`8xn “ b significa:

@
"°0

D
�°0

n P
˝
V�p`8q ñ xn P V"pbq
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Interpretação Geométrica

lim
xÑa

fpxq “ `8

a

1{"

lim
xÑ`8 fpxq “ b

b

1{�


