lim f(2) = b

V3 weVia) = f(x)eVe(b)

V;S(a)

«O)>» 4F»r «=)>»
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Limites Enquadrados

Principio dos Limites
h Enquadrados
g b > Se f(x) < g(z) < h(z) numa
viz. Vs(a), e
v a N > lim f(x) = lim h(x) = b
i entao lim g(x) = b.

Ideia da Demonstracao. Dado um € > 0
> Existe uma viz. ‘O/(;(a) na qual f(x),h(x) e V.(b)
> flx), h(x) e Ve(b) = g(x) € Ve(D)
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O Limite de sen(#)/0 na Origem

sen @

Teorema. lim =1
00 0
Para 0 < 6 < /2
1
SEIY @ |- 5 sen 0
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O Limite de sen(#)/0 na Origem

0
sent _

Teorema. lim
0—0 (9

Para 0 < 6 < /2

1

1
ESGHH < 58
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O Limite de sen(#)/0 na Origem

0
sent _

Teorema. lim
0—0 (9

Para 0 < 6 < /2

TS N e
1

1 1
586119 < 58 < Etané’
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O Limite de sen(#)/0 na Origem

~ senf
Teorema. lim

=1
6—0 0

Para 0 < 6 < /2

TS N e
senf < 0 < tanezsenﬁ
cos 6
1 < 0 < 1
senfl  cosf
0
1> seg@ > cosf (0 € VW/Z(O))

sen 0
Principio dos Limites Enquadrados: lim

=1
60—0 0
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Limite da soma

Teorema
limf(z) =b e limg(z)=c = lm(f(z)+g(x))=b+c

Defini¢ao de Limite: lim (f(z) + g(z)) = b+ ¢ sse

r—a

vV 3 xe\of(g(a) = bt+c—e< f(x)+g(x)<b+c+e
e>0 6>0

Demonstracao do Teorema. Dado e >0

> f(z) > b:  existe ‘o/(g(a,) na qual b — 5 < f(z) < b+ §

» g(x) > ¢ existe ‘O/(;(a,) na qual c — § < g(x) <c+ 5
> Somando obtemos, para qualquer z € Vg(a):

b+c—e< f(x)+g(x)<b+c+e ]
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Infinitésimos

Uma funcao f(z) diz-se um infinitésimo em a se lim f(x) =0
r—a

Teorema

> Se f(x) é um infinitésimo em a, e
> g(x) é limitada numa vizinhanca Vj(a),

entao f(x)g(x) é um infinitésimo em a.

Dem. A provar: V 4 .:UEV5 ‘f ’ £
e>0 6>0

> g € limitada: existe M tal que |g(x)| < M para z € Vy(a)
> f(z) — 0logo |f(x)| < 77 numa vizinhanca ‘O/(;(a)
> [f@)g(@)| = |1 (@) l9(2)] < Flo(o)| < 5M =<
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Exemplo

0, sex <O0;

Funcgao de Heaviside: H(x) =
1, sex = 0.

O limite lir% H (x) nao existe.
Tr—>

Vamos calcular lin% xr H(x).

> H(z) é limitada: 0 < H(x) < 1.

» € um infinitésimo pois lim z = 0.
x—0

Logo lin%xH(:E) = 0.
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Limite do Produto e do Quociente

Teorema
Se lim f(x) = b e lim g(x) = ¢ entao
> lim (f(z)g(z)) = be
flz) b

» parac # 0, lim —/—= = -
z=a g(z)

Demonstracao (Produto).

f(z)g(z) = f(z)g(x) —bg(x) + bg(x) — bc + be
(f(z) = b)g(x) +b(g(x) — c) + be

f(z) —be g(x) — c sao infinitésimos e g(z) é limitada numa
vizinhanca de a logo lim f(x)g(x) = 0+ 0 + bc = bc
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Linearidade

Se lim f(x) e lim g(z) existem e b, c € R entao
r—a r—a

lim (b f(z) + cg(x)) = b lim f(z) + ¢ lim g(z)

Demonstracao.
lim (b f(2) + cg(x)) = lim (b f(z)) + lim (cg(x))

= lim b lim f(x) + lim ¢ lim g(x)

= b lim f(x) + ¢ lim g(x)

Exemplo. lim (2 il + Sm) = 2 lim ibited +3limx = 2
x—0 X z—0 X z—0
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Vizinhancas do infinito

Recordemos as definicoes:

> a é ponto de acumulagao de D sse 5VO ‘O/(;(a) NnD#J
>

> lim f(x) =0 sse V A xe‘o/g(a) = f(x) € V.(b)

rT—a e>0 6>0

Para generalizar as definicoes ao caso a,b = +0o0 basta definir:

11/7, +00]

> f/r(+oo) = V,(+0)
/. (—00) = Vp(—00) = ]—00, —1/r]

> 1,

ﬁ

Vi /5(+00)

V1/5(_OO) _5

O
o Ut
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Limites de Sucessoes

» Uma sucessao é uma funcao com dominio N

> O Unico ponto de acumulacao de N é a = +o0:
5V0 Vs(+0) nN =11/0,+0] nN # ¥
>
> lim =z, = b significa:

n——+0o0
YV 3 ne ‘O/(;(Jroo) = x, € V-(b)
e>0 >0



alji—rgz f(gj)

+00

lim

T—>~+00 f(;p) _}

\J




