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1 NUMEROS REAIS E SUCESSOES

1.1 Método de Indugcao Matematica

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Demonstre pelo principio de inducdo matematica que:

a) 1+3+---+(2n—1):nz,paratodoonelN

b) ﬁ+%+...+m:%,paratodoonaturalneﬂ\l.

c) Paras € R, (a—1)(1+a+---+a") =a"! -1, para qualquer n € Np.
d) %+%+"‘+ﬁ=1—ﬁ,paraqualquerneﬂ\l.
RESOLUCAO:

a) 143+--+@2n-1)=n? VYnelN:

Paran =1, temos2-1~-1 =1, que é uma proposicdo verdadeira.
Hip6tese de indugao: para certo n € N, temos 1+ 3 +--- + (2n — 1) = n?.
Tese (aprovar): 1+3+---+(2n—1)+(2n+1)—1) = (n + 1)%.

Usando a hipétese de indugéo, temos:

143+ +Qn-1D)+Qn+1)-1)=n*+2n+2-1)=n*>+2n+1=(n+1)>
como queriamos mostrar.

(Alternativamente, podemos escrever 1 +3 +--- + (2n - 1) = Y, _;(2k — 1) e usar o
facto Y1 (2k—1) = ¥F_ (k- 1) +2(n + 1) - 1.)

Lyl _1__n )
b) Tttt = 2, ¥n € N:

!Esta expressdo pode ser escrita na forma de somatério como Y.;_;(2k — 1) = n%. Ver exercicios seguintes.
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Paran =1, temos 11—2 = m @ 5 2, que é uma proposu;ao verdadeira.
Hipétese de indugdo: para Certo n € IN, temos ﬁ + ﬁ +...+ ﬁ = n”?
.1 1 1 1 _ n+l
Tese (a provar): 15 + 55 +...+ wiD DD = =
Usando a hipétese de indugéo, temos:
L + 1 +...+ L + ! = L L
1.2 23 77 nmn+1) m+Dn+2)  n+l m+Dn+2)
nn+2)+1  n?+2n+1
n+1n+2) m+1n+2)
m+1)? n+1

m+1(n+2) n+2

como queriamos mostrar.
(Alternativamente: usando somatoérios).

c) Dadoa € R, (@a—1)(1+a+---+a") =a"! -1, para qualquer n € Ny:

Para n = 0, a condigdo acima ficaa — 1 = a — 1 que é uma proposicao verdadeira.
Hipétese de inducdo: paracerton €e N, (@a—1)(1+a+---+4a") = a1
Tese: (a— 1)(1+a+---+a" +a™l) =a"2 1.

Simplificando o lado esquerdo da igualdade acima, temos que
@-DA+a+---+a") = @-DA+a+---+a")+@-1)a".
Usando a hipétese de indugao, temos agora

@-DA+a+--+a")=a"1 -1+ @-1)a"".
— an+1 -1+ an+2 _ an+1

= an+2 _ 1/

como queriamos demonstrar.

d)%+%+---+ =1- para qualquer n € IN:

_n__ 1
(n+1)! (n+1)!”

Paran = 1, a condigdo fica 5 = 1 — 11 +1, el= %, que é uma proposigéo verdadeira.

Hlpotese de indugao: para certo n € N, 4 2, + 5 + - (n+1) =1- (n+1),

Tese: % 5 T § L (n+1)' + (n+2 =1- (n+2)!'
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Usando a hipétese de indugéo,

t,2,  ,on ontl =( 1 )+(n+1)
20 3! m+1)!  (n+2)! (n+1)! (n+2)!
n+2-n-1
 (n+2)!

1
C (n+2)

como queriamos mostrar.

2. Demonstre pelo principio de indugdo matematica que:

a) (n+2)! > 2%, para qualquer n € N.
b) 2n — 3 < 272, para todo o natural n > 5.
c) (n!)? > 2"n?, para todo o natural n > 4.

d) 7" —1 é divisivel por 6 para qualquer n € IN.
RESOLUCAO:

a) (n+2)! > 2% para qualquer n € N:

Para n = 1, temos que 3! > 4 que é uma proposicdo verdadeira.

Hip6tese de indugao: para certo n € N com 1 € N, temos (1 + 2)! > 2%,

Tese: (1 + 3)! > 22+2,

Temos que (1 +3)! > 2212 & (n+3)(n+2)! > 4-22". Como, por hipétese de indugao,
(n+2)!>2%"e,paran>1,n+3 >4> 0, temos entio que

(n+3)(n+2)! >4-2%"

como querfamos mostrar.
b) 2n — 3 < 2"72, para todo o natural n > 5:

Para n = 5, temos que 10 — 3 < 23 & 7 < 8, que é uma proposigdo verdadeira.
Hipétese de indugéo: para certo n € N com 1 > 5, temos 21 — 3 < 272,

Tese: 2(n + 1) — 3 < 2(+1)-2,

Desenvolvendo o lado esquerdo da desigualdade acima e usando a hipétese, temos

2m+1)-3=2n+2-3=2n-3)+2<2" 242,

Como, para n > 5, temos 2 < 272, conclui-se que 22 + 2 < 2772 4- 2772 = 2. Q"2 =
2"-1. Logo
2n+1)-3 <2"L,
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c) (n!)? > 2"n?, para todo o natural n > 4:

Paran = 4, temos (4!)2 > 2442 & 22.32.4? > 24.42 & 32 > 22, que uma proposigio
verdadeira.

Hipétese de indugdo: para certo n € N, n > 4, temos (n!)? > 2"n?.

A provar: ((n + 1)1)2 > 2 (n + 1)2.

Temos ((n + 1)1)? > 2"l (n + 1)? & (n + 1)>(n!)? > 2" (n + 1)> © (n!)?> > 2" - 2. Por
hipotese, (n!)? > 2"n? e como n? > 2, se n > 4, o resultado segue (da propriedade
transitiva).

d) 7" -1 é divisivel por 6 para qualquer n € IN:

Paran =1, temos 7! — 1 = 6, que é divisivel por 6.
Hipétese de indugdo: para certo n € IN, 7" — 1 é divisivel por 6. Isto significa que
existe k € IN tal que 6k = 7" — 1.

Tese: 71 -1 é divisivel por 6, isto ¢, existe um natural positivo j tal que 7"*1 -1 = 6.
Entao:

7% _1=7.7"—1=7(7"-1+1)-1=706k+1)—1=6-7k+7—1=6(Zk + 1)
em que na terceira igualdade usdmos a hipé6tese de indugdo. Demonstramos entdo

atesecom j =7k + 1.

3. Prove por inducdo matematica que para qualquer n € N

- 1 n
a)g;Qk—DQk+D_2n+1'
b)2:5—2k=1+n—1.

RESOLUCAO

n i )
a) kgl‘ (2k = 1)(2k +1) T oam+1’ para qualquer n € IN:

= 11 _ 1 S 1_1 6 ica i
Paran =1, temos ) ;_; oFED@aT) = 241 © 3 = 3+ que é uma proposicao verdadeira.

1 _n
)k+1) 2n+1°

n
Hipétese de indugdo: para certo n € IN, temos Z 2k —1
k=1

il 1 n+1

Tese (a provar): ; 2k — 1)k + 1) T m+3’
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Temos, usando a HI na segunda igualdade:

n+1 1 ~ n 1 1
kZ:f 2k — 1)k +1) kZ:f (2k — 1)(2k + 1) " Qn+1)-1DQ2n+1)+1)
_n 1 _ n(2n+3)+1
Tt 2n+1)2n+3)  (2n+1)2n + 3)
2n? +3n+1 n+1

T @n+1)@2n+3) 2m+3

jé que (n+1)(2n +1) =2n% +3n + 1.

2k -1
i = n3 , para qualquer n € IN:
Para n =1, temos Zk:l 55—,(2" =1, que é uma proposicdo verdadeira.
n
5-2k -1
Hipétese de indugdo: para certo n € IN, temos Z 3 1+ =
k=1
n+1
-2k
Tese (a provar): Z > 7 =1+ 3::1 .
k=1

Temos, usando a HI na segunda igualdade:

n+1 n
25—2k=25—2k+5—2(n+1)
3k 3k 3n+l

k=1 k=1
n-1 3-2n 3n-3+3-2n

=1+ +—=1+—
3n 3n+l 3n+l
n

=1 Tl

como queriamos mostrar.
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1.2 Axioma do Supremo

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Verifique que se n € IN é impar, entdo n? é também fmpar. O que pode concluir de
n € N sabendo que n? é par?

RESOLUCAO

Seja n € N impar, com 1 = 2k + 1, para algum k € IN. Entéo, n? = (2k + 1)> = 4k? + 4k + 1
é fmpar, uma vez que 4k> + 4k é par para qualquer k.

Conclui-se que se n? é par, n também sera.

2. a) Verifique que se x, y sdo nimeros racionais, entdo x + y, xy, —x, x ! (para x # 0) sdo
também ntimeros racionais. [

b) Verifique que, se x ¢ um ntmero racional diferente de zero e y um ntimero irracional,
entdo x + v, x — y, xy e y/x sdo irracionais.

¢) Mostre também que, sendo x e y irracionais, a sua soma, diferenca, produto e
quociente podem ser ou ndo ser irracionais.

RESOLUCAO:

a) Sejam x,y € Q, ou seja x = %, y = :, comp,q,rs € Z. Entdo, —x = _TP’ x = %,
P r_ pstrg =il
X+y=5+;="0% ,logo —x, x™, x +y € Q.
b) Seja x # 0 um racional e y um irracional. Se x + y fosse racional, uma vez que a
soma e a subtracgdo de dois racionais é também racional, teriamos que (x + y) — x
seria racional. Mas (x + ) — x = y, logo y seria racional, o que contradiz a hipé6tese.

Conclui-se que x + y é irracional.

Para mostrar x — y, xy e y/x sdo irracionais, a prova é semelhante (usando o facto da
soma, divisdo e multiplicagdo de racionais ser racional).

¢) Sendo x e y irracionais, a sua soma, diferenca, produto e quociente podem ser ou
ndo ser irracionais: por exemplo: com V2eR\Q,

V2+V2=2V2eR\Q, V2+(-V2)=0€@Q, V2V2=2€Q, et

3. Sejam A, B e C os seguintes subconjuntos de IR:
A={reR:22+20 >3}, B=|o, V2|,
Cz{\/_—%:neﬂ\h}.
2Ou seja, Q ¢é fechado para a adigdo e multiplicagdo e contem os simétricos e inversos de todos os seus

elementos. Mostra-se assim, uma vez que também os elementos neutros 0 e 1 sdo racionais, que Q é um corpo
algébrico. E facil ver que também verifica as propriedades de ordem, ou seja, Q é um corpo ordenado.
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a) Calcule A sob a forma de uma reunido de intervalos.

b) Indique, casoexista, inf A, min ANB, max ANB, max ANBNQ, inf ANBNQ, max C, max B\
C.

RESOLUCAO

a) x> +2x] > 3 © P +2x -3 >0 & |y > 1 VvV | < -3 &
x<-1Vx>1.
(OU: Parax > 0: ¥ +2x >3 © x> +2x—-3 >0 & (x +3)(x — 1) > 0. Logo,
x € [0,+00[ N (]—00, =3[ U ]1, +co[) = ]1, +o0].
Parax <0: x¥*-2x>3 e x*-2x-3>0e (x=3)(x+1) > 0. Logo, x €
]—OO, O[ N (]—OO, _1[ U ]3/ +OO[) = ]—OO, _1[)
Assim, A = ]—o0, —1[ U ]1, +o0].

b) inf A ndo existe, porque A ndo é minorado;
ANB= ]1, \/Q] min A N B ndo existe, maxANB = \/E, max A N BN Q nao existe, ja
que V2¢Q,einfANBNQ = 1; max C ndo existe; max B\ C = V2.

4. Considere os seguintes conjuntos de RR:

xt—4
lx =1

A:{x:xZO/\ so}, B={x:x>0 A Jen kx ¢ Q}.

a) Mostre que A = [O, \/5] \ {1} e justifique que B = [0, +oo[\Q.

b) Determine, ou mostre que ndo existem, o supremo, infimo, maximo e minimo de
cada um dos conjuntos A e A \ B.

RESOLUCAO:

a) Comegamos por notar que
xt—4 < (2 =2)(x* +2)
[x—-1] — Ix —1]
& xX*-2<0 A x=1#0 (porquex2+2>0e|x—1| >0)

S xe[—\/ﬁ, \/E]\{l}.

Entao,

A={xeR:x20 A xe[-V2, V2] \ {1}} =[0, V2] \ (1}.

Relativamente a B comegamos por notar que se existe um k € IN tal que kx ¢ Q
entdo x ¢ Q pois, caso contrério, kx € Q para todo o k € IN. Portanto B ¢ R\ Q.
Reciprocamente, se x € R\ Q entdo 1 - x = x ¢ Q. Portanto B é de facto o conjunto
dos ntimeros irracionais positivos.
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b) Notamos que A \ B = ([O, \/E[ \ {1}) N Q. Entao,

supA =supA\B= V2 = maxA,
infA=infA\B=0=minA =minA \ B.

A\ B nédo tem maximo pois supA \ B = V2 ¢ Q.

5. Considere os seguintes subconjuntos de IR:

2_2
A={x: 272 <0l B={2"2.neN}
x| —1
a) Mostre que A = [— \/5,—1[ U ]1, \/E]
b) Determine ou justifique que ndo existem, os supremo, maximo, infimo e minimo de
cada um dos conjuntos ANQ,Be BNQ.

RESOLUCAO:

a)

x2 -2

— <00 <2A>D)VEE=2A<1)

e&-V2<x< \/5A(x<—1Vx>l),

2 2

uma vez que |x| <1 = x
[_ \/El _1[ U ]1/ \/E:I .

b) AnQ = (]—\/5,—1[ U ]1, \/EDDQ. supANQ = \/EiAﬂQ,logoAﬂQnéotem
méximo, inffANQ=-V2¢ANQ, logo A N Q ndo tem minimo.
B={2"2:n e N}. infB=minB = V2, sup B e max B ndo existem, porque B ndo é
majorado.
B N Q: temos 2"/2 €Qseesdsenépar,ouseja, BNQ ={2":ne€N}. infBNQ =
min BN Q = 2, sup BN Q e maxB N Q nao existem, porque B ndo é majorado.

<1, logo x* > 2 A x| <1 éimpossivel. Assim, A =

6. ParaA CR, A # 0, definimos —A = {—x : x € A}. Justifique que A é minorado se e s6 se
—A é majorado e nesse caso temos inf A = —sup(-A).

RESOLUCAO:

Temos —A # 0. Por defini¢do, A é minorado se existe x € R com x < g, para todoa € A.
Como x <a & —x > —a, temos A é minorado <& —A é majorado. Neste caso, existem
inf(A) e sup(—A). Sendo a = inf(A) o maior minorante de A, temos que —a é o menor
majorante, ie, o supremo, de —A.
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7. Seja A C Res = supA. Se existe ¢g > 0 tal que (V¢,(s) \ {s}) N A = 0, entdo A tem
maximo.

RESOLUCAO:

Como s = sup A, sabemos que, para qualquer ¢ > 0, V(s) N A # 0. Como (V¢ (s) \ {s}) N
A =0 = (Vg(s) NA)\ {s}, vemos que V¢ (s) N A = {s}, em particular, s € A e A tem
maximo.

8. Seja A um subconjunto de IR, majorado e ndo vazio, e seja m um majorante de A, distinto
do supremo desse conjunto. Mostre que existe ¢ > 0 tal que V. (m) N A = 0.

RESOLUCAO:

Se m é majorante de A e m # sup A entdo m > supA. Tem-se x < supA < m, para
qualquer x € A, logo, para0 < e <m—sup A, Ve.(m)NA = 0.

9. Sejam A e B dois subconjuntos de R tais que A C B e suponha que A é ndo vazio e
B é majorado. Justifique que existem os supremos de A e B e prove que se verifica
sup A < sup B.

RESOLUCAO:

Se B é majorado e A C B, entdo A é majorado e qualquer majorante de B é majorante
de A (directamente da defini¢do de majorante). Por outrolado A # DA A CB = B # 0.
Logo como A e B sdo majorados e ndo-vazios, o axioma do supremo garante que sup A
e sup B existem. Como sup B é majorante de B serd também majorante de A, logo
sup A < sup B.
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1.3 Sucessoes

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Considere as sucessdes reais (1,) e (v,) definidas por recorréncia por:

u; =1, v1 =3,
3 n
Upp1 = \2us +1, Unel = Gy -
Mostre, usando indugdo matemadtica, que para qualquer n € IN,

(a) U, = V2 -1, (b) ) 3"

" ()

RESOLUCAO

(@) Paran=1,temosu; = V21 -1=1.
Hipétese de indugdo: para certon € IN, u, = V2" - 1.
Tese: U1 = V2r+l — 1.

Temos por hipétese, u2 = 2" — 1. Assim, usando a férmula de recorréncia,

Up+1 = \lzu% +1= \/2(2” — 1) +1= \/2”+1 —-241= \/211+1 1,

como queriamos mostrar.

31
b) Paran =1, temosv; = —— = 3.
®) 1= G
Hipétese de indugdo: para certon € IN, v, = % (i.e P(n) é verdadeira)
€ queremos provar:
. _ 3n+1
Tese: Op+1 = W
31’[
Temos por hipétese, v, = W Usando a fé6rmula de recorréncia,
n!
33 1 1
3v, ()2 3+ 3+
On+1 = = =

TmA1? (me12 2m 12 ()2

como querfamos mostrar.

2. Considere as sucessdes definidas da seguinte forma, com 4,7 € R:

up =a, 01 =4,

Upy1 =T+ Uy, On+1 = 10y
(A sucessao (u,) é uma progressio aritmética de primeiro termo a e razdo r e a sucessao
(vy) é uma progressdo geométrica de primeiro termo a e razdo r.)
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a) Mostre por indugdo matemética que u, =a+ (n —1)rev, = ar!, n € N.

b) Dé exemplos de valores de r e de a tais que (i) (1,) seja mondtona crescente; (ii)
(u,) seja monodtona decrescente; (iii) (v,) seja mondtona crescente; (iv) (v,) ndo seja
monotona.

¢) Mostre que (u,) ndo é limitada, para quaisquer a € R, r # 0. Para que valores de r e
a serd (v,) limitada? E convergente?

RESOLUCAO

Sejam a,r € R, e (1), (v,) sucessdes tais que 11 = a, Uy41 =71 + Uy € V] = 4, Vyyq = 10y

a) Mostrar que u, =a+(n—1)rev, =ar !, n e N:
Vamos considerar s6 a progressdo aritmética (u,):
en=1lLwuyy=a=a+(1-1r
e Hipotese de indugdo: u, = a + (n — 1)r, para certo n € IN. Queremos ver que
Up+1 = a + nr. Entdo, por hipotese,

Up1 =V + Uy, =7+a+mn—1r=a+nr

b) (i) (u,) mondtona crescente: em geral, u,11 — u, = r, logo (u,) serd monétona
crescente sse r > 0, com a qualquer (se r = 0, (u,) é a sucessdo constante igual
aa). Por exemplo, u1 =1, uy41 = 3 + uy.

(ii) (u,) monoétona decrescente: r < 0, a qualquer. Por exemplo, u1 = 1, u,4q =
=3+ u,.

(iii) (v,) mondtona crescente: em geral, v, — v, = ar’ — ar"™! = ar1(r - 1). Logo,
(v) serd monoétona crescente ssea > 0Ar>loua<0A0<r<1(ser <0,
! muda de sinal, e (v,,) ndo é monétona). Por exemplo, v; = 2, v,41 = 30y,
01 = =2, Ups1 = 30,

(iv) (v;) ndo seja mondtona: de (iii), (v,) ndo é mondtona sse r < 0 (a qualquer).
Por exemplo, v1 = 2, v11 = —30y,.

¢) (uy) ndo é limitada: temos, por a), u, = a + (n — 1)r, logo dado b € R qualquer, para

r>0,

b—a
u>ben>——+1
r
e portanto (u1,) ndo é majorada. Se r < 0, (1,) ndo serd minorada.
Quanto a (v,), de a), v, = ar"!, logo (v,) serd limitada/convergente sse "1 for

limitada/convergente, ou seja, serd limitada para —1 < r < 1, convergente para
-1 <r <1, a qualquer.

3. Baseando-se directamente na defini¢do de limite de sucessdo mostre que:
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2 n+3 ;3
a) n2+1—>1. b) 7’l+27L)2'
RESOLUCAO:

. . .2 .
a) Seja ¢ > 0. Para determinarmos os valores de n € IN para os quais —7 5 estd a uma
distancia do (suposto) limite 1 menor do que ¢, resolvemos

2
n 1 1
— —1l<e o <e © nt>=-1.
n2+1 n2+1 €
Se%—1>0@5<1,temosentéo
1 2
n>4/—--1 -1l <e.
e n2 +1

Se%—150@521,entéon2>%—1,paraqualquern€]N,e

2

nelN = -1

<E.

n2+1

Demonstrou-se assim que, dado ¢ > 0 qualquer, pode tomar-se N € N tal que

2
>N = -1l <
" n?+1 ¢
)
ou seja, > — 1.
ns +1
(a) Para determinar a distancia de u, = Zig a ;,
n+3 3‘ ' 1 3‘ 1 1' 1 1
-=|=1+ - =l—-z|=———=+=
n+2 2 n+2 2 n+2 2 n+2 2
(dado que -1 — 1 < 0, para qualquer n). Assim, dado ¢ > 0, temos
3 1 1 1 1
|1/l ——|<€C>1/ln€V(3/2)<:>——2+§ C}m>§—€

Se ¢ > 1/2 esta condigao verifica-se para qualquer n € IN, mas se ¢ < 1/2, temos
uy, € Ve(3/2) & n <y /2 - —2, ou seja, sO se verifica (no maximo) para um conjunto
finito de valores de 7, e portanto 3/2 ndo é limite de u,,.

4. Sendo x, o termo geral de uma sucessdao monétona, v, o termo geral de uma sucessao
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limitada e supondo verificada a condi¢ao
1
VnelN Ixn—yn|<z

prove que x;, é limitada e que as duas sucessdes sdo convergentes para o mesmo limite.
RESOLUCAO:

1 1 1
De |x;, — yul < 5, para qualquer n € IN, temos que y, — <Xy <YptiyDyYp—1<x,<
Yn+tl=a-1<x,<b+1,emqueaq, b€ Rsdo taisquea < y, < b, para qualquer n € IN.
Logo (x,) é limitada. Como é mondétona, serd convergente. De x,, — % < Yn < Xp+ %,
e lim(x, + %) = lim(x, — %) = lim x,,, conclui-se do critério das sucessdes enquadradas,
que (y,) é convergente e lim y, = lim x;,.

5. Estude quanto a convergéncia as sucessoes de termos gerais:

| n cos(nm) 1+a"
u, = cos(nlm), v, = a1 Wn= T

(@ € R).
RESOLUCAO:

u, = cos(n!m): como, para n > 1, n! é um nimero natural par, temos cos(n!n) = 1, para
qualquer n > 1. Logo, (u,,) é convergente, com limu, =1,

n cos(n) n 1 . o
v, = ———: temos cos(nm) = (-1)" e — =, logo (v,) terd dois sublimites
L P | (nm) = ()" e 557 = 77 logo (@)
diferentes, % e Y e ndo é convergente.
1+a" . . L
wy, = T2 (@ € R). Tem-se limw, = 1sela| <1oua =1, ndo tem limite se a = —1,

lim w, = 0 se |a| > 1.

6. Mostre que se (1,) é uma sucessdo convergente tal que uy, €]0,1[ e uz,1 € R\ JO, 1]
entdo limu, € {0, 1}.

RESOLUCAO:

Se (uy) é convergente, com lim u,, = a, serdo também as suas subsucessdes (12,) € (12,,+1),
com lim u5,, = lim 15,41 = a. Por outro lado,
uy, €10,1[= a €[0,1],
Usne1 € R\]0,1[=] — 00,0] U [1,+00[ = a €] — 00,0] U [1, +o0l.

Logo, a € {0,1}.
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7. Sejam A e B os conjuntos A = R* \ {1}, B = {—% ,NE INl}. Diga, justificando, quais das
seguintes proposi¢des sdo verdadeiras. Para as que forem falsas forne¢ga um contra-
exemplo:

a) Toda a sucessdo de termos em A que seja limitada é convergente.

b) Qualquer sucessdao monétona de termos em A N V,2(0) tem limite real.

¢) Qualquer sucessdo de termos em A U B que seja estritamente decrescente tem limite
em RR].

RESOLUCAO:

a) Falso: por exemplo, u, = 3+(-1)", é limitada, tem termos em A e ndo é convergente,
uma vez que tem dois sublimites diferentes: 2 e 4.

b) Verdadeiro: se (u,) é monétona e tem termos em A N Vq2(0), sera monétona e
limitada, logo convergente em IR.

¢) Verdadeiro: se (u,) é uma sucessao de termos em A U B com limu,, = a < 0 entdo
u, < 5 a partir de certa ordem. Em particular, u, € Be o conjunto BN {x : x < 5} é
finito. Logo (u,) ndo poderia ser estritamente decrescente.

8. Considere a sucessao real (u,) definida por recorréncia por:

Uy 1
u; =2, u”+1:7+u_
n

a) Mostre que u, € Q, para qualquer n € N (Sug. Use indugao).

b) Assumindo que (i) é convergente, mostre que limu, = V2.

RESOLUCAO:

a) Por inducgdo: u; = 2 € Q. Por outro lado, se u,, € Q, entdo u,,/2 € Q e também o seu
inverso 1/u, € Q. Logo, u,+1 € Q, sendo a soma de dois racionais.

b) Se u, é convergente, com u, — L, entdo também temos u,,; — L (dado que 11
é subsucessdo de u;). Tomando o limite de ambos os lados da expressdo de re-

corréncia:
1 L 1
limun+1:lim(u—"+—):>L:—+—@L2:2@L:i\/§.
2 uy 2 L
E facil ver (por inducdo outra vez) que u, > 0,V € N, logo L = — V2 é impossivel.

Conclui-se que L = V2.

9. Considere a sucessdo real (u,,) definida por recorréncia por:

Uy
up =a, Ups1 = (=1)"u, + T
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com a € R. Mostre que se (u,,) é convergente entdo limu, = 0.
RESOLUCAO:

Seja (u,) tal que u; = a, paraa € R, e uy1 = (=1)"u, + n”ﬁ Se (u,) é convergente, com
limu, =1, temos que

Uy 2 . Un 1z 1 _ 7.0 =
-4 é convergente, com lim -4 =limu, - =7 =1-0=0

e (u,41) é convergente, uma vez que é uma subsucessdo de (u,), com limu,.; =
limu, = 1.

Logo, (—1)"uy, = upq — n“T”l é também convergente. Mas, considerando as subsucessdo
dos termos pares e dos termos fmpares, temos (—1)*"uy, = uzy — I e (=1)*" luy,yq =
—Upp1 — —1. Como (—1)"u, converge, tem-se /| = -] & 2/ = 0 & | = 0, como querfamos
mostrar.

10. Considere a sucessao real (u,) dada por:

M1=1,
u
Upe1 =1+ =

2
a) Mostre usando indugédo que u, < 2 para qualquer n € IN.
b) Mostre que (1) é uma sucessao crescente.

¢) Mostre que (u,) é convergente e indique lim u,.

RESOLUCAO:

a) u, <2 para qualquer n € IN:
Para n = 0 temos ug = 1 < 2. Supondo u,, < 2 para um certo n € IN, consideremos
Up41: )
Uy
Upy1 =1+ — <1+ - =2.
n+1 > >
Por inducao conclui-se que u,, < 2 para todo o n € IN.

b) (u,) é uma sucessao crescente:
Com n > 0 e tendo em conta a alinea (a):

Up

s 1-Z20
-z

NI N

u
un+1—un:1+7”—un:1—

e portanto (u,) é uma sucessao crescente.

c) De (a) e (b) decorre que (u,) é crescente e majorada, pelo que é convergente. Da
definicdo de (u,), e uma vez que sendo (u,+1) uma subsucessdo de (u;), teremos
(4n4+1) convergente com lim 1,1 = limu,, segue que

lim u,,
>

limu, =1+
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Resolvendo a equacdo em ordem a lim u,, obtem-se

lim u,

limu, — =1 limu, =2.

11. Sejauy >1euy =2 - % para n € INy. Mostre que u, é convergente e calcule lim u,,.
n

(Sugestao: comege por provar por indug¢do matematica que 1 < u, < 2, para todo o
inteiro n > 2.)

RESOLUCAO:

Notemos que, se x > 1, entdo 0 < % <1le, portanto1 <2 - % < 2. Como u7 > 1, con-
cluimos que 1 < u; < 2. Por outro lado, se, como hipétese de indugédo, considerarmos
1 < u, <2, entdo, usando o mesmo argumento concluimos que 1 < 1,41 < 2. Provamos
assim que Y,en,, 1 <u, <2,e que, portanto, a sucesséao é limitada.

—2u,+1 1
Como Uy —Uy =2—-——1Uy =— u” = (“"u i < 0, dado que, como vimos u, > 1,

concluimos que u, é decrescente Logo a sucessdo é monoétona e limitada e, portanto,
convergente.

Seja I = limu,. Entdo, dado que lim #,,4; = lim u,, temos

1imun+1:hm(2—ul) o 1=2-2 o I=1.
n

12. Seja (u,) a sucessdo definida por recorréncia por 11 =1, 41 = V2 + uy.

a) Prove por indugdo que 1 < u, < 2, paratodoon € IN.

b) Prove por indugdo que (u,) é crescente.

2—uy)(uy+1) )

Alternativamente, verifi — U, = .
(Alternativamente, verifique que 1,11 — u, = PRy ¥

) Justifique que (u,) é convergente.
d) Aplicando limites a ambos os membros da expressdo de recorréncia, determine o
limite de (u,).

RESOLUCAO:

a) 1 <u, <2, paran € N:
e n=1:u; =1,logo 1 < u; <2éuma proposicdo verdadeira.

e Hipétese de indugdo: 1 < u,, < 2, para certo n € IN. Queremos ver que também
1 < upy1 < 2. Como Uy = V2 +uy, usando a hipétese de indugdo temos

V2+1<up < V2+20 V3<uy <2=1<u,.1 <2
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b) (uy) é crescente: vamos usar indugdo matemadtica para mostrar que w41 > u, para
qualquer n € IN.

en=1u=1u=vV2+1= 13, logo u > u; é uma proposicdo verdadeira.
e Hipotese de indugdo: w41 > uy,, para certo n € IN. Queremos ver que também

Upt2 = Upy1. T€MOS Upyr = V2 + Upy1, €, de Uyyq > Uy, vem que V2 + tyyq >
V2 + uy, ou seja, que Uy > Uy41, COMO queriamos mostrar.

¢) (u,) é monotona crescente e limitada, logo convergente.

d) Sejal =limu,. Entdo, dado que lim u;,+1 = lim u,,, temos

limuy =lim\2+u, ©l= 2+l P=2+IA1>01=2.

13. Prove, recorrendo a definicio de limite em R que

2
a) 1 - Vn— —oco. b)Tl+1

— +o00.

RESOLUCAO:

a) Por defini¢do, 1, — —oo em R & dado ¢ > 0, existe p € N tal que, paran > p,
13 . ~
Uy < —; Seja entdo ¢ > 0 dado,

1 1 1\
1—\/E<—E<:> \/E>1+E<:>n>(1+g).

2
Sejapethalquep>(1+%) . paran > p, temos 1 — \/ﬁ<—%. Logo1— yn — —co.

14. a) Mostre que:

1
Un

ii) seun>0eun—>0entéo%—>+ooem]R.
n

i) se u,; — +coem R entdo —— — 0,

b) Sera verdade que u, — 0 = (l — ooV L > —oo)?

Un n
RESOLUCAO:

a) i) Por definicdo, u,, — +oc0 em R < dado ¢ > 0, existe p € N tal que, paran > p,
uy > 1. Neste caso, temos u, > 0, para n > p, logo

1 1
n>p=iu,>-& —<g,
e Uy

1

e assim

b) Néo. Por exemplo, u, = # —0e uin = (=1)"n ndo é convergente em R.
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15. Determine, se existirem, os limites em IR das sucessdes que tém por termo de ordem n:

2 d) 3" — (2n)! 5" —n*
1000 8) 3
(2n)! e) (n! —n'00)" '
b) n! 1000 n '
! n n"-—n!
1_ £ hy -~ "™
Q) n" —n" ) Tooor ) 32
RESOLUCAOQ:
) o (L)n Com lim —— = 400 temos lim _ +00
4 To00r ~ \1000/ * O™ ™ 000 T T MO MM T000n T

Alternativamente, como

(1)1
10007 T + 1)1 1000" +1) (n+1\"
lim 10?3 "~ = lim (n n) OOSH = (?000) (n ) = +o00>1
o657 n 1000 n
temos lim 3555 = +oo.
2n)! 2n)!
b) (nn') =m+1)(n+2)...(n+n)>n". Como limn" = +o0, entdo lim(ni') = 400
Alfernativamente, como -
Q(n+1))!
lim D) ‘m Qn+1)! n lim @En+2)2n+1) too > 1
@ @n)! (m+1) n+1 -
n:
temos lim % = +00,
¢) limn™! —p"* =limn"*(n - 1) = +oo.
d) lim 3" — (2n)! = lim(2n)! ((23—;), - 1) = —o0, ja que pela escala de sucessoes a" << n!
para qualquera > 1, e n! << (2n)!.
e) lim(n! — n'000)" = lim(nl”—(f00 - 1)n U = s,
f) Como, para qualquer « € Rec > 1, lim ’Cl—,cf = 0, tem-se lim % =0.
5" — 4 5%(1 — 4 5 5"
g) lim 3”—-1—2' = lim n'ET:"il)) = lim i 0,ja que pela escala de sucessdes a” << n!
en’ <<a",a>1,peNN.
n __ | n 1 _ ! n
h) lim ———" = lim —" (1 = nt/n’) = +00,jd que n! << n", 3" << n" e n* <<
3"+t +2 31(1 +n*/3" +2/3")
3.
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2 LIMITE E CONTINUIDADE

2.1

Fungdes elementares

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1.

Determine fung¢des inversas das seguintes fungdes, especificando os respectivos dominios
(e contradominios):

a) fx)=e"2,x>0, b) f(x) =2senx, x € [—%, g]

RESOLUCAO

a) Como ¢* é crescente, com contradominio ]0, +co[, 0 contradominio de f é Je=2, +oo[.
Parax >0ey € ]e‘z, +oo[, temos

f(x):y@exz‘zzy@xz—Z:lnyc)x: VIny +2.

Logo, a inversa de f é

f_1 : ]e_2,+oo[ — R, f‘l(y) = ylny+2,

com contradominio CD 1 = Dy = R*.

b) O contradominio de sen restrito a [ = ] 6 ([ o 2]) -1,1], logo o contra-

s

dominio de f é [-2,2]. Parax € [—%, %] ; 2,2], temos
f)=ye2senx=y o x= arcsen%

(note-se que % € [-1,1], que é o dominio de arcsen x). Logo a inversa de f é
f1:i[-221 >R f(y) = arcsen g

com contradominio CD 1= Dy = [—%, %]

19
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3. Deduza as seguintes identidades:

a) cos(arcsenx) = V1 —x2, b) tg(arcsenx) = ‘/1"_7 para x # +1.

RESOLUCAO

a) Se @ = arcsenx, entdo sena = x e o € [—%,%] Queremos calcular cosa. De

cos?a +sen?a =1, temos cosa = + V1 — sen2 @. Como a € [—%, %], cosa > 0, vem

cos(arcsenx) = cosa = V1 —sen2a = V1 — 2.

b) Sai de a) e de sen(arcsen x) = x (que vem da defini¢cdo de funcdo inversa), uma vez

— sena
que tga = cosa"

Para ver directamente Se &« = arcsenx, x # +1, entdo sena = x e a € ]—%, %[

2,1 _
Queremos calcular tga. De 1 +tg”a = —— = ;———— temos
) 1 sen® o sen? a | sen a
tga=———-1l=—"——6&tga== - = .
1-sen“a 1-sena 1-sena 4141 —sen2a
Logo,
||
tg(arcsenx) =

+VI—2
Sea € [O, %], entdosena > 0 & |x| = x. Como tga > 0, temos

X
tg(arcsenx) =

1—x2
Sea € ]—%,0], sena <0 & [x| = —x. Como tga <0, temos

—x X
tg(arcsenx) = =

~Vi—2 VI-2

4. Seja f : D — R uma fungdo injectiva e g : f(D) — D a sua inversa (ou seja, g(y) = x sse
y = f(x), para quaisquer x € D, y € f(D)). Mostre que

a) Se f é crescente (resp. decrescente), entdo g é crescente (resp. decrescente).
b) Se f é impar, entdo g é impar.

) arcsen, arctg sdo crescentes e impares, arcos é decrescente.

RESOLUCAO

f : D — R funcdo injectiva e g : f(D) — D a sua inversa.
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a) Seja f crescente. Como f é injectiva, f é estritamente crescente. Logo, para x,x’ € D,
x> x © f(x) > f(x'). Entdo, para y,y’ € f(D), y = f(x), com y’ = f(x") (ou seja,
8(y) = x, g(y') = x’) temos

y>y e fx)> f(x') e x>x o gly) > gy).

Logo g é (estritamente) crescente.
b) Paray € f(D), sejax € D,com y = f(x), ou seja, tal que g(y) = x. Entdo -y = —f(x) =
f(=x), porque f é impar, logo g(-y) = —x, e assim g(-y) = —x = —g(y), e g é impar.
c) Directamente de a), b) e das propriedades de senx, cosx, tg x.

5. As fungoes seno hiperbélico e coseno hiperbdlico definem-se da forma seguinte:

e —e* h X +e™
chx =
2 2

shx =

a) Deduza as igualdades (comparando-as com as correspondentes para as fungdes
trigonométricas):

i) ch®’x—sh?x =1
ii) sh2x =2shxchx
iii) sh? (1) = =L
b) Verifique que a fungdo sh é impar, a fungdo ch é par e que

shx +chx =¢".

Esboce os gréficos de ch e sh a partir dos graficos de ¢* e e™

para qualquer x € R).

(verifique que chx > 1,

c) As fungoes inversas das fung¢des hiperbdlicas sh e ch designam-se, respectivamente
por argsh e argch, em que
x=shy & y=argshx, yeR,
x=chy e y=argchy, yeR".

Deduza
argshx = In(x + Vx2 +1), argchx = In(x + Va2 - 1).

RESOLUCAO

(ex + e—x)?_ (ex _ e—x)?_ B (er +2 4+ e—2x) _ (er -2+ e—2x) B

. 2.0 2= .
a) i) ch®x—sh“x : 1 1 17
X _ o7 X)(e* + ¢~ 2X _ ,—2x
iv) 25hxchx=2(e ¢ )4(6 ) =& 26 = sh2x;
h2x -1 hx -1
v) Dei)eii), temosch?2x = 1+2sh?x & sh®x = % Logo, sh? (g) = x2 .
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b) Resulta directamente da definicao.
c) Temos sh : R — R estritamente crescente, logo a sua inversa argsh : R — R é dada
por, parax,y € R,

e¥Y —eY _
el -V -2x=0

2x + V4x2 + 4
—

argshx =y o x =
eeV-1-2x =0 ¢ =

Como ¢Y > 0, temos

2 Vix2 + 4
e e . ¥ +1ey=In(x+ Va2 +1).

2
Para argch, é semelhante, sendo que temos de restringir chy a y > 0, para garantir
injectividade.
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2.2 Limite de fun¢oesem R e R

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Mostre, recorrendo a defini¢do de limite em R, que para a fungdo definida em R por
f(x) = x% + 1 se tem lim,_,, f(x) = f(a), para qualquer a € R.

RESOLUCAO
Por definigdo, lim,_,,; f(x) = f(a) se dado 6 > 0 qualquer, existe ¢ > 0 tal que
Ix —al <e=|f(x) - fla) <o
Para f(x) = x*> + 1: dadosa € Re 6 > 0, temos
fx) = f@] = 1 +1=a® = 1| = |¥* = a?| = |x +allx — a] < (x| + |a])lx — al.

Se |x —a| < ¢, (constatando que entdo, |x| = |[(x —a) + a| < |x —a| + |a| < € + |a]), resulta,
nesse caso,

|f(x) = f(@)] < (e + |al + lal)lx — al < (2lal + )¢ < (2la] + 1)e,

escolhendo sempre ¢ < 1. Assim, para que |f(x) — f(a)l < 0, por transitividade, é
suficiente escolher 1 > ¢ > 0 tal que

Qal+De<de e< a1

Neste caso, temos entdo, [x —a| < ¢ = [f(x) — f(a)| < 0.

2. Use a definigio de limite de funcdo em R para mostrar que

a) limy_o % = 400, b) limy— 0 VX = +00.

RESOLUCAO

a) lim,_o xl—z = 400 : temos de mostrar que dado 6 > 0 arbitrdrio (ou um R > 0,
suficientemente grande, R = 1/6), existe ¢ > 0 tal que

1 1
-Ol<e=> —=> -
[x—0|< ¢ x2>6

Entdo, dado 6 > 0, temos

1 1
—2>—(:>x2<6(:>|x|< V.
X o

Tomando, por exemplo, ¢ = V5, mostramos que lim, xl—z = +00.

'Em particular, f é continua em qualquer a € R
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b) limy— 10 VX = +0co: temos de mostrar que dado 6 > 0 arbitrério, existe ¢ > 0 tal que

x>1: x>1
€ 6
Dado 6 > 0, temos
1 1
\/§>5<:>x>§.

Tomando, por exemplo, ¢ = &%, mostramos que limy 400 VX = +00.

3. Determine, se existir, cada um dos seguintes limites, justificando o célculo ou a ndo
existéncia de limite.

- S | L SE0X
LR s e B R
2 _ (-1° _1q
b) lim ——— 2~ h) lim &——=,
=1 x2 = 3x+2 x—1 (x—1)7
2 gsenx _
¢) lim ¢ ! , i) limy_ ,
x—0 X nx
X tg 5x
d) Iim ———, 5
) x50 In(2x + 1) V350 Xarcos x/
e) lLim x(er —1), k) lim )
X400 x—0 arcsen x
. Vli+x—Vl-x . In(cosx)
f) lim , 1) lim —
x—0 X x—0 sen‘x
RESOLUCAO
) i ¥-x2+x-1 T Pa-1D+x-1 imx2+l
im———— =1lim = —=1;
VT o1 ol (=D +1)  xol x+1
, X% —x , x(x —1)
R wa Sl s T b ¥ P S
2 1 X2 1 Yy —1
c) }E}%e X =}Ci1)%ex2 le-OzO,umavezquelimy_)()e =1 (com y = x?).

2 1
d) 1 al =, uma vez que lim,o

im;—lim—l— L—l
—0InQRx+1) x-0ln@x+1)2 2 In(y +1)

vy -1
e) lim x(e% -1) = lim E (tomando y = 1/x — 0%, se x = +00).
X—+00 y—0* y

\/1+x—\/1—x_li 1+x)—-(1-x) 1 2

f) lim = lim = lim =1.
x—0 X S0x(Vli+x+ Vi—-x) 20(Vli+x+ V1-x)
g) lim 28 = Jim X \x=1-0=0.

x—0* \/E x—=0t X
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A N o A s
VI my < Gt o L T e (omendoy =1 0
x—1)
esenxy _ 1 ey —
i) im —— =1lim =1, tomando y = senx — 0, se x — 0.
x—0 senx y—=0 Yy
tg 5x 1
j) im = = lim sen ox > =1 % = —O, uma vez que lim,_,o Lo
x—0 xarcosx x—0 bx cosbxarcosx 7 T
) X seny ..
k) lim = lim = 1, fazendo a mudanga de varidvel y = arcsenx — 0, se
x—0 arcsenx  y—0 Y
x — 0.
In(cosx) .. In(cosx) . In(cos x) 1 1. Inu
1 1 — = — = == =——,f d
) -0 sen?x x—0 1 — cos? x x0T —cosx 1+cosx  2usll—u g razenco
a mudanga de variavel u = cosx — 1, se x = 0 e usando lim;, 1 ;= g 1=1
4. (a) Mostre que se lim,_,; f(x) = 400 e lim,_,; g(x) = c € R, entdo
fx)
lim|1+ & = ¢
X—a f(x)
(b) Utilize o resultado anterior para calcular os limites das sucessdes seguintes, com
ceR:
c\" 1\*
lim(l + —) , lim(l + —) , nelN.
n n!
RESOLUCAO

(@) O limite dado é uma indeterminac¢do da forma 1%°. Temos

f@) .

lim (1 + &) — lim /OHE) = o,
X—a f( X—a

8)

ja que, fazendo y = o — 0 quando x — 4,
1+ &%)
8(x) f@x) o L )

CI—C L
x—a g(X) —0
f(x) i y y

lim f(x) In (1
(b) Fazendo f(x) = x e g(x) = cea = +oo, temos

n X
lim (1 + £) = lim (1 + E) = ¢
n x

X—00

n! n
Quanto ao segundo limite, note-se que (1 + %) é subsucessdo de (1 + %) ,logo o
seu limite é e.

Responsdivel: 25
jpinto@math.tecnico.ulisboa.pt



2.2. LIMITE DE FUNCOESEMR ER

5. Suponha que para todo o n € IN, a fungdo f verifica a condigdo

1 1
1ol
) =110
Se existirem os limites laterais f(07) e f(0%) quanto valerd a sua soma? Se existir
lim,_,o f(x) qual serd o seu valor? Justifique abreviadamente as respostas.

RESOLUCAO

Se existirem os limites laterais f(07) e f(0"), temos
Hm f(—%) - /07), lim f(%) — £(0").

Entéo,
(=) +£(5)=1= s+ f09 =1.

n

Se existir lim,_,o f(x), temos f(07) = f(07) = lim,,o f(x). Como f(07)+ f(0%) = 1, temos
2lim,0 f(x) = 1 & lim,o f(x) = 3.

X+ x|

. Considere f : R — R, definida por f(x) = d(x),onded : R — R designa a fungdo
de Dirichlet (d(x) =1, x € Qed(x) =0,x € R\ Q).

a) Indique o contradominio de f. A fungdo é majorada? E minorada?

b) Estude lim,—,_« f(x) € limy— 100 f(X).

¢) Para cadaa € R, determine, ou justifique que nao existe, lim,_,, f(x).

RESOLUCAO

Temos
0, sex <0,

flx) = 5 d(x) =30, sex>0AxeR\Q,
x, sex>0AxeQ.

a) Para x < 0, temos f(x) = 0, logo f(]—o0,0]) = {0}. Para x > 0 temos f(x) = 0O, se
xeR\Qe f(x) =xsex € Q. Logo f(]0, +oo] = {0} U {x e Q : x > 0} = {0} U Q™.
Assim, CDs = f(R) = {0} U Q*. A fungdo ndo é majorada, uma vez que Q" nao é
majorado, é minorada por 0.

b) limy_,— f(x) = limy—-0 0 =0;

lim,—, 4+ f(x) N0 existe: se x, = V2n entdo f(xy) =0, se z, = nentdo f(z,) =n —
+o00.

¢) Sea < 0: lim,—,, f(x) = lim,,, 0 = 0 e da mesma forma lim,_,o- f(x) = lim,_,o- 0 = 0.
Quanto a lim,_,o+ f(x): para x > 0, temos 0 < f(x) < x, logo f(x) = 0, x = 0% (ou
lim,—0+ xe@ f(X) = limy—,0+ xer\@ f(x) = 0). Logo se a = 0, lim,_,, f(x) = 0.
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Para a > 0: ndo existe limite. Para verificar, toma-se por exemplo x,, = a + % — a. Se

a € Q entdox, € Qe f(x,) = x, — a. Por outro lado, tomando z,, = a+ # — a, entdo
zn € R\ Qe f(z,) =0 — 0. Logo lim f(z,) # lim f(x,), logo ndo existe lim,—_,; f(x).
Sea € R\ Q,a >0, procede-se de forma semelhante.

7. Mostre que se f : R — R é uma funcdo peridédica, de periodo T > 0, entdo ndo
existem limy_, ;0 f(x) € limy_,_o f(x). (Sug. considere sucessdes x, = x + nm — +oo e
Zn =2+ Nm — +00, f(x) # f(z).)

RESOLUCAO

Fazendo x, = x+nm — +coez, = z+nm — 400, com x, z € R tais que f(x) # f(z) (como
T > 0, f ndo é constante), se existisse limy_,+ f(x), terfamos

Jim @) = lim f(x,) = lim f(z)
Mas como f(x,) = f(x), f(zx) = f(2), para qualquer n € IN, temos
nh_{{}of(xn) = f(x) # ]}Lr)rgof(zn) = f(2).

Logo o limite ndo existe.

Para lim,—,_« f(x) é analogo (ou limy_,_ f(x) = limy—+0 f(—X) e f(—x) periddica).
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2.3 Continuidade

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Seja f : R — R uma fungdo continua no ponto 0. Em que ponto(s) serd necessariamente

continua a fungdo g(x) = f(tgx — cotg x)? (Relembre que cotgx = L),

tgx
RESOLUCAO

Sendo f e h duas fungdes e a € R, tais que / é continua em a e f é continua em h(a),
entdo necessariamente ¢ = f o h é continua em a.

Como tg e cotg sdo continuas, respectivamente em a # 7 + kmt, e a # kmt, k € Z, temos
que tgx — cotgx é uma fungdo continua em D = R\ {k7 : k € Z}. Sendo f uma
fungdo continua em 0, temos entdo que g(x) = f(tgx — cotgx) é continua em cadaa € D
satisfazendo tga — cotga = 0. Como,

. ton t 1 tgfa-1
ga—cotga =tga=pn = =0

e, portanto, tga — cotga = 0 equivale a tga = 1, ousejaa = +7 + ki, com k € Z,
concluimos que a fun¢do dada é necessariamente continua nestes pontos.

2. Considere a fungdo f : R\ 0 — R definida por:

2
se;l;;c ) sex <0,

f(x): e‘/E—l
sex >0,

avx

em que a € R. Determine a por forma a que f seja prolongdvel por continuidade ao
ponto 0. Sendo F : R — R esse seu prolongamento, calcule F(0).

RESOLUCAO

f é prolongavel por continuidade ao ponto 0 se existir lim,_,g f(x), ou seja, se f(07) =

£(07). Temos
N sen(xZ) 1 .. senu 1
fO)=lim = =7 im == =3
Vx _
FOry = tim o=t -1

x—07* a\/z - a

Logo, a = 2. Se F é prolongamento por continuidade de f, entdo F(x) = f(x) parax # 0
e F(0) = limy—0 f(x) = 3.

3. Considere a fungao f : R\ {0} — R dada por

o) = {ln(ﬁ), sex >0,

-x(x+2), sex<0,
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onde k € R* é uma constante.

(a) Calcule limy_ o0 f(x) € limy—_oo f(x).
(b) Determine a constante k € IR tal que f é prolongével por continuidade ao ponto 0.

(c) Sendo F : R — R esse seu prolongamento, determine justificando, o contra-
dominio de F.

RESOLUCAO

(@) limy o0 f(X) = limy o0 In (5£5) = limy - Iny = —co.
limy o f(x) = limy—,_oo —x(x + 2) = —o00.

(b) Temos lim,—,0- f(x) = 0 elim,o+ f(x) =In (%) Logo f é prolongével por continui-
dadeaOsseln(%) =0 k=2

(c) Em ] — 00,0], F é dada por uma parabola, com zeros em 0 e —2, de concavidade
para baixo. Logo terd um méximo em x = -1 dado por F(-1) = f(-1) = 1. Como
F é continua, o contradominio de F em ] — o0, 0] é dado por F(] — o0,0]) =] — o0, 1]

(usando a)).
Em R*, F(x) = ln(ﬁ) é decrescente e F(x) < 0, x € R*, em particular 1 é o
maximo (global) da fun¢do. De novo pela continuidade de F e de a), vem que

F(R*) =] = o0, 0[ e portanto CD¢ =] — o0, 1]JU] — o0, 0[=] — 0, 1].

4. Seja f a funcdo real definida por,

—ex sex<0

lnm, sex > 0.

a) Calcule limy_,_ f(x) € limy— 10 f(X).
b) Justifique que f é continua em todo o seu dominio.
¢) Mostre que f é prolongavel por continuidade ao ponto 0.

d) Sendo g a funcdo que resulta de f por prolongamento por continuidade ao ponto 0,
justifique que g tem maximo e minimo em qualquer intervalo da forma [-¢, ], com
¢ > 0. Indique, justificando, o valor de max{g(x) : x € [—¢, €]}.

RESOLUCAO

a) lim,_,_e f(x) = limy_,_o —e+ = —1.

limy 400 f(x) = limy— 400 In ﬁxz

b) Em a > 0: f é continua em 4 uma vez que, numa vizinhanga de 4, f é dada pela
funcéo In 137, que é a composta de fung¢des continuas nos seus dominios e portanto
continua no seu dominio.

= —0Q.
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d)

b)

0)

Ema < 0: f é continua em 4 uma vez que, numa vizinhanga de 4, f é dada pela
< 1 £ ~ 5 o

funcdo —ex, que é a composta de fungdes continuas nos seus dominios e portanto

continua no seu dominio.

Temos

Jigy £ = Jig In 7= = In) =0

1
li = lim —e* = 0.
g S = i e =0

Logo existe limy_,g f(x) = 0 e f é prolongavel por continuidade a 0.

Se g é o prolongamento por continuidade de f a 0, ou seja,
—e%, sex <0,
g(x) =10, sex =0,

lnﬁ, sex > 0.

entdo g é continua em R (é continua em 0 por defini¢do, e é continua em R \ {0}
porque f €). Logo, do Teorema de Weierstrass terd maximo (e minimo) em qualquer
intervalo limitado e fechado. Em particular, em qualquer intervalo [-¢, €], com
e>0.
1 5 q A 1 z 4 2

Como —ex é crescente (a exponencial é crescente, | é decrescente, logo ex é de-
crescente), temos para x € [—¢,0[ que g(x) < g(07) = 0. Por outro lado, ln1+17
é decrescente (o logaritmo é crescente e ﬁ é decrescente), logo para x €]0,¢],

g(x) < g(0%) = 0. Conclui-se que maXye—¢,] g(x) = g(0) = 0.

Estude, quanto a continuidade em cada ponto do seu dominio, as fungdes definidas
em R\ {0} pelas férmulas:

o(x) :e_xlz, P(x) =xsen1 —cosl.
X X

Indique, justificando, se cada uma das fungdes ¢ e ¢ é prolongavel por continuidade
ao ponto 0.

Mostre que ¢ e 1 sdo fungdes limitadas.

RESOLUCAO

a)

e ¢ é dada pela composicdo de fungdes continuas nos seus dominios: a fungdo
exponencial, continua em R e —xl—z, continua em R\ {0}. Logo ¢ é continua em
R\ {0}.

¢ ) é dada pela diferenca de duas fungdes: x sen % e cos % As fungdes sen % e cos %
sdo continuas em R \ {0}, uma vez que sdo dadas pela composicdo de fung¢oes
trigonométricas, continuas em R, e %, continua em R \ {0}. Logo, xsen % € cos %

sdo continuas em R \ {0} e 1) também o sera.
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b) ¢ e 1) sdo prolongaveis por continuidade a 0 sse existir (em R) limy_o(x), e
lim,_,0 Y(x), respectivamente. Para ¢:

lirré P(x) = lime™® = Lim e¥ = 0.
X—

x—0 Yy——00

Logo ¢ é prolongéavel por continuidade a 0. Quanto a i

e lim, o xsen % = 0, uma vez que para qualquer sucessdo (x;,) com x,, — 0, temos

. 1
limx,, sen — =0
Xn

por ser o produto de um infinitésimo por uma sucessdo limitada. Por outro
lado,
: 1 50 oy _ 1 1 —celi -
e lim, ,ocos 1 Ndo existe, uma vez que parax, = 5,-€Yn = VTTSI tem-se lim x,, =
lim y, = 0 e lim cos xl = lim cos(2nm) = 1 e lim cos yl = lim cos((2n + 1)) = —1.
n n
Logo lim,_,0 ¢(x) ndo existe e 1) ndo é prolongédvel por continuidade ao ponto 0.
c) e @(x) >0, uma vez que a fungdo exponencial é sempre positiva. Por outro lado,
1
—% < 0, logo como a fungdo exponencial é crescente, temos ¢ 2 < e = 1.
Conclui-se que 0 < ¢(x) < 1, e ¢ é limitada.
e Para i: cos }—C é limitada, com —1 < cos 31—6 < 1. Quanto a xsen 31_6’ temos

1
) 1 . sen . sen
lim xsen - = lim =S Y

X—+00 X X—+00 < y—0* y

e da mesma forma limxﬁ_wxsen% = 1 (alids, a fungdo é par). Logo, como

existem em IR, os limites em +oc0 e —oo, existe 2 > 0 tal que ¢ é limitada em
[a, +00] e em | — o0, —a]. Para x € [—a, a], temos
1
xsen —
X

<|x = <a.

1
xsen —
x

Logo ¢ é limitada em IR. (Alternativamente, como 1 é prolongével por continui-
dade a 0, o Teorema de Weierstrass garante que o seu prolongamento continuo
terd maximo e minimo em [—4, 4], logo serd limitado e ¢, por consequéncia,
também.)

6. Considere a fungdo f definida (no conjunto dos pontos para os quais a expressao x_iﬁ
designa um ntmero real) pela férmula f(x) = %

a) Indique, sob a forma de uma reunido de intervalos disjuntos, o dominio de f.
b) Calcule
lim f(x) lir? f(x) linln f(x).
x—1- x—1t

x—+0co

c) Justificando abreviadamente a resposta, indique o contradominio de f.
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d) Dé exemplos de sucessdes (1) e (v,), de termos no dominio de f tais que (1) e
(f(vn)) sejam convergentes e (v,) e (f(u,)) sejam divergentes.

RESOLUCAO

a) D={fxeR:x>0Ax-1#0}=[0,1[ U ]1,+oo].
1

28

b) lim f(x)= lim * _ lim - 0.

x—400 x — 1 x—+00 1 —

K=

lim f(x) = lim = —00
x—1- x—1-

Jim £ = Jim =5
c) CDs = f(D) = f([0,1)) U f(11, +o0).
o f([0,1[): se x € [0,1], entdo x —1 < 0 e assim f(x) < 0, ou seja, f([0, 1[) C] — o0, 0].
Por outrolado, como f(0) = Oelim,_,;- f(x) = —o0, e f é continua no seu dominio
(por ser o quociente de fung¢des continuas), do Teorema do Valor Intermédio
temos que | — o0, 0] C f([0, 1[). Logo, f([0, 1[) =] — o0, 0].
o f(]1,+00[): se x €]1,+00[, entdo f(x) > 0, ou seja f(]1,+oco[) C]O, +oo[. Como f
é continua em ]1, +oo[, e lim,_,1+ f(x) = +00, limy— 1 f(x) = 0, temos de novo
pelo Teorema do Valor Intermédio, que ]0, +oo[C f(]1, +oo[). Logo, f(]1, +o[) =
10, +o0].

Conclui-se que f(D) = R.

d) e (u,;) convergente com (f(u,)) divergente: qualquer sucessdo no dominio de f
com u, — 1, por exemplo, u, =1 -1 — 1e f(u,) > —oo.

=
|
—_

e (v,) divergente com (f(v,)) convergente: qualquer sucessdao no dominio de f
com v, — +00, por exemplo, u, =n — +ooe f(u,) — 0.

7. Sejam a,b € R e g :]a,b[ - R uma fungdo continua em Ja, b[ tal que lim,_,, g(x) =
—lim,_,, g(x) = —co. Mostre que existe uma tinica fun¢do continua /, definida em [a, b]
e tal que
h(x) = arctg[g(x)z] , Pparax €la,bl.

Determine o seu contradominio.
RESOLUCAO

Seja ¢ :]a,b[ > R uma fungdo continua em Ja,b[, a,b € R tal que lim,_,,; g(x) =
—lim,_,, g(x) = —co. Queremos ver que existe uma tnica fun¢do continua h definida
em [a, b] tal que

h(x) = arctg[g(x)*], x €]a, b[.

Para x € ]a, b[: a funcao h ja estd definida, de forma tnica, pela férmula acima, ou seja,
definimos h(x) = arctg[g(x)?],a < x < b.
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Para x = a, como h é continua em 4, temos necessariamente
h(a) = i to[e(x)?] = L t T
= 11m arc = l1mm arc =
Y—at g g Y=+ g y 2 v

e da mesma forma

h(b) = lim arctg[g(x)z] = lim arctgy = T

x—b~ Yy—+oo 2

Para determinar o contradominio de s, determinamos primeiro o contradominio de g:
uma vez que g é continua em Ja, b[ e lim,_,, g(x) = —oo, lim,_,;, g(x) = +oo, tem-se do
Teorema do Valor Intermédio que g(]a, b[) = R. Conclui-se que o contradominio de g2
é [0, +oo[ e portanto

h(la, bl) = arctg([0, +oo[) = [o, g[

Como h(a) = h(b) = 7, temos entdo que CD;, = h([a, b]) = [O, %]

8. Sendo ¢ : [0,1] = R uma fun¢do continua, mostre que:

a) Nao existe nenhuma sucessao (x,) de termos em [0, 1] tal que g(x,) = n para todo o
n € IN.

b) Se existir uma sucessdo (x,) de termos em [0, 1], convergente, tal que g(x,) = % para
todo o n € IN, entdo existe c € [0, 1] tal que g(c) = 0.

RESOLUCAO

a) Se existisse uma sucessdo (x,) de termos em [0, 1] tal que g(x,) = n para todo 1, entdo
lim g(x,) = +oco. Em particular, ¢ ndo seria limitada em [0, 1], o que é impossivel, do
Teorema de Weierstrass, uma vez que g é continua em [0, 1].

(Alternativamente, tomando uma subsucessao (x,) convergente de (x,) - que existe
porque x, é limitada, Teorema de Bolzano-Weierstrass - terfamos lim g(x,) = +co e
lim g(xp,) = g(lim x,,), porque g é continua. Logo g(lim x;,) = +00, 0 que é absurdo.)

b) Se (x,) de termos em [0, 1] é tal que g(x,) = % para todo n, entdo lim g(x,) = 0. Seja
limx, = ¢. Como (x;) C [0,1] e este intervalo é fechado ¢ € [0,1]. Temos entédo
lim g(x,) = g(c) e portanto g(c) = 0.

9. Mostre que a fungdo f : R — R dada por f(x) = xd(x), em que d : R — R é a funcdo de
Dirichlet (i.e, d(x) =1,sex € Qed(x) = 0, se x € R\ Q) é apenas continua em x = 0.

RESOLUCAO
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Temos
0, sexeR\Q,

x, sex€Q.

f(x) = xd(x) = {

Por definicdo: para a # 0: existe ¢ > 0, por exemplo, ¢ = |a], tal que em qualquer
vizinhanga de a existem pontos x tais que |f(x) — f(a)| > ¢: sea € Q, toma-sex € R\ Q,
sea € R\ Q, toma-se x € Q.

Paraa = 0: |f(x) — f(0)| = |f(x)| < |x|. Logo, dado ¢ > 0, existe 6 > 0, por exemplo, 0 = ¢
tal que |x — 0] < 6 = [f(x) — f(0)| < &. Logo f é continua em 0.

Usando limites relativos a subconjuntos: para qualquer a € R temos

Iim xd(x)= lim x=a,
x—a,xeQ x—a,xeQ

lim xd(x)= lim 0=0.
x—a,x€R\Q x—a,xeR\Q

Conclui-se que se a # 0, lim,_,; xd(x) ndo existe, e portanto f ndo é continua em a # 0.
Paraa =0,

lim xd(x)= lim Qxd(x) =0 = }Cii%xd(x) =0=f(0)

x—0,x€Q x—0,xeR\

(jdque R =QUIR\ Q). Logo f é continua em 0.

10. Mostre que se f : R — R é continua em a e f(a) > 0, entdo existe uma vizinhanga de g,
Ve(a), com ¢ > 0, tal que
Vyer X € Ve(a) = f(x) > 0.

RESOLUCAO
Seja f : R — R continua em 4, tal que f(a) > 0. Entdo, para qualquer 6 > 0, existe uma
vizinhanga V,(a), com ¢ > 0, tal que

x € Ve(a) = |f(x) = f(a)l <O.

Como |f(x) — f(a)l < 6 & f(a) — 6 < f(x) < f(a) + 6, tomando 6 > 0 tal que f(a) — 6 >
0 © 0 <6 < f(a), o qual existe porque f(a) > 0, temos entdo que

x € Ve(a) = f(x) > f(a) —0>0.

Responsdivel: 34
jpinto@math.tecnico.ulisboa.pt



CDI-1 2.4. CONTINUIDADE GLOBAL

2.4 Continuidade Global

EXERCICIOS RESOLVIDOS

3

1. Mostre que a equagéo sen’x + cos® x = 0 tem pelo menos uma solugdo no intervalo

10, .
RESOLUCAO
Para x = 0, temos sen®0 + cos’0 = 1 e para x = 7, sen® 7t + cos®t = —1. Se fx) =

sen’ x + cos’ x, entdo f é continua porque é dada pela soma e produto de fungdes

continuas e f(0) =1 >0, f(n) = =1 < 0, logo, pelo Teorema do Valor Intermédio, existe
x €]0, [ tal que f(x) = 0 & sen’x + cos® x = 0.

2. Mostre que a equacdo senx = x> — 1 tem pelo menos duas solugdes em R.
RESOLUCAO

Seja f(x) = senx — x> + 1, entdo as solucdes da equagao correspondem aos zeros de f.
Temos f(0) = 1, f(n) = f(-m) = —7®> + 1 < 0. Como f é continua em R por ser a soma
de duas fungdes continuas, tem-se do Teorema do Valor Intermédio / de Bolzano que
existem c; €] — 7, 0[ e 2 €]0, [ com f(c1) = f(c2) = 0.

3. Seja f : [-1,1] — R uma fungdo continua com f(-1) = f(1) = 0. Mostre que f tem um
ponto fixo, ou seja, que existe ¢ € [-1,1] tal que f(c) = c. (Sugestao: aplique o Teorema
de Bolzano a h(x) = f(x) — x.)

RESOLUCAO

Note-se que os pontos fixos de f correspondem aos zeros de h(x) = f(x) — x. Temos
h(1)= f1)-1=-1<0eh(-1) = f(-1)—(=1) =1 > 0. Como & é continua, do Teorema
de Bolzano, terd pelo menos um zero, i.e., existe c €] — 1, 1[ tal que h(c) = 0 & f(c) =c.

4. Seja f uma func¢do continua em R, tal que
Jm =0 e lim f0=p,
com a, B € Rea < B. Prove que o contradominio de f contém o intervalo |a, B[.

RESOLUCAO

Seja f uma funcdo continua em RR, tal que lim,—,_ f(x) = a e limy,— 1 f(x) = f, com
a,p € Rea < B. Vemos que f assume valores arbitrariamente préximos dea e de f e o
resultado sai por continuidade.
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Dado € > 0, com ¢ < (B — a)/2, podemos tomar 4, b tais que
a—e<f(@)<a+e<p-e<f(b)y<p+e

(da defini¢do de limite, existe R > 0 tal que podemos tomar quaisquer 2 < —R e
b > R) . Aplicamos o teorema do Valor Intermédio no intervalo [g,b] e temos que
[f(a), f(b)] € CDy. Em particular, Ja + €, — e[Cc CDy, para qualquer € > 0, logo
la, ﬁ[C CD f-

5. Seja f uma fungdo continua num intervalo I.

(a) Justifique que se f(xo) > f(x1) e f(x0) < f(x2) entdo existe ¢ € [a,b], ¢ # xp e
fe) = f(xo)-

(b) Mostre que se f é injectiva em I entdo é estritamente mondtona em I.

(c) Considere g(x) = —¢*, para x < 0, g(x) = e* para x > 0. Justifique que g é injectiva
em IR e ndo monétona. Indique um intervalo onde g seja monétona.

RESOLUCAO

(a) Tomando a fungdo g(x) = f(x)— f(xp), tem-se g continuaem I e g(x1) <0, g(x2) > 0,
logo existe c € I tal que g(c) = 0, pelo Teorema do Valor Intermédio.

(b) Considere-se xp,x1,x2 € I quaisquer, com xp < x; < x. Como f é injectiva,
f(xo) # f(x1) # f(x2). Se for f(xo) < f(x1) e f(x0) > f(x2) pela alinea anterior
terfamos f(c) = f(xo) o que é impossivel, dado que f é injectiva. Concluimos
que f(xo) < f(x1) e f(x0) < f(x2) e f é estritamente crescente ou f(xg) > f(x1) e
f(x0) > f(x2) e f é estritamente decrescente.

(c) g¢é mondtona em | — oo0,0].

6. a) Sendo g : [0, +oo[— R continua no seu dominio, mostre que a funcao ¢(x) = ¢(1—x?)
tem maximo e minimo.

b) Se na alinea a) considerdssemos g definida e continua em ]0, +oo[ poderiamos con-
tinuar a garantir para ¢ a existéncia de mdximo e minimo? Justifique.

RESOLUCAO
a) A fungdo ¢ é continua no seu dominioD = {x e R: 1 - x% € [0, +00[}, uma vez que é
dada pela composicdo de fun¢des continuas nos seus dominios. Temos
1-x*el0,+0[e1-¥>00r<lexe[-1,1]

ou seja, D = [-1,1]. Como D é um intervalo limitado e fechado, o Teorema de
Weierstrass garante que ¢ tem maximo e minimo em D.
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b) Nao. Neste caso, o dominio de ¢ seria | — 1,1[. Tomando uma funcéo g ilimitada
numa vizinhanca de 0, terfamos que ¢ seria ilimitada em vizinhangas de -1 e 1. Por
exemplo, se g(x) = In(x), entdo lim,_,1- @(x) = lim,_,_;+ @(x) = —o0.

7. Seja f :] = 1,1[— R uma funcado continua tal que
lim f(x) = lim f(x) = 4oo.
x—1- x—-1*

Mostre que f tem minimo e que o contradominio de f é da forma [ f(c), +oo[, para algum
cel-1,1].

RESOLUCAO

Como lim,_,1- f(x) = lim,—,_1+ f(x) = 400, fixo R > 0, existem a,b €] — 1, 1[ tais que se
-1 <x<aouseb <x <1, entdo f(x) > R. Neste caso f(a) > Re f(b) > R, porque f
é continua em 4, b. Do Teorema de Weierstrass, sendo continua, a funcdo terd minimo
em [a,b], ie., existe ¢ tal que f(x) > f(c), x € [a,b]. Mas se x €] — 1,a[U]b, 1], entdo
f(x) >R > f(a) > f(c), logo f(c) é minimo em ] — 1, 1[. O contradominio sai do Teorema
de Bolzano / Valor Intermédio.

8. Considere uma funcéo f, continua em IR, e suponha que existem e sdo finitos os limites
limy 400 f(x) € limy—, o f(x).

a) Prove que f é limitada.
b) Mostre que f tem um ponto fixo, ou seja, que existe c € R com f(c) = c.

¢) Supondo que o produto dos dois limites indicados é negativo, indique justificando,
o maximo da fungao

()= —t
ST WE
RESOLUCAO

a) Como existe (em RR) limy_, . f(x), temos que f é limitada numa vizinhanga de +oo,
ou seja num intervalo [b, +oo[, para algum b € R. Da mesma forma, f serd limitada
num intervalo ] — oo, 4] para algum a € R.

Por outro lado, por ser continua, o Teorema de Weierstrass garante que f é limitada
em [a,b]. Logo é limitada em RR.

b) Considerando a funcado h(x) = f(x) — x, temos limx — +ooh(x) = limx — o0 —x =
Foo. Como h é continua e o produto dos dois limites é negativo (k(x) > 0 para x < xgp
e h(x) < 0, para x > x1), o Teorema do Valor Intermédio/ de Bolzano garante que
existe c tal que h(c) =0 & f(c) =c.
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c) Para g(x) = W, temos g(x) < le g(x) =1 & f(x) = 0. Agora, se o produto
dos dois limites indicados é negativo, ou seja, se os limites indicados tém sinais
diferentes, entdo existem a,b € R tais que f(a) > 0 e f(b) < 0, logo como f é
continua, o Teorema do Valor Intermédio garante que existe c tal que f(c) = 0.
Temos neste caso g(c) =1 = maxg.
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3 Céalculo Diferencial

3.1 Diferenciabilidade

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Para cada uma das seguintes fun¢des determine o dominio de diferenciabilidade e
calcule as respectivas derivadas:

a) xlxl, b) e, ) Inlx|, d) ex,

RESOLUCAO

a) f(x) = x|x| é diferencidvel em R\ {0} por ser o produto de duas fung¢des diferencidveis
em R\ {0}. Em x = 0, temos

xlx| =0

G i L
rny e X0
O =5 S0 TR0

Como f1(0) = £/(0), a fungdo é também diferencidvel para x = 0, ou seja € dife-
rencidvel em R, com derivada f’(x) = 2x,sex > 0, f/(0) =0, f'(x) = —2x,se x < 0.

b) f(x) = e”™ ¢ diferencidvel em R \ {0} por ser dada pela composicao da funcio
exponencial que é diferencidvel em R e |x|, que é diferencidvel em R\ {0}. Em x = 0,
tem-se £,(0) = 1 e f7(0) = -1 (justifique), logo f ndo é diferenciavel em 0.

¢) f(x) = In|x| é diferencidvel no seu dominio, R \ {0}, por ser dada pela composi¢ao
de In, que é diferencidvel no seu dominio R* e |x| que é diferencidvel em R \ {0}.

d) f(x) = e~ ¢ diferencidvel em R \ {0} (como em b)). Em x = 0, f10) =0, £0)=2
(justifique), logo f ndo é diferencidvel em 0.

2. Calcule as constantes a e b por forma a que seja diferenciavel em 0 a funcado f definida
em R por
a+bx sex <0
f&) _{ 1+ 2sen?(x) sex>0.
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Justifique a diferenciabilidade de f em IR, calcule a sua derivada, e determine a equagao
da recta tangente ao grafico de f em cada pontoa < 0.

RESOLUCAO

Em primeiro lugar, para f ser diferencidvel em 0, f tem que ser continua em 0. Logo,
como f(0)=ae

2 2
lim f(x) = lim 1+ =sen?(x) = 1 + lim Senz(x)zx =1+2-0=1,
x—0* x—0* X x—07* X
resulta que f é continua em O ssea = 1.
Quanto a diferenciabilidade,
’ T f(x)_f(o)_ . bx_
fO) = lim ——5— = lm ==t

2.

2 20y —
0 = tim T SO _ i TTESTOTT i 25000

Logo f é diferencidvelem Osseb =2 (ea =1).

Neste caso, f’(0) = 2 ea tangente ao graficoem (0, f(0)) édada pory = f(0)+f'(0)(x—-0) =
1+ 2x.

Se a < 0, entdo (numa vizinhanca de a) f é dada pela fun¢do polinomial (linear) 1 + 2x,
logo f é diferencidvel em ]—oo,0[ e f’(a) = 2 paraa < 0, vindo a tangente ao gréfico em
(a, f(a)) dada por y = f(a) + f'(a)(x —a) =1+ 2a + 2(x —a) = 1 + 2x (ou seja, é a propria
recta).

x—0* X x—0* x2

Se a > 0, entdo (numa vizinhanga de a) f é dada pela funcgdo 1 + %senz(x) que é
diferencidvel em a4, j4 que é dada por soma e produtos de fungdes diferencidveis.
Logo, f ¢é diferencidvel em ]0,+oo[ e para a > 0, f'(a) = —5 sen’a + 22senacosa =

—ZS‘Z““ (——Se;‘” + 2 cos u).

3. Determine as derivadas laterais no ponto 0 da func¢do f continua em R e cujos valores
para x # 0 sdo dados por
1
1+ex
flx)=x -, x#0.
2 +ex

RESOLUCAO

Para calcularmos as derivadas laterais, é necessario determinar primeiro f(0). Como f
é continua em 0, f(0) = limy—,o f(x). Temos

. 1 . 1
lim ex = +c0, lim ex =0,
x—0* x—0~
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logo
l+ex 1
lim f(x) = lim x +€1 =0--=0,
x—0~ =07 D 4 px 2
e portanto f(0) = 0.
(Também podiamos calcular:
1+ e v+ 1 1
lim f(x) = lim x — = lim x ="~ =0~ =0)
i =0 2 4ex 20 ey 4] 1
Agora,
- f(O 1+ex |
£(0) = lim {02/ _ lim — % = lim ~— 1~ =1,
=0t x=0 xo0Tpper 2072673 4]
- f(0 T+ex 1
fe/(o): lim f(X) f( ): [ +€1 e
x—0~ X — x—07 2 4 ox 2

(Nota: f é continua mas nédo diferencidvel em 0.)

4. Sejam f e g duas funcdes em RR tais que f é diferencidvel em IR, verifica f(0) = f(rr) =0,
e g é dada por g(x) = f(senx) + sen f(x). Obtenha o seguinte resultado:

g'(0) + g'(m) = £(0) + f'(m)
RESOLUCAO

Usando o teorema da derivacao da fun¢ao composta, uma vez que f é diferencidvel em
R e sen também:

<’ (x) = f'(senx) cos x + cos(f(x)) f’(x).
Logo, dado que f(0) = f(n) = 0, temos g’(0) = f'(sen0) cos 0 + cos(f(0))f'(0) = f'(0) +
17(0) =2f"(0) e g'(m) = f'(senm) cos 7t + cos(f(m))f'(rr) = —f"(0) + f'(n). Entao,

§'(0)+&'(m) =2f(0) = f(O) + f'(m) = f(0) + f' ().

5. Sendo ¢ : R — R uma fungdo duas vezes diferencidvel, considere a funcdo ¢ :
10, +oo[ — R definida por ¢(x) = e8!"¥. Supondo conhecidos os valores de g, ¢’ e
g” em pontos convenientes, determine ¢’(1) e ¢”'(e).

RESOLUCAO

Do teorema de derivagdo da fun¢do composta, para x € ]0, +oof,

@) = (gn0)’ = "I ()
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Logo,
¢'(1) = e (0).

Derivando ¢’, temos

qo"(x)—eg““x) > ((g'(nx))* - ¢/ (Inx) + g (Inx)).

Logo,
¢"(e) = eSM2 (M) - g'(1) +g"(1)).

6. Sendo f : R — R tal que f(x) = xe~ para todo o x, e sendo g : R — R diferenciavel,
calcule (g o f)'(x) em termos da fungdo g’.

RESOLUCAO

Usando o teorema da derivagdo da fungdo composta, uma vez que f, g sdo diferencidveis
em R

(g0 f)'(x) = 8" (fl))f (%)

— g/(x4e—X)(4x3e—x _ .4 —X)

xe

= g (*e ™)™ (4 - x).

7. Considere uma fungdo f : R —] = 1,1[ diferencidvel e bijectiva, tal que f(2) = 0 e
f'(2) = 2. Seja g a fungdo definida por

g(x) = arcos (f(x).
a) Justifique que g é injectiva e, sendo ¢~! a funcdo inversa de g, determine ¢’(2) e
g7 (3)-
b) Determine o dominio de ¢~! e justifique que ¢~! ndo é limitada.

RESOLUCAO

a) Uma vez que arcos é diferencidvel em | — 1,1[ e f é diferencidvel em IR com contra-
dominio ]-1, 1[, a fun¢do composta serd também diferencidvel em R. Por outro lado,
f é bijectiva, logo injectiva, e arcos é também injectiva. Conclui-se que a composta
serd uma fungdo injectiva.

Temos £
X
g = ————
V1= f(x)
, ‘@2
Logo g'(2) = —\/% =
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Do Teorema de derivagdo da funcado inversa, temos agora que

)

¢(s(3)

Como g(2) = arcos(f(2)) = arcos(0) = 7, temos ¢! (%) = 2, ou seja (g_l)'(g) =
1 1

§Q T T
b) O dominio de ¢g~! é dado pelo contradominio de g. Como f é sobrejectiva, f(R) =
1-1,1[ e
Dg = g(R) = arcos(] — 1, 1[) =]0, m[.

Uma vez que ¢! é injectiva e continua, serd monétona, e portanto
-1 -1 “1( -
g (0 <g (0<g (™)

e ¢! ndo terd maximo nem minimo. Alids, o contradominio de ¢~! é o dominio de
¢, ou seja, R, e assim ¢! ndo é limitada.
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3.2 T.Rolle, Lagrange e Cauchy

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Mostre que a equacdo x° + 5x = 5 tem uma tnica solugdo em RR.
RESOLUCAO

Seja f(x) = x> +5x—>5. Entéo f é continua e diferencidvel em R. Temos f'(x) = 5(x*+1) >
0, em R, logo f é estritamente crescente em IR e existird no mdximo uma solugdo da
equagdo acima (ou Teorema de Rolle: se f tivesse dois zeros, entdo f’ teria pelo menos
um, como nao é esse 0 caso, f tem no maximo um zero).

Por outro lado, lim,— 1 f(x) = £o0, logo como f é continua, conclui-se do Teorema do
Valor Intermédio / Bolzano, que f tem pelo menos um zero (alids CDy = R).

2. Mostre que a equagio 3x? = ¢* tem exactamente trés solugdes em RR.
RESOLUCAO

Seja f(x) = 3x* — ¢*. Entdo f é continua e diferencidvel em R.

e f tem pelo menos 3 zeros: Teo. Valor Intermédio (Bolzano) Uma vez que

lim f(x) =+o00, f(0)=-1

X——00

conclui-se do Teorema do Valor Intermédio que f tem um zero em | — oo, 0[. Por
outro lado,
f1)=3-e>0, lim f(x)=-o0

X—+00

logo, de novo pelo Teorema do Valor Intermédio, f tem um zero em ]0, 1[ e também
terd um zero em ]1, +oo[. Conclui-se que f tem pelo menos 3 zeros.

e f tem no maximo 3 zeros: Teo. Rolle
Para vermos que ndo pode ter mais do que 3 zeros, calculamos as suas derivadas:

flx)y=6x-¢", f’'(x)=6-¢"

Como ¢* é injectiva, f” tem um tnico zero. Logo, do Teorema de Rolle, f terd no
maximo trés zeros.

3. Considere a funcdo f : R — R dada por f(x) =1 - x3. Verifique que f(-1) = f(1) =0,
mas a derivada de f ndo se anula em [-1,1]. Justique que este facto ndo contraria o
Teorema de Rolle.

RESOLUCAO
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E claro que f(-1) = f(1) = 0 e que para x # 0, f'(x) = ——2 # 0. Nao contraria o
3x3

Teorema de Rolle dado que f néo é diferencidvel em todos osxpontos de]-1,1[ (ndo é
diferenciavel em 0).

4. Prove que se f : R — R é duas vezes diferencidvel e o seu grafico cruza a recta y = x
em trés pontos, entdo f” tem pelo menos um zero.

RESOLUCAO

Note-se primeiro que o gréfico de f cruza a recta y = x em trés pontos sse a equagao
f(x) = x tem trés solugdes. Seja ¢ : R — R dada por g(x) = f(x) — x. Entdo, g tem trés
zeros. Logo, do Teorema de Rolle aplicado a ge a g, ¢’ tem pelo menos dois zeros e g’
tem pelo menos um zero. Mas

g =f()-1=g"(x)=f".

Logo f”” tem pelo menos um zero.

5. Seja f : ]0, 1[ — R uma fungéo diferenciavel tal que

1
f(n+1)_0’ para todoon € N.

Diga se cada uma das seguintes proposi¢des é verdadeira ou falsa. Justifique as res-
postas.

.~ ~ . 1 1 .
a) Paraqualquern > 2, arestricdo da fungdo f aointervalo [m, Z] tem necessariamente
um maximo.

b) A fungdo f é necessariamente limitada.

¢) A funcdo f’ tem necessariamente infinitos zeros.

RESOLUCAO

a) Verdadeira, uma vez que f sendo diferencidvel em 0, 1[ serd também continua em

qualquer intervalo [m, l] para n > 2. Logo, pelo Teorema de Weierstrass tem

maximo e minimo no intervalo fechado [ == l].

b) Falsa: por exemplo, a funcao f(x) = LsenZ verifica f (Ll) = 0 e f ndo é limitada
(justifique!).
c) Verdadeira: paran > 2, f é continua em [}, 1] e diferencidvel em ]nl—l %[ com
f(%) = f(n+1) Logo, do Teorema de Rolle, f* tem um zero em ]n}rl, %[ para cada
neN
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6. Use o Teorema de Lagrange num intervalo adequado para provar a seguinte relagdo:

x—1

<Inx<x-1, parax>1.

RESOLUCAO

1
Aplicando o Teorema Lagrange a Inx em [1,x], temos xrlxl =—, 1<c¢ <x De

1 1
1<cx<xvemque;<C—<1,logo(umavezquex—1>0),
X

Inx

1< <1<:>x;1<lnx<x—1.
X X

x—1

7. Prove quese f : Rj — R é diferenciavel e satisfaz f(n) = (-1)", paran € N, entdo a sua
derivada ndo tem limite no infinito.

RESOLUCAO

Se f(n) = (-1)", entao f(n + 1) — f(n) = (=1)"*! — (=1)" = 2(-1)**'. Agora, como f é
diferencidvel em R, é continua em [n,n + 1] e diferencidvel em ]n, n + 1[, para cada
n € IN. Do Teorema de Lagrange temos entdo que existe ¢, € |n, n + 1] tal que

fn+1) = f(n)

n+1)—n

= f/(Cn) 4 f/(cn) = 2(_1)n+1

e concluimos que f’(c,) é uma sucessao divergente (tem dois sublimites, =2 e 2). Como
n <c, <n+1,temos que ¢, — +o0,logo f’ ndo tem limite no infinito (se tivesse, f’(c,)
seria convergente).

8. a) Seja f : R* — R diferencidvel, tal que lim,_,,« f(x) = b € R. Mostre que se existe
limy 400 f(x) = Lentdo L = 0.

b) Seja h : R* — R diferencidvel, tal que / tem uma assintota a direita em y = mx + b.
Mostre que se existe limy_, 1o /' (x) = L entdo L = m.

RESOLUCAO

a) Aplicando o Teorema de Lagrange a f no intervalo [x, x + 1], temos f(x +1) — f(x) =
f'(cx), em que x < ¢y < x + 1. Fazendo x — +oo, temos ¢y — +00, logo dado que
limy 400 f'(x) existe,

lim f/(x)= lim f(c;) = lim f(x+1)=f(x)=b-b=0.

x—+00

b) Aplicar a) a fungdo f(x) = h(x) — mx.
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9. Seja f uma funcédo diferencidvel em R tal que f(0) = 0 e cuja derivada é uma funcdo
crescente. Mostre que a fungdo definida por g(x) = @ é crescente em R*.

(Sugestao: Aplique o Teorema de Lagrange a f num intervalo adequado para mostrar
que g'(x) > 0.)

RESOLUCAO

A fungdo g sera diferencidvel em R \ {0} e portanto serd crescente em R* se ¢’(x) > 0
para x > 0. Temos, para x > 0,

xf'(x) = f(%)

=20 & — 2 >0 & xf'(x) = f(x) & f'(x)=

)

ot
Para provar esta desigualdade, aplicamos o Teorema de Lagrange a funcéo f no inter-
valo [0, x]. Temos que, como f(0) =0,

f()

X

f(©)

para algum c € ]0, x[. Como f’ é crescente, c <x = f’(c) < f'(x).

10. Supondo que f : [2,b] — R é uma fungdo de classe Clem [a,b] (coma,be Rea < b),
mostre que existe C € R tal que

If(x) = f(y) < Clx -yl para quaisquer x, y € [a, b].

RESOLUCAO

Sejam x,y € [a,b], com x < y, por ex. Aplicando o teorema de Lagrange no intervalo

f) - ()
e

[x, y], temos = f’(c), para algum c €]x, y[. Como f’ é continua em Ja,b[ e

tem limites laterais em a e b, é limitada em [, b], logo

FOIY) - ror< e = i - s < -

11. Calcule os limites, se existirem em R:

X _ X 1
a) lim 2 b , ¢) lim M, e) lim arctg;,
x—0 X x—0 X X—+o0 sen}—c
X to(x2
b) lim 2**+€) d) lim &i(x), f) lim(Inx - Inlnx),
X—+00 X x—0 X x—1

! Diz-se que f é de classe C' em [a, b] sse f é continua em [a, b], f’ é continua em ]a, b e existem lim,_,+ f(x),
lim,_p- f(x) (i.e., f* é prolongével por continuidade a [a, b]).
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el ~ ;. Shx—senx . 2( 1 )
) g e A X
. 2" ) 1
P k) lim — 0) lim Inxsen—,
h) lim e x xorbes x
=0 X im 2 lim 1 Vx
) lLim =, p) Jim Inxsen Vx,
X——00 X —
x? sen% 5 1
i) lim . m) lim(x—1) (1—cos ),
x—0t senx x—1 1-x

NOTA: Nas resolugoes seguintes, quando escrevemos a igualdade

) ke )

lim —= im

x—a g(x) x—a g’ (x)

estamos a assumir como verificado que o limite a direita existe em R (mesmo que ndo seja

.. . . ‘(x) . = ~ ~
explicitamente referido). Se lim,_,, % ndo existe em R, entdo a Regra de Cauchy nio é
aplicdvel.

RESOLUCAO

a) limy_,o @ é uma indeterminagdo do tipo §. Pela Regra de Cauchy (uma vez que
se verifica que o limite a direita existe):

X _ X
lima Y R:Climlna-ax—lnb-bx:lna—lnbzlnz.
x—0 X x—0 b
In(x+e*)

b) limy—, ;e —5— é uma indeterminagao do tipo ;. Pela Regra de Cauchy (duas vezes
- uma vez que temos de novo uma indeterminagdo <> e se verifica que o limite a
direita existe):

. In(x+e)rc .. 1+é¢ rc .. e*
lim ———= = lim = lim =1
xX—+00 X x—+00 X + ¥ x—+00 1 4 ¥
arcsen(x) . . .0
) hrr(} ————, ¢ uma indeterminagéo do tipo ;. Usando a Regra de Cauchy (uma
x— X

vez que se verifica que o limite a direita existe):

1
. arcsen(x) rc ;. V1 -2x2
lim ———= = lim———— =1
x—0 X x—0 1
. arctg(x¥?) : o 0 )
d) 11rr5 —;— ¢ uma indeterminagdo do tipo §. Fazendo y = x* e usando a Regra de
X—> X
Cauchy (uma vez que o limite a direita existe):
1
arctg(x? arct 1+y2
—g( ) = lim _g(y) % lim Y _ 400
=0 x4 y—=0t 2 y—0t 2y
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arctg %

e) lim

é uma indeterminacdo do tipo 8. Fazendo y = 1/x e usando a Regra
X—+00 sen =

de Cauchy (uma vez que o limite a direita existe):

1
arctg 1 arctg v g 1+12
lim 0% — jip TBY KC iy TS g
X—+00 sen; y—0 seny y—0 cosy

f) lim,—1(Inx - InInx) é uma indeterminagado do tipo 0 - co. Escrevendo

. . Inlnx
limlnx-Inlnx = lim
x—1 x—1 ﬁ
n

temos uma indeterminacao do tipo =, e pela Regra de Cauchy (uma vez que o limite

a direita existe),
Inlnx rc .. ﬁ .
= =lim-Inx=0.
¥—1 L x—1 ——1 x—1
Inx xIn” x

g -1/x g g ~ g
g) lim,_,o+ &~ é uma indeterminagéo do tipo 3. Escrevendo

_ 1
e 1/x ) 1

lim = lim —,
x—0t X x>0+ el/x

temos uma indeterminacao do tipo %, e pela Regra de Cauchy (uma vez que o limite
a direita existe),
1 1
. T . =3 . 1
lim = = 1i X = lim — =
X0+ el/x =0+ _lzel/x =0+ el/x
X

=
(@)

0.

e~lx . cre
ndo simplifica a

(Nota: a Regra de Cauchy aplicada directamente a limy—o+

questdo. . .)
—1/x
e 1
h) lim = lim = /¥ = —00 - +00 = —00
=0 X x—0" X
(Note que a Regra de Cauchy ndo é aplicavel!)
Lo Aseny o x
i) lim —= = lim -xsen—=1-0=0.
x—0* senx x—0*" senx X
2 1y
(Note que néo existe lim,_,o+ x(s%r;)*,) logo a Regra de Cauchy néo é aplicavel.)
. 1. shx—senx . . . .
)] 11rr5 ——3—— € umaindeterminacdo do tipo g. Aplicando a Regra de Cauchy (trés
xX— X
vezes - uma vez que obtemos indeterminacdes J e o limite a direita existe):
. shx—senxrc Rc,. chx+cosx 1
lim ——mm = .. = lm——— = -.
x—0 x3 x—0 6 3
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k) limy+e0 & é uma indeterminagio do tipo 2. Aplicando a Regra de Cauchy (duas
X . . . . . N
vezes - uma vez que o limite a direita existe):

. 2rc .. In2-2% gc .. (In2)% - 2%
lim — = lim == liMy_y100————— = +00
x—+00 X x—+00 2x

2

X
) limy o = = limy $2*=0-0=0.

1
m) lirr11(x — 1) (1 —cos g x) = 0, por enquadramento, ja que (x — 1)> - 0, e 0 <
X—

1 - cos ﬁ <2, logo

0<(x—l)z(l—coslix)<2(x—1)2.

(A Regra de Cauchy ndo é aplicavel.)

1
n) lil’P (x — 1)? (1 —cos 7 x)' é uma indeterminagdo do tipo oo - 0. Temos, fazendo
X—+00 —

y:

7

1-—x

1- 1
lim(x—l)z(l—cos ):lim;zosyR—cl' seny _ .
x—+00 y—0 Y y—0 2]/ 2

1-—x

0) limy_ 0 lnxsen% é uma indeterminagdo do tipo co - 0. Temos, fazendo y =

usando a Regra de Cauchy (uma vez que o limite a direita existe):

Lol

e

. 1. . Iny
lim Inxsen- = lim —Inyseny = lim ]
X—+00 X y—)OJr y—)OJr _@
1
C v sen’y
= hm W = hm =
y—0* senly y—0* ycosy
sen
ja que im0 - (ou RC mais uma vez).
12. Calcule os limites, se existirem em R:
(@) lim xM*, () lim (senx)*"*, (e) lim (cosx)3Z,
o1+ x—0* x—0
lim x# d) lim (nx)* @ 1 ( 1)ﬁ
(b) o x=t @ K n2), A, seny
RESOLUCAO
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(@) limy_+ x™"* ¢ yma indeterminacéo do tipo 1%°. Temos

Inlnx InlnxInx elimx_,ﬁ InlnxInx

o . Inlnx .
lim x = lim ™) = lim e =

x—1* x—1* x—1*
Vimos no exercicio anterior 11.f), lim,_,;+ In(In x) In(x) = 0 logo

lim xnv = 0 =
x—1t ’

. a1 . o .
(b) limy—+c x*1 é uma indeterminagéo do tipo oo. Temos

) 1 ) m(xﬁ ) ) 1 . 1
lim x¥~@ = lim e = lim e¥1 ¥ = pliMioteo 77 InX
X—+00 x—+00 X—+00

c 1 _ s Inx =z g g ~ g 0 .
Agora, limy, 40 7=y Inx = limy ;0 7= € uma indeterminagdo do tipo & e apli-

cando a Regra de Cauchy (uma vez que o limite a direita existe),

Inx rc .. 1
lim = lim - =0
xX—+00 X — x—+00 X
Logo,
1
lim x¥1 =2 =1
X—+00

(c) limy—o+ (sen x)*"* é uma indeterminagao do tipo 0°. Temos

lim (sen x)senx — ehmxﬁ(ﬁ senxlnsenx.
x—0*

Temos que lim,_,o+ senxInsenx = lim,_,o+ m é uma indeterminagdo do tipo

senx

=. Aplicando a Regra de Cauchy (uma vez que o limite a direita existe)

COsS X
Insenx rc i o

IS o I = e
senx sen- x
Logo
lim (senx)*™* =¢% = 1.

x—0*
1
(d) limy_ 4+ (InX)* é uma indeterminagdo do tipo co”. Temos

. 1 1
lim (Inx)x = eliM+e 3 lnlnx,

X—+00

Inlnx ¢ yma indeterminacao do tipo = e temos

Agora limy_, %ln Inx =limy 40

. Inlnx rc .. 1
lim = lim =0
X—>+00 X x—+00 X N x
logo limy_, o0 (In x)% = 1,
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4L . . ~ .
(e) liné (cosx)¥ é uma indeterminacdo do tipo o”. Temos
X—

In cos x

1
2

. limy, _1 1
lim (cosx) =¢ ™0 2 =2 = —
x—0 \/E
ja que
. _Incosxrc, Twax 1
lim = lim ==~ = ——,
x—0 X2 x—0 2X 2
1
. 1\hx . o ' 0
(f) lim (sen —) é uma indeterminacao do tipo 0°. Temos
xX—+00 X
1
In (sen —)
: X
. 1\k= lim ————
lim (sen —) =ex—to  Inx =g
X—+00 X

ja que, fazendo y = 1/x, e pela Regra de Cauchy (ja que o limite a direita existe),

1
In (sen —) cosy
In (sen —1 COoS
lim — % fiy DY) Ry E gy, TSy
X—+00 Inx y—0t  — In y y—0+ _? y—0* sen y

13. Calcule lim (%) ", n € N. (Sugestao: determine primeiro lim,_,o x5"%).

RESOLUCAO

14. limy_,o x°"* é uma indeterminacéo do tipo 0°%. Temos que

Lim 25" = 1im e5en* Inx _ elimxﬁo senxInx

x—0 x—0

Vamos calcular lim,_,g sen xIn x, que é uma indeterminag¢do do tipo 0 - co. Escrevendo
senxInx = 18X ficamos com uma indeterminagéo do tipo & e podemos usar a Regra

senx

de Cauchy (uma vez que o limite a direita existe):

1
. Inx rc .. b
11 = 111’1'1 o
x—0 =0 —=—>
sen x sen? x
sen® x

m
x—=0 XCOSX

. senx senx
= lim — .
x—0 X COosXx

=-1-0=0.

Logo, limy_,g x%"% = ¥ = 1.
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Pela defini¢do de limite, como % — 0, temos agora

sen%
lim(l) =1.
n

15. Prove por inducdo matemadtica que, para qualquer p € IN, se tem:

RESOLUCAO

1
Para p = 1, aplicando a Regra de Cauchy, temos limy_, elx e limy e = 0.

P
Assumindo por hipétese de indugdo que lim, Jec—x = 0 para um dado p € IN, usamos
de novo a Regra de Cauchy para calcular
gl + 1)xP
lim X & pim DY _ 1020,

x—o0 ¢ X—00 ex
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3.3 Estudo de funcoes

EXERCICIOS RESOLVIDOS
1. Considere a fun¢do f : R — R definida por:
a+bx sex<0
o ={

arctg}—c sex >0
a) Mostre que f é diferencidvel no ponto 1 e escreva uma equagdo da tangente ao
gréfico de f no ponto de abcissa 1.
b) Sabendo que f é diferencidvel no ponto 0, determine os valores de a e b.
c) Defina f” e diga se a fungéo f é de classe C'(R).
d) Estude f quanto a monotonia e extremos.
e) Calcule limy_, 4o f(x) € limy—,_ f(x) e determine o contradominio de f.

RESOLUCAO

a) f édiferenciavel no ponto 1 uma vez que é dada, numa vizinhanca de 1, pela fungao
arctg 1 que ¢ diferencidvel no seu dominio (por ser a composta de uma fungao
trigonométrica inversa com uma fungédo racional). Temos

(arct 1)’— ! ( 1)— L
&% C1+L U2 2+
X
logo f’(1) = —3. A tangente ao gréfico no ponto 1 ¢ a recta

X
>

N —

Y=+ FOE-=F-2@-1=T+

b) Em primeiro lugar, para f ser diferencidvel em 0, f tem que ser continua em 0. Logo,
como f(0)=ae
lim f(x) = lim arc’cg1 = E,
x—0* x—0* X 2
resulta que f é continuaem O seesésea = 7.
Quanto a diferenciabilidade,

vy - 1o SO —fO) b

) 1
N — 13 f(x) = £(0) . arctg + —%
fd(O)_xlggl* -0 _xlil:lo1+ x :

Como se trata de uma indeterminagao do tipo J, tentemos usar a regra de Cauchy.
Assim, como
(arctg 1 — Zy 1
eyl lim =

im m—— = =l
x—0* (x)’ x—0* x2+1 ’

deduz-se que f(0) = -1 e que f é diferencidvelem Ossea = 7 eb = —1.
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c) Sea < 0, entdo numa vizinhanga de a f é dada pela fungdo polinomial 7 — x, que é
diferencidvel. Logo f é diferencidvel em ]—oo, 0].
Se a > 0, entdo numa vizinhanga de a, f é dada pela funcdo arctgl, que ¢ dife-
rencidvel no seu dominio R \ {0}. Concluimos que f é diferencidvel emasea > Oe,
portanto, f é diferencidvel em ]0, +ool.
Como paraa <0, f'(a) = b = -1, temos

sex <0
sex >0

£ = { L
¥2+1

Para ver se f é de classe C!, ou seja, se f’ é continua: temos que f’ é continua em
R\ {0} (justifique). No ponto O:

P T,
SO I O

Logo f’ é continua em 0 e portanto é de classe C'.

d) f é decrescente em IR, ja que f'(x) < 0 para x € IR, ndo tem extremos.

€) limy o0 f(x) = limy—, 1o arctg 2 = arctg(0) = 0 € limy—,—o f(x) = limyo = —x =

z
2
+00. O contradominio é R* (justifique).

2. Considere a fung¢do g : R — R definida por:

() = e +ax+p sex <0,
s = arctg (e* +e*—1) sex>0.

onde « e f sdo constantes reais.

a) Determine a e § sabendo que g tem derivada finita em x = 0.

b) Determine limy—,_c g(x), limy_ ;00 g(x).

¢) Estude g quanto a diferenciabilidade e calcule g’ nos pontos onde existir.
d) Estude g quanto a existéncia de extremos e intervalos de monotonia.

e) Determine o contradominio de g.

RESOLUCAO

a) Se g tem derivada finita em 0, serd continua em 0, logo g(0) = g(0*) = g(07), ou seja,
m

4 7

mo_

logo g = 7 — 1. Por outro lado, g é diferenciavel em 0 logo g;(0) = g7(0) e temos

g0)=1+B= lirg arctg(e" +e™ = 1) = arctg1 =
x—0*

, . & tax+ i -1-7% -
3.(0) = lim = lim
x—0~ X x—0~

+a=a+1,
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arctg(e*+e ™ -1)—-7 X —e X
= lim ==
X 20" ]+ (¥ +e ¥ —-1)

540 =

(onde se usou a Regra de Cauchy na indeterminagdo %) logo a = —1.

b)

lim g(x) :xl_i)rpooex—x+g—1 = +oo

X——00

lim g(x) = xl_i)rg() arctg(ef +e* -1) = g

X—+00

c) g édiferencidvel em R (justifique) e

/) {ex—l sex <0,
g X) = X —p~X
1+(e¥+e~*—1)> sex > 0.

d) Temos para x < 0: g’(x) = ¢ —1 < 0 para qualquer x < 0 e ¢g’(0) = 0. Logo g é
decrescente em | — o0, 0].

— =T 5 —X 2x 4

Trerer I = Oeef>e"eoe*>1e x>0 Logogé

crescente em ]0, +oo[. Conclui-se que 0 é um ponto de minimo absoluto, usando a

continuidade de g em 0.

X

Para x > 0: ¢'(x) =

e) Da alinea anterior temos que g(0) = 7 € um minimo absoluto, logo g(x) > 7§ para
qualquer x e CD; = ¢(R) C [%,+00[ . Por outro lado, lim,_« g(x) = +c0 e g é

continua em ] — o0,0]. Conclui-se do Teorema do Valor Intermédio que [%, +00[ C
8(R).
Logo o contradominio de g ¢ CD, = [%, +oo[.

3. Considere a fungdo f : R — R definida por f(x) = |x|e‘%.

a) Calcule limy_,_o f(x), limy—ie0 f(X).
b) Determine o dominio de diferenciabilidade de f e calcule f’.

¢) Determine os intervalos de monotonia e, se existirem, pontos de extremo, classificando-
0s quanto a serem maximos, minimos, relativos ou absolutos.

d) Determine, justificando, o contradominio de f.

RESOLUCAO

2
a) limy_,_o f(x) = lim,—_co(—xe™ 7)) é uma indeterminagdo do tipo (—0)-0. Escrevendo

EZC0)

2
Xy o . . ~ .
—xe~7 = —7, ficamos com uma indeterminagdo do tipo i3,

a que podemos tentar

2
aplicar a ﬁegra de Cauchy. Como,
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. —x)’ . -1
lim ( ),: lim =0,
x——00 [ x2 xX——00 &z
podemos concluir que,
. —Xx
lim — =0.
X——00 X2
e 2

Como a fungdo é par, lim, 40 f(x) = limy—,_ f(x) = 0.

x2
b) A fungdoe™ 7 é diferencidvel em RR e [x| é diferencidvel em R\ {0}. Logo, para x # 0,
f é dada pelo produto de duas fungoes diferencidveis, sendo portanto diferencidvel.
Para x = 0:

[l
. xle” 7 . xe 7 . _22
lim = lim =lime 72 =1,
x—0* X x—0t X x—0*
[xle=% %
. xle” 2z . —xe~ 7 . _2
lim = lim = lim —e~ 7 = -1.
x—0~ X x—0~ X x—0*

Logo, f1(0) # f/(0) e f ndo ¢ diferencidvel em 0. Conclui-se que o dominio de

diferenciabilidade de f é R\ {0} e neste caso

2

f(x) =

¢) Usamos a alinea anterior.
Para x > 0:

x2
f)>0eer(1-)>0e-1<x<1 A x
ffx)=0ex=1,

logo f é crescente em [0, 1] e decrescente em [1, +ool.
Para x < 0:

2
f)>0eez(@-1)>0(x<-1Vx>1)

f(-1)=0

X / ,‘(2
(xe‘T) =e2(1-x%), sex>0,

X2 / X2
(—xe‘T) =ez(x?-1) sex<0.

>0 0<x<1,

ANx<O0oex<-1

logo f é crescente em | — oo, —1] e decrescente em [-1, 0].

Conclui-se que 1 e —1 sdo pontos de maximo, absolutos uma vez que f(-1) = f(1).
Como f é decrescente em [—1,0] e crescente em [0, 1], temos também que 0 é ponto
de minimo, absoluto uma vez que f(0) =0 e f(x) > 0, para x # 0.

d) Temos da alinea anterior que f tem um méximo absoluto em 1, com f(1) = e~2 eum

minimo absoluto em 0 com f(0) = 0, logo f(R) c [0, e_%]. Como f é continua em

[0,1], temos também, do Teorema do Valor Intermédio, que [0, e‘%] C f(R). Logo o
contradominio de f é f(R) = [0, ez].
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4. Considere a funcao f : R — R definida por f(x) = |xle"*1l.

a)
b)

<)

Calcule limy—, o f(x), limy— 10 f(x).
Determine o dominio de diferenciabilidade de f e calcule f’.

Determine os intervalos de monotonia e, se existirem, pontos de extremo, classificando-
0s quanto a serem maximos, minimos, relativos ou absolutos.

d) Determine, justificando, o contradominio de f.
RESOLUCAO:
a) limy_,_o f(x) = limy—,_co(—xe*~!) é uma indeterminagéo do tipo (—0)-0. Escrevendo

b)

—xe* ! = =% temos uma indeterminacéao do tipo 12 a qual podemos tentar aplicar
a Regra de Cauchy. Como

2 lim !

X——00 (el—x)/ - X——00 _el—x

7

podemos concluir que
=55

lim =0.
xX——00 el_x
Da mesma forma,
. . —x-+1 . X .
lim f(x)= lim xe = lim = lim =0,
X—+00 X—+00 x—400 pX— x—+o0 p¥—1

em que a pendltima igualdade ¢ justificada a posteriori pela existéncia do dltimo
limite (relembre as condic¢des de aplicagdo da regra de Cauchy).

A funcgéo é diferencidvel em R \ {0, 1} por ser dada nesse conjunto pelo produto de
duas funcdes diferenciaveis: |x| diferenciavel em R \ {0} e e™*~!I diferencidvel em
R\ {1} (por ser a composta de duas fungdes: exponencial diferencidvel em R e |x —1|
diferenciavel em R \ {1}). Em x = 1:

= lim ——— = lim ¢ *(1-x) =0
x—1* X — x—1* X — x—1t

(onde se usou a Regra de Cauchy para levantar a indeterminagao 8, tendo em conta
a existéncia do dltimo limite) e da mesma forma,

—|x=1] _ 1 x—1 _ 1
lim R -1 = lim 2~ = lim 1 +x) =2.
x—1~ x—1 —1- x—1 x—1-

Logo, f7(1) =0 # f/(1) = 2 e f ndo ¢é diferencidvel em 1.
No ponto 0, pode ver-se (justifique) que f7(0) = el # f(0) = —e7!, logo f ndo é
diferencidvel em 0, e o seu dominio de diferenciabilidade é R \ {0, 1}.
(xe*1y =™ (1-x), sex>1,
f(x) =< (xe¥ ) = e 1(1 +x), se0<x<1,

(=xe* 1 = =11 +x), sex<DO.
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¢) Temos (justifique): f’(0) = 0 & x = —1, estudando o sinal de f’ e usando a continui-
dade de f,
e f crescente em ] —co,—1]eem [0,1],
o f decrescente em [-1,0] e em [1, +ool.
Logo, —1 é ponto de maximo, 0 é ponto de minimo e 1 é ponto de méximo. Como
f(0) =0e f(x) > 0 para x # 0, 0 é minimo absoluto. Por outro lado, f(1) = 1e
f(-=1) = ¢72 < 1, logo 1 é ponto de maximo absoluto, e consequentemente, —1 é
ponto de méximo relativo.
d) Da alinea anterior, temos que 0 = f(0) é minimo absoluto de f e 1 = f(1) é maximo
absoluto de f. Logo f(IR) c [0,1]. Como f é continua em [0, 1], do Teorema do Valor
Intermédio, [0, 1] C f(R). Logo o contradominio de f € CDf = f(R) = [0, 1].

5. Seja g uma funcao diferencidvel tal que g(0) = ¢’(0) = 0 e ¢’ é uma fungao estritamente
monoétona. Define-se
P(x) = 2tg (3(x)) - 8(x)-
Mostre que ¢(0) é um extremo local de ¢.
RESOLUCAO:

Do teorema de derivagdo da fun¢do composta,

(p(x)) = (2tg(g(x) — g(x))
= 2 +2tg (g(x)g'(x) — &' (x)
=g (x)(2 ’cg2 (g(x)) +1).

Logo ¢’(0) = 0. Como g’(0) = 0 e g’ é estritamente mondtona, temos que ¢’ muda de
sinal numa vizinhanca de 0 (se g’ é crescente, g'(x) < ¢’(0) =0, parax < 0e g'(x) >0
para x > 0) e portanto, como 2 tg? (g(x)) + 1 > 0 para qualquer x, ¢’ também muda de
sinal numa vizinhanca de 0. Como ¢ é continua em O - j4 que g é continua por ser
diferencidvel, e tg é continua em g(0) = 0 - conclui-se que ¢(0) é extremo de ¢ (minimo,
se g’ for crescente).

6. Determine os extremos da fungdo f(x) = arctg(xz), classificando-os, e determine os seus
pontos de inflexdo. Esboce o grafico da fungéo.

RESOLUCAO
Temos .
2x 2x 2(1 - 3x%)
’ — t 2\ 7 — , ’” — r_
f'@) = (arctg ) 1+ x4 f'® (1 +x4) (1 + x*)?
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Sendo 0 o tinico ponto critico de f, ou sejasolugdode f'(x) = 0,ecomo f'(x) >0 & x>0
temos que f é crescente em ]0, +co[ e decrescente em | — oo, 0[, logo 0 é ponto de minimo
(ou a segunda derivada f”’(0) =1 > 0)

Atendendo a que f(0) = 0 e f é ndo negativa, 0 ¢ um minimo absoluto.

Os pontos de inflexdo de f sio as solucdes da equacio f”(x) = 0, neste caso em +-,

VB
uma vez que f” muda de sinal nestes pontos.

7. Faga um estudo tdo completo quanto possivel da fungdo f : R — R definida por
f(x) = x*¢”* tendo em conta monotonia, extremos, pontos de inflexdo, contradominio.
Esboce o gréfico da funcdo.

RESOLUCAO:

Dado que f € C3(IR) temos
fl(x) = (te™) =xe ™ (@4 -7, F7(x) = x*e™™ (12 - 8x + %),

e Monotonia e extremos:
Os pontos criticos de f, i.e. as solucao de f’(x) = 0, sdo 0 e 4. Temos

f'(x) >0 x€]0,4],

(justifique) logo a fungao é estritamente crescente no intervalo ]0, 4[ e estritamente
decrescente nos intervalos | — oo, 0[ e ]4, +oo[. Conclui-se que 0 é ponto de minimo,
absoluto uma vez que f(0) = 0 e f(x) > 0, Vx, ou vendo que

K4

XEIPOO f(x) - xglzloo e_x =0,

e 4 é um ponto de méximo, relativo uma vez que

4 —x

lim f(x)= lim x*e™ = +oco.
X——00 X——00

e Concavidade e inflexdes:

Temos
") >0 x> -8x+12>0x<0Vx=2Vx>6.

Logo f tem concavidade para cima em | — o0, 2[ e em ]6, +o0[, e virada para baixo
em ]2,6[ (notem que f”(0) = 0 mas 0 ndo é ponto de inflexdo dado que f”’ ndo
muda de sinal em 0).

e Assintotas:

Uma vez que limy,+ f(x) = 0, y = 0 é assintota horizontal & direita. Nao ha
assintota obliqua a esquerda ja que

lim @ = lim x3¢™*

x——o00 X X——00

= +o00.

(Nao hé assintotas verticais, j& que f é continua em R.)
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O gréfico de f pode agora ser esbogado:

f(X)
10+
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4 CALCULO INTEGRAL

4.1 Primitivac¢ao

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Usando o método de primitivagdo por partes, calcule uma primitiva de cada uma das

fungoes:

a) xcosx, f) sen’x, k) Vxarctg V¥,
b) xInx, g) arcsenx, P

c) x’senx, h) xarctgx, D N

d) In(1 + x), i) In’x, N

e) cos’x, j) senxIn(l + senx), m) (1 - x4
RESOLUCAO

a) Comu’ =cosx=>u=senxev=x=70 =1, temos
P(xcosx) = xsenx — P(senx) = xsenx + cos Xx.

b) Comu' =x=>u=x*/2ev=Inx = v =1/x, temos

lenx_ ﬁl _lenx 2
2 2 x

P(xInx) = > XZ

c) Comu =senx = u=—-cosxev=x>= v =2x, temos (usando a))

P (x2 sen x) = —x%cosx + P (2xcosx) = —x? cos x + 2xsenx + 2 cos x.

d) Comu’:1:>u:xev:1n(l+x):>v’:ﬁ,temos

P(In(1 + x)) = x1n(1+x)—P(ﬁ) - xln(1+x)—P(1 - %) — (o 1)l 29—

(Também podiamos ter tomado u = x + 1.)
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e) Comu’ =cosx > u=senxev =cosx = v =—senx, temos

P (cos2 x) =senxcosx + P (sen2 x) =senxcosx + P (1 — cos? x)

= senxcosx+x—P(cost).

Logo,

1
2P (cos2 x) =senxcosx+x & P (cos2 x) = E(senx CosS X + X).

2

f) Comu’ =senx = u=—cosxev =sen-x = v = 2senxcos X, temos

2
P(sen3 x) = —cosxsen®x + P(Zsenxcos2 ) = —COoSX — 3 cos® x.

g) P(arcsenx) = xarcsenx — P (x \/117) = xarcsenx + V1 —x2,

x2 21
h) P = —arctgx — P —
) P(xarctgx) 5 arctgx (2 1+x2)

2

X 1 1\ 1 »
= Earctgx— EP(l ~ 7 +x2) = E(—x+(x +1)arctgx),

i) Primitivando por partes 3 vezes, fazendo sempre u’ = 1, com v = In® (e depois
v=1In%ev=Inx):
Pn®x) = xIn®x — PBIn’x) = x(In®x —3In’x) + P(61nx)
=x(In®x - 3In’x +6Inx) - P(6) = x(In®x —3In’x + 6Inx —6).

j) Fazendou’ =senx = u = —cosxev =In(l +senx) = v’ = 7{== temos
2
P (senxIn(1 + senx)) = —cosxIn(1 + sen x) + P(ﬂ)
1+senx
1-— 2
= —cosxIn(1 + senx) + P(ﬂ)
1+senx

= —cosxIn(l +senx) + P(1 —senx)
= —cosxIn(1 + senx) + x + cos x.

k) Comu’ = Vx=u=3x*?ev=arctg yx =0 = —2ﬁ%1+x) temos
P(\/Earctg \/y_c) = gx3/2 arctg Vx - p(2x3/2 1 )
3 37 24x(1+%)

_23p 1 ( x )
= S arctg Vx 3P T

2
= §x3/2 arctg Vx — %(x —In(1 +x))

(note que x > 0 no dominio da fungao).
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1) Comu’ = \/%=x(1+x2)‘1/2=>u= Vi+x2ev=x*= v =2x, temos
X

7 )
P( = x> V1 +x2-P(2x V1 + x2
Vit ( )

2

=2 V142 - 31+ )3,
(OU fazendo primeiro a substituicdo y = x> temos
3
p(x_) _ p(L)
V1 + x2 2\1+y

e depois por partes.)

m) Comu’=ﬁ$u=mev=x4ﬁcemos
x’ X3 1 1
Pl[———|=P|x¥* ———| = x¥* —— —P|4®* ——
((1—x4>2) (x (1—x4>2) D (x4<1—x4>)
x* 1
:m+zln(1—x4).

(OU fazendo primeiro a substituicdo y = x*.)

2. Calcule uma primitiva de cada uma das fung¢des racionais, utlizando uma decomposigao
em fracgdes simples adequada:

1 x+1 x> +x—4 x+3
—/ b —’ —/ d )
2) X2+ x )x(x—1)2 ¢ x(x2 + 4) )x4—x2
RESOLUCAO:
a) P(le?) = P(m) Usando a decomposigdo em fracgdes simples =gy = 4 + 5
temos
1 _é+ B Ax+A+Bx (A+Blx+A
x(x+1) x x+1 x(x+1) x(x+1

logpA+B=0eA=1,0useja, A=1eB = -1. Temos entdo

1 1 1 X
P(x2+x)—P(;—x+1)—ln|x|—ln|x+1|—ln x+ 11
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b) Usando a decomposicdo em frac¢des simples x(’;j)z =44+ B4 ﬁ, temos
x+1 A B C

x-12 x x—1 -1y
_A(x -1 +Bx(x-1)+Cx

x(x —1)?
_ Ax*> -2Ax+ A +Bx?> —Bx + Cx
a x(x —1)2
_(A+Bx*+(-2A-B+Q)x+ A
- x(x —1)2

logpA+B=0,-2A-B+C=1,A=1,0useja, A=1,B=-1,C = 2. Temos entdo

x+1 11 2 2
P2 )=p(--—+ = Infy| - Infx— 1] - ——.
(x(x—l)z) (x x—1t Gop) " k-1l -

s 5 ~ . x’4+x—4 _ A , BxxC
¢) Usando a decomposicdo em fracgdes simples il = x T temos

x¥*+x-4 A Bx+C

—_— o= dh e

x(x2+4) x  x2+4
_Ax2+4A+Bx2+Cx
a x(x2 + 4)
_(A+B)x* +4A + Cx
a x(x2 +4)

logpA+B=1,C=1e4A =-4,0ouseja, A=-1,B=2,C = 1. Temos entdo

2+x—4 1 2x+1 1 X
Pl—|=P|—- =-1 In(x? + 4) + = arct (—)
(x(x2+4)) ( x+x2+4) nf+In( +4) + 7 arctg | 5

d) P (;4(%33(2) =P (xz(x%)(sx-l-l))' parax € R\ {-1,0,1}. Usando a decomposi¢do em

fracgdes simples
x+3 A B C D

—_— = —+—+ +
x-1Dx+1) x x?2 x—-1 x+1

tem-se A = -1,B=-3,C=2,D = -1 (verifique). Logo,

x+3 3 3 (x —1)?
Pl——=|)=-1 —+2Injx—-1| -1 1l==+In—".
(x4—x2) n|x|+x+ nlx — 1| —Injx + 1| x+ nlx(x+1)|
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3. Determine uma primitiva de cada uma das seguintes fun¢des, utilizando substitui¢des

apropriadas:
a) ot VX 1+ Vx b) 1 0 Vx -1
x(4 - Vx)' (1 + V) x
1 etx e3x
d PR o 47 f ’
) 1+ e ©) e +1 ) (1 + e2¥)(e* — 1)?
2Inx -1 Inx 1-tgx
1 1. 4\ h 1 A\ i 4
8 xInx(Inx —1)2 ) x(Inx — 1)2 : 1+tgx
RESOLUCAO:

a) Fazendo a substituicdo Vx =t & x =t>,comx > 0,x # 16,et > 0, t # 4, temos

T+vx \ 1+t )\ 1+t
P(x<4— \/9_6)) B P(t2(4— D) Zt) - 2P(t<4— t))'

Usando a decomposicdo em fracgdes simples:

2+2t A B

t@—o_t+4—

temosA:%,Bzg,logo
14t 1,01 53 1
o[ )= 2p(z+ 2 )=21
(t(4—t)) 2 (t+4—t 2 ‘(4—t)5

b ( 1+ \/_ ‘
x(4 - \/_ )~ (4- \/_ |
b) Fazendo a substituicio vx =t & x = 13, temos (verifique)

1 312 3 3
P(m) :P(]_ +t4) = Earctg \/;

e assim,

c) Fazendo a substituicio Vx—1=t e x=t>+1,com x > 1 e t > 0 temos (verifique)

P(m)zp( 2 )=2\/m-2arctg Vi1

x 2+1
d) Fazendo a substituicdo e =t & x = 5 1Int,comx € Ret> 0, temos
1 1 1
P =Pl— =|.
(1+e2x) (1+t Zt)
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Usando a decomposicdo em fracgdes simples:

1 _ A,
(1+82t 1+t ¢t

| &

temos A = —%, B = %, logo

1 1 1 1) 1 t
Pl— . - =)=r[- —|=ZIn|—
(1+t 2t) (2(1+t)+2t) 2“‘1+t
e assim, com t = ¢ > 0,
1 1 e
Pl——|==In[—].
(1+€2x) 2 n(1+62")

1 1+ ¥ — e P ”
(Oup(1+e2x):P(W) :P(l_ 1+e2x) SR

e) Fazendo a substituicio e =t & x = 5 LInt,comx e Ret >0, temos (verifique)

et 1 t 1 1
P = 2p(— )= 22— Zin(e® +1).
(e2x+1 2 (t+1) 2¢ 2n(e )

f) Fazendo a substituicdoe* =t © x =Int,comx € R\ {0} et >0, t # 1, temos

e r 1 2
p =Pl ———— = |=P| ——|.
(1 +e**)(e* — 1)? Q+2)(t-1)2t 1+ 2)(t-1)?
Usando a decomposicdo em fracgdes simples:

t2 _At+B C D
A+2)(E-1)2 1+ t-1 (t-1)0?

temos A = —%,B:O,C:D: %,logo

t2 t
Pl———| == +
1+2)t-1)2) 2 1+£2 (1,‘—1)2
1 ) 1 11
——Zln(1+t)+§1n|t—1| 5—1
e assim

e 1 1 1 1
P = —=In(l + & Inle* —1| - = .
((1+ezx)(ex—l)2) g+ + Sl —1l- 55—
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g) Fazendo a substituicioInx =t © x = ef,comx e R\ {l,e}eteR\{0,1}, temos

2inx—1 \_ [ 2t-1 ,\_[2t-1
P(xlnx(lnx—l)z) _P(eft(t—nze)_P(t(t—nZ)'

Usando a decomposi¢do em fracgdes simples:

2t -1 A B C

—_— = — b —— L ———
HE—12  t  t—1 (t—1)2

temos A = -1, B=C =1, logo

2t—1 1 1
P(t(t—l)Z) :P(_fm <t—1>2) "

2Inx -1 _ln‘lnx—l
xInx(Inx —1)2) Inx

e assim
1

T nx-1

h) Fazendo a substituicio Inx =t © x = ¢/, comx € R* \ {e} et € R\ {1}, temos

Inx t 1
Pl[—= _ J=P(——,|=In|lnx-1|- .
(x(lnx—1)2 ) ((t—1)2 ) ==

i) Fazendo a substituicdo tgx = t & x = arctgt, comx €] - 7, 7[, x # - et # -1,
temos (verifique)

p(L28X) _p( 1ot ) jcosx]+ In|tex + 1]
To1ex) - Pl@Tapasm) - nlcosd +Inltgx + 1.

NOTA: Esta substituicdo é invertivel para x €] — 7, 7[, mas como a fungao tgx é
periddica de periodo 7, o resultado é valido no dominio de tg x.

4. Determine, oujustifique que ndo existem, fungdes que verifiquem as seguintes condigdes:

arctg x
a) f'(x) +—x2/ limy— 400 f(X) =
1+ vx
b) f/(x) = ————, x> 16, limy_ 10 f(x) = 1.
) 0= rosvoo f2)
1
o f'(x)= o ,limy i f(x) = 1
RESOLU(;AO
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2

a) Temos f(x) = %arcth x+c,comc € R; limy_, 0 f(x) = %2 +c,logoc=—-%.
b) Temos f(x) = %ln|(4_‘@)5| + ¢, para x > 16 (Ex. 3.a)); limy_,; f(x) = +00, logo ndo
existe f nas condi¢des do enunciado.
1 er
¢) Temos f(x) = 5 ln(m) + 1 (ver 3.d))

5. Usando a substitui¢do indicada num dominio apropriado, determine uma primitiva de
cada uma das seguintes funcdes:

L 4 d) sen’ t =cosx
a) xm,1+x:t sen?(x) + 3(cosx —1)"

1
b) P =1+¢ 1 .

V1+er €) cosx(1 —senx)’ sen(x)
1

9 x(4 - In?(x)) f=lnx f) V1-x2, x =sent.
RESOLUCAO

a) Fazendo a substitui¢do Vitx=tox=t- 1, comx>-1et >0, temos

1\ (1) 4P
P(xv41+x)_P((t4—1)t4t)_P(tzl—l)‘

Usando a decomposicdo em fracgdes simples:

42 442 __A , B Ct+D
#-1 (¢-DE+DE+1) t-1 t+1 £2+1°

temosA=1,B=-1,C=0,D = 2 (verifique). Logo,

42 1 1 2 t—1
P =p - = In|——| + 2arctg t
(t4—1) (t—l t+1+t2+1) n‘t+1‘+ arcte

e assim,
P( 1 )_ln|\/41+x—1
x\/41+x Vitx+1

b) Fazendo a substituicdo t = V1 +¢* © x = In(t? — 1), parax € R, t > 1, temos

+ 2arctg Vi+x.

1 1 2t 2
P(m) =2(; t2—1):P(<t—1>(t+1>)'
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Usando a decomposicdo em fracgdes simples:

2 __A B
t-D@Et+1) t-1 t+1

temos A =1e B =-1. Logo

P ; =ln|t—1|—ln|t+1|=ln'ﬂ‘
t+1

t-D@E+1)
e assim
P( ‘V1+w—1
1+ex Viter+1]

c) Fazendo a substituicdo Inx =t & x = ¢!, para x € R* \ {e72, €2}, t # £2, temos

1 _ 1)\ 1
P(ﬂ4—h¥u»)_P(dm—¢%E) P(Q—¢X2+ﬂ)

Usando a decomposicdo em fracgdes simples:

1 A B  AQ+t)+B2-1t)
Q-bR+hH 2-t 2+t @-H2+D

temos A = B =1/4. Logo

1 2+t
P(m) 11'1|2-t|+ ln|2+t| —1 ‘
e assim
( 1 ) 1 ‘2+mx
Pl————|=7In .
x(4-1n*(x))) 4 12-Inx
d) Temos

sen x sen x —senx
P =P ZP( )
sen? x + 3(cosx — 1) 1—cos?x + 3(cosx — 1) cos2x —3cosx + 2

Fazendo a substituicdo t = cosx & x = arccos t, com x €]0, 77[, temos

—senx 1 1 1 1
: Cp(t ) N
(coszx—3cosx+2) t2 —3t+2 ((t—l)(t—Z)) t-2 t-1

e assim

P( sen x ) B
sen?(x) + 3(cosx — 1)

cosx —2
=In[———]|.
cosx—1

Fazendo a substituigdo t = senx & x = arcsent, com x €] — 7, 7[, temos

N A
cosx(1—senx)/ ~ \(1+senx)(1— senx)? 1+ t)(l —t)?
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Usando a decomposicdo em fracgdes simples:

1 A B _C
(1-1)?

= +
Q+H1-1)2 1+t 1-t¢

temos A = B = 1/4, C = 1/2 (verifique). Logo

P( 1 )_1 ‘1+1+ 1
A+nl-n2) 4 1=t " 209

e assim
1

1 _lln'1+senx
4

cos x(1 — sen x) 1-senx

+ .
2(1 — sen x)
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4.2 Integral: definicao e propriedades
1. Considere a fung¢do f definida no intervalo [0, 2] por

1 sexe]0,1]
fx)=49 2 sex=1
3 sexe€]l,?2]

a) Mostre que, para cada n € N, existe uma decomposicao d,, do intervalo [0, 2] tal que
as somas superior Sy, (f) e inferior sy (f) verificam

SN -5 (N <y e Tim Su()= lim si,(N)=4

b) Justifique que f é integravel em [0, 2] e que foz fx)dx =4

RESOLUCAO

a) Escolhemos uma decomposicdo de [0,2] da forma d = {0,1 — ¢,1 + ¢,2}. Como
SUP ye[0,1—¢] f(x) = i1'1fxe[0,1—zs] f(x) =1e SUP ve[1+¢,2] f(x) = infJce[1+e,2] f(x) =3
SUP ref1-¢14¢] f(x) =3, infye[1—¢,14¢] f(x) = 1, temos

Sa(f)=11-¢e-0)+32-(1-¢) =4+2¢
si(f)=11+e-0)+32-(1+¢) =4-2¢
Tomando para cadan € IN, ¢ = 1/4(n + 1) temos

1 <
n+1

S|

Sa,(f) —sa,(f) = 4e =

e também

1 1

hmsdn(f) =lim4 + 2(7’1 + 1) = 4’ hmsdn(f) = lim4 - 2(7’1 + 1) -

b) Da alinea anterlor lim Sy (f) —s4,(f) = 0 logo f é integravel em [0,2] e fo f(x)d
lim S, (f) =

2. a) Sendo f : [4,b] — R uma funcio integravel, mostre recorrendo a definigao, que f2 é
integravel. (Sugestdo: Considere f > 0; o caso geral segue de f* = |f]?).

b) Sendo f : [4,b] — R, g [a, b] - ]R integraveis, justifique que fg é integravel.
(Sugestao: fg=2((f +8)*— f> -

RESOLUCAO
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a) Seja f > 0. Para cada decomposi¢do d = {a = to,t1,...,t, = b}, tem-se, escrevendo
M; = SUDP e[t 1,4 fx), mi = infxe[ti—lzti] f),

2
Mi(f*) = sup fz(X)=[ sup f(X)) = Mi(f),

xeltiti] x€[ti1,t]

2
mi(f?) = inf fz(x):( inf f(x)) = m;(f)>.

x€[tiq,ti] xe€[tiq,ti]

Temos entdo
S4fD) - su(f) = Zi(Mxﬁ) (P o)
_ 2(Mi< PP = m(PRE  ti)
. i‘,(Mz-(f) — M) + i) — 1)

<2M Y (Mif) = mi( D)t = tir) = 2M(Su(f) = sa()),
i=1

onde M = sup,,, f(x). Dado ¢ > 0 aribtrdrio, como f ¢é integravel, podemos
escolher a decomposicao d tal que S;(f) — s4(f) < 577, e portanto tal que

Sa(f?) —sa(f) < e.

Conclui-se que f? é integravel para f > 0 integravel.
Para f arbitrdria, como f integrdvel = |f| integravel e portanto, como vimos acima,
|fI* = f? é integravel.

b) De fg = 3((f + g)* — f*> — ¢%), temos que fg é uma soma de fungdes integréveis, e
portanto integravel.

3. Seja f : [0,1] = R dada por

0 sex=0,
o=

- sexe]ﬁ,%],keN.

a) Mostre que f é descontinua em qualquer ponto da forma x = ¢, k € N, k > 2.

b) Mostre que f é monétona crescente. Justifique que f é integravel em [0, 1]

RESOLUCAO

INOTA: f ¢ um exemplo de uma fungio integravel com um ntiimero infinito (numeravel) de descontinuidades.
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a) E imediato da definicdo que, para cada k € N fixo, k > 2, f(1 ) =1 e f({r) =
Logo, f ndo é continua em f.
(J4 agora: f é continua em qualquer x # %, k > 2, a esquerda em 1 e a direita em O -
mais dificil! )

b) Seja x €]0,1[ e k € IN tal que x € ]k%' %] Se y > x entdo:
—-seye€ ]ﬁ,%], entdo f(x) = f(y) = 1.
— caso contrario, y € ]ﬁ, H, com! <k, ja que y > x. Logo f(y) = 1 > 1 = f().
Em qualquer dos caso, f(y) > f(x) e f é mondtona crescente (nio estritamente). E
integravel ja que qualquer fungdo mondétona (em [a, b]) é integravel (em [a, b]).

4. Sendo f uma fungdo continua em IR, prove que se é nulo o integral de f em gqualquer
intervalo limitado, entdo f(x) = 0, para qualquer x € R.

Dé um exemplo de uma fungao integravel e com integral nulo em qualquer intervalo
limitado e que ndo verifique f(x) = 0 para qualquer x € R.

RESOLUCAO

Se, por contradigdo, fosse f(a) > 0 para alguma, como f é continua, seria f(x) > f(a)/2 >
Oem Ja—¢,a+¢[, paraalgum ¢ > 0. Damonotonia do integral, f]a_w+g[f(t) dt > ef(a) > 0,
o que contradiz a hip6tese. Da mesma forma, também ndo pode ser f(a) < 0. Logo,
f(x) = 0 para qualquer x € R.

Alternativamente, tem-se por hip6tese fox f(t)dt = 0 para qualquer x € R. Derivando
ambos os membros (usando o Teorema Fundamental do Calculo, j& que f é continua),
temos

(foxf(t) dt)/ =0 e f(x)=0.

E suficiente tomar f(x) = 0 excepto num conjunto finito, por exemplo f(0) = 3, f(x) = 0,
x # 0 (também pode ser, por exemplo, f(x) =0,x ¢ Z, f(n) =n,n € Z).
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4.3 Teorema Fundamental do Célculo

1. Calcule ¢/ (x) sendo () = [ ? x2esent .

) ~ P ) 3 P
Como ¢*"f ¢ uma funcdo continua, do Teorema Fundamental do Célculo, fx et it é

. .l 3 z <
diferenciavel, logo ¢(x) = x? fx esent dt também serd e

(Pl(x) = (f xZeSentdt) = (_x2 fx esentdt)
* 3

3
— 2xf esent dr — xZesenx.
X

2. Seja f uma funcdo continua em R tal que f(x) > 0 para qualquer x € Re F(x) = fox f(t)dt.

a) Justifique que F é diferencidvel em IR e calcule F’(x).
b) Mostre que F é estritamente crescente e que, para x € R\ {0}, xF(x) > 0.

c) Prove que se f tem limite positivo quando x — +co, entdo limy_, o F(x) = +00.
Mostre, por meio de exemplos, que se for limy_,,o f(x) = 0, entdo limy—, e F(x)
pode ser finito ou +co.

a) Directamente do Teorema Fundamental do Célculo; F'(x) = f(x).

b) Como F'(x) = f(x) > 0, para x € R, F é estritamente crescente. Temos entdo
F(x) > F(0) = 0, para x > 0, e F(x) < F(0) = 0, para x < 0, ou seja, xF(x) > 0 para
qualquer x € R\ {0}.

¢) Seja limy—10 f(x) =L € R* e M € R tal que, para x > M, tem-se f(x) > % Entéo,

para x > M,
X M X
F(x)z‘[0 f(t)dtzj(: f(t)dt+j]:4f(t)dt

M L X M L
>f0 f(t)dt+§fM1dt_fO f(E)dt + > (x = M).

M . . .
Como fo f(t)dt é constante e limy_, 4o %(x—M) = +o00, conclui-se que limy_, yoo F(x) =
+00.

Considere F : R — R dada por

1
_ ) x se x| > 1
ey { 1 selx|<1.
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Neste caso limy—, 4+ f(x) = 0 € limy_, 100 F(x) = +00. Se

1
_ ) ¢ selx>1
e { 1 selx|<1

temos limy_, o f(x) = 0 e limy_, 100 F(x) = 2.

3. Seja f : [-1,1] = R uma fungéo continua em [-1,1] \ {0} tal que f(0*) e f(07) existem
em Reparaxe[-1,1],

a)
b)
<)

a)

b)

F(x) = fo f(hdt,  Gx) = I F(bydt.

Justifique que F e G estdo bem definidas.
Mostre que se f(0%) # f(07), entdo F ndo é diferencidvel em 0.
Mostre que G é diferencidvel em 0 e G’(0) = f(07) + f(07).

f € integravel em [-1,1] porque é continua excepto num conjunto singular e é
limitada (mais precisamente: é integravel em [-1,0] e em [0, 1] j& que em qualquer
desses intervalos coincide com uma fungdo continua, a menos possivelmente de —1
e 1, respectivamente). Logo é integrdvel em qualquer intervalo da forma [0, x] e
[-x,x], parax € [-1,1].

Usando a Regra de Cauchy e o Teorema Fundamental do Calculo, temos
F(x)

R0)= [y = =0

e da mesma forma F/(0) = f(07). Conclui-se que se f(0*) # f(07) entdo F ndo é
diferenciavel em 0.

Temos G(x) = f_ox f(Hdt + fox f(t)dt = —=F(=x) + F(x). Usando a regra de Cauchy, o
Teorema Fundamental do Célculo e y = —x:

G0 = tim =2 = tim =Dt ) + lim £ = £(0) + 07
Da mesma forma se vé que G;(0) = f(07) + f(07) = G/(0), logo G é diferencidvel em
0eG'(0) = £(0*) + f(0").

4. Sejam f : R — Re g : R — R duas fungdes integraveis em qualquer intervalo limitado
e a seguinte propriedade:

fxf(t)dt:2fxf(t)dt Vx e R,
-X 0
fxg(t)dt:O Vx e R.

(4.1)
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a) Mostre que se f é par e g é impar entdo verificam (4.1).
b) Mostre que se f e g sdo continuas e verificam (4.1) entdo f é par e g é impar.

c) Fornega exemplos de fungdes f e ¢ que verificam (4.1) e que ndo sejam par nem
impar, respectivamente.

a) Saida defini¢do de integral e de somas superiores e inferiores dado que por exemplo,
se f é par, sup_, .1 f(x) = supp, .. ;f(x), logo todas as somas superiores de f
em [—x,0] coincidem com as somas superiores de f em [0,x], e da mesma forma

para as somas inferiores, concluindo-se que f_o f@)dx = fOX f(x)dx.
b) Do Teorema Fundamental do Calculo.

c) Por exemplo, alterar fungdo continua par / impar num ntimero finito de pontos.

5. Considere a fungao
er ex

flx) = x

0, sex =0.

sex #0,

a) Justifique integrabilidade da fun¢do f, em qualquer intervalo limitado de R.

b) Definindo W(x) = fox f(s)ds, justifique que se trata de uma fungdo diferencidvel em
R, e calcule W’ (x), x € R.

a) Note-se que
2X X
. et —e
lim =1
x—0 X

pelo que a funcdo integranda ndo é continua. No entanto s6 difere em 0 da funcao

continua f definida por
2X __ X
(4

f(x) _ {e—_ sex #0,

X v
1 sex =0.

Como alterar uma fungdo num ponto néo altera a sua integrabilidade nem o valor
do seu integral, a integrabilidade de f implica a integrabilidade de f em qualquer
intervalo limitado sendo os integrais de f e f iguais.

b)
d 4 (. d (Y. .
et WAF S A

(Note-se que ando continuidade de f ndo permite aplicar o teorema fundamental do
cédlculo para calcular a derivada do integral indefinido de f e tivemos que recorrer

a igualdade com o integral de f.)
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6. Considere a fungdo ¢ :]0, +co[— R definida por

o(x) = f (1 —— Intdt.
a) Calcule ¢(2).

b) Mostre que ¢ é diferenciavel e calcule ¢’(x).

¢) Estude ¢ do ponto de vista do crescimento e mostre que ha um s6 ponto c > 0 tal
que P(c) =

RESOLUCAO

2 1 2 21
0 90 = | i [‘—zu ok tL <), mm

In2 1 (%1 ¢ 13 1
S T YN dt= =12 -+ In5.
10+2f(t i) = gpin2- s

b) ¢’'(x) = (1+x2)2 Inx, para x > 0.
¢) Tem-se—% e 2)2 > 0 para qualquer x > 0, logo ¢’(x) > 0 & x > 1, ou seja, ¢ é crescente
em ]1, +oo[ e decrescente em ]0, 1[.

Tem-se ¢(1) = 0. Se existisse ¢ # 1 tal que ¢(c) = 0, entdo, do Teorema de Rolle,
existiria um zero de ¢’ entre 1 e c. Como ¢’(x) # 0 para x # 1, temos que 1 é o tinico
0 de ¢.

7. Considere a fungdo f(x) = fx > %St dt.

a) Determine o seu dominio e mostre que f é par.
b) Mostre ainda que é diferencidvel e calcule a sua derivada.

c) Mostre que existe a > 0 tal que f € monétona e limitada em ]0, a[. Que pode concluir
da existéncia de lim,_,o f(x)?

RESOLUCAO

a) Como a fungdo integranda t %St tem dominio R \ {0} e é continua no seu dominio,

serd integravel em qualquer intervalo limitado que ndo contenha 0. Como x e 3x
tém sempre 0 mesmo sinal, temos Dy = R \ {0}.

Fazendo a mudanca de varidvel u = —f temos

—3x 3x
f(—x):f_ 5t = f O (1)

=f‘q’xcosu - f).

Logo f é par,
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b) f é diferencidvel uma vez que t

Caélculo). Temos
3x
(f costdt_f COStdt) _ cos3x_cosx
" t " 3x X

CcoS 3x — cos x
X

st ¢ continua (pelo Teorema Fundamental do

f()

7

em que tomamos a > 0, parax > 0,ea <0, parax <0.

c) Como cos é decrescente em ]0, [, temos que para 0 < 3x < 7, cos(3x) < cosx, logo
f/(x) = €83C8T < ) para 0 < x < £, ou seja f é monGtona decrescente em 10, Z[.
Por outro lado, parax >0,

3x 3%
f <l ) < f 0ot 4y < f Lt = nt¥ = ns.
) . vt

Logo f é limitada em ]0, 5[C]0, +oo].
Conclui-se que existe f(07) = limy—,0+ f(x). Como f é par, existe também f(07) =
£(0%), logo existe lim,_,g f(x).

8. Sendo ¢(x) = 1‘5{%", se x # 0 e ¢(0) = 0, considere a fungdo g(x) = fox o(t)dt.
(a) Justifique que g é impar.
(b) Determine g’(x), para x # 0 e ainda g’(0).

(c) Indique as abcissas dos pontos onde o grafico de ¢ tem tangente horizontal.
Justifique que g é estritamente crescente.

(d) Justifique que g é limitada.

RESOLUCAO

(@) g(=x) = [~ pM)dt = [} p(-u)(~1)du = —g(x), notando que ¢ ¢ par.
(b) Para x # 0 temos do Teorema Fundamental do Célculo

1— cosx

§ ="
Emx =0:

—_

x d 1-cosx
g(0) = g() g(O):hmeqb(t) i e

x—0 X x—0

(Alternativamente poderiamos considerar a fungdo ¢(x) = ¢(x), para x # 0 e
$(0) = hrn(j) x) = 5, que é continua em R, e aplicar o Teorema Fundamental do

Calculo a (p em ]R.)

Responsdivel: 79
jpinto@math.tecnico.ulisboa.pt



CDI-I 4.3. TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

(c) §'(x) > 0paraqualquerx e Re
Jd(x)=0& cosx=1Ax+#0& x=2kn,keZ)\{0}

(d) Como g é impar, é suficente considerar x > 0. Temos que g ¢é
limitada em qualquer intervalo [0,4], a > 0, uma vez que é continua (decorre
da continuidade do integral indefinido de qualquer funcédo integravel). Para
x € [a, +oo[ podemos majorar g(x) por

2 2 2 2
g(””fu 2 =s0-242 gl

9. Uma funcdo f : R — R diz-se periddica de periodo T > 0, sse Vx € R, f(x) = f(x + T).
Mostre que, se f é continua e periddica de periodo T > 0, entdo

x+T
a) G(x) = f f(t)dt é uma funcado constante em RR.
X

b) Sendo F uma primitiva de f, F serd também periédica de periodo T se e s6 se
I fwde=o.
RESOLUCAO

a) Usando a continuidade da fungdo integranda para justificar a diferenciabilidade de

T . . g
G(x) = fx o f(t)dt pode derivar-se o integral e usar a periodicidade da fungado para
mostrar que o integral tem derivada nula, pelo que é constante. Com efeito:

x+T ’
cw=([" o) =+ - =0

(Note-se que a justificagdo anterior ndo é possivel se ndo se supuser que f é continua.
No entanto a conclusdo continua a ser verdadeira! € necessédrio nesse caso usar
mudanga de varidvel e a aditividade do integral relativamente ao intervalo de inte-
gracao - verifique!).

b) Se F é uma primitiva de f e é periédica de periodo T, temos
T
f f(t)dt = F(T) - F(0) = 0.
0
Reciprocamente, se fOT f(t)dt = 0 entdo da aliena anterior, temos

x+T
G(x)=G(0) =0 & f f(t)ydt =0 & F(x + T) — F(x) = 0.

Logo F é periddica de periodo T.
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4.4 Integracgio e cilculo de Areas

1. Calcule o valor dos integrais seguintes:

Tt 2
a) f xarctg x dx, d) f P 3 g) f xarcsen(}c) dx,
V2

arctgx z
b 3
) f 1 +xz X, e) , X 1 dx, h) f(; cos” x Vsen x dx,
3 Pl Lo
Q) fo sen” x dx, f) fo T dt, i) f(; To o dx,
RESOLUCAO
e x2 s T x2 7_(2 .
a) : xarctgxdx = [E arctgx]1 —jl\ —2(1 T 2) > arctg 7 — 3

1 (™ 1 2 1
—Eﬁ 1- ] +x2)dx = 7Z?arctgrc - g -5 [x — arctg x]{

—n2+1arct 7'(—3—7-(+1
=" 8Ny Ty

2
arctg x 1 1 n2
b dx = tg? ] =—.
)f T+ 7 2archo 32

1 Tt
c)fsen3xdx=f(1—coszx)senxdx:[—cosx+§cos3x]
0 0 0

1 1
= —cosrc+gcos3n+c050—§cos30: -

3
19 . 2
d)f(;x_3dx=[lnlx—3|]0:1n2—ln3:1n§.
i f 1
dx = (2 1 —)d
e)f:x_lx 2x+x+ +x—1 X
7 gt * 80
—[§+?+x+ln|x_1|:|2—?+ln3‘
T 11 1
f) f —dt = f —dx = f ———dx, fazendo a
o et +e2t 1 x+x2x 1 x2(1+x)
mudangca de varidvel x = ¢! © t = Inx. Tem-se
1 11 1

—— =+ =+
x2(1 + x) x x2 l+4+x

(verifique) e portanto

f;dx:—l—1+ln(l+e)+0+1 1n2_—1+1n(1+3).
1 x2(1+x) e 2
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2 2 2 2 2 1
g) f xarcsen(l) dx = [x_ arcsen (1)] — f Y2
v g 2 e Je2 o1

1_1
x2
2arcsen1—arcsen£+l i al E_E_,_l x2_1]2 _1_,_\/5_1
B 2 2 VivaZ-1 3 4 12 Vi 12 2
2 2
h)f cos3x\/senxdx:f cosx(l—senzx)de:f cosx(x/@—sen%x)dx
0 0 0
[entx-Zsenis] =228
K 7 o 3 7 21
i) Fazendo a substituicioe* =t & x = Int, temosx =0 t=e=lex=1t=g¢,

logo

fl ! dx—f;dt—fe—L+ldt—[—1n|1+t|+ln|t|]e
o T+ex— Jy t@+t) )y 1+t t L

=—-Inl+e)+1+1In2.

1 1+e¥—¢" er
OU escrever = =1- .
1+ e 1+ e 1+ e

2. Calcule a drea limitada pela elipse de equagao %2 +y? =1
RESOLUCAO

De 951—2 +y?=1temosy = +4/1 — %. A drea fica (fazendo a substituicdo x = 2sent):

2
A= 4f 1——dx— f2cos tdt

—4f (cos2t+1)dt = [2sen2t+t] = 27.
0

3. Calcule a 4rea limitada pelas linhas de equacdes:

a) y=In(l+x),y=-Inl+x),x=e-1 ¢ yzlnxeyzlnzx,
b) y=In(1+x?),y=1In2, d) ¥ =4(1-x)ey?> =22 -x).

—1 —1
a) A= f 2In(1 + x)dx = [2xIn(1 + x)]g_1 - f X dx
0 0

x+1
-1 1
:2(e—1)—2f 1-
0 x+1

dx =2(e-1)=-2[x —Inlx + 15" = 2(e~1)-2(e~1)+2 = 2.
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b) Os pontos de intersec¢do sioemx =1ex=-1e,em[-1,1], In(1 + x?) <In2, logo

1 1
A:f ln2—ln(1+x2)dx:2fln2—ln(1+x2)dx
-1 0

dx

211 1 o2
=2In2 - 2[xIn(1 + +2
n [xIn(1 + x9)], Lx2+1

1
=21n2—21n2+4f 1- dx:4[x—arctgx]}):4(1—%):4—71
0

x2+1

c) As curvas intersectam-se nos pontos (1,0) e (¢, 1), e parax € [1,¢], Inx > In? x. Temos
2 2 \1¢ ‘(1 2
A= (lnx—ln x) dx:[x(lnx—ln x)] - x(———lnx)dx
1 1 1 X X
=e(1-1)-1(0-0) - [x]] + f2lnxdx
1

=—e+1+[2xlnx]‘i—f2dx:3—e.
1

1 2
d)AszO (\/Z(Z—x)—\/4(1—x))dx+2fl V22 - x)dx

2 1 8
:2f \/2(2—x)dx—2f VA(l —x)dx = =
0 0

3

]/2 2

Alternativamente, integrar em y: as linhassdox = 1 - =—ex = 2 - ]/E e temos

4
2 2 2
_ Y 0T
A_zfo(z > 1+4)dy.

4. Calcule a drea de cada uma das seguintes regides do plano:
a) {ryeR: (x+12<y<20c+1)},  b) {(xy) eR*:0<y < (1-x)arctgx].

RESOLUCAO

a) Temos (x +1)2 =2(x+1) @ x+1=0Vx+1=2e x=-1Vx=1e2(x+1) >
(x+1)? & x€]-1,1[, logo
! 1 1 4
A=f2(x+1)—(x+1)2dx=[(x+1)2——(x+1)3] ==,
-1 3 -1 3
b) Temos (1 —x)arctgx =0 x=1Vx=0e (1 —x)arctgx >0 & x €]0, 1], logo
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1 2 1 1x_x2_2
A:fo(1—x)arctgxdx:[(x—E)arctng—fo 1+x2dx

1 (! 1 1-In2
[ln(l+x2)](1)+§f 1- dx = ——=.
0

1+x2 2

>
N | =
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5 SERIES

5.1 Séries Numéricas

1. Determine a natureza das seguintes séries, usando critérios de convergéncia apropria-

dos:
= on+l o 2" o 1 —4
a) 7 b) 7 C) ’
;\/n3+n2+1 ;n2+n' ;”4 1
o 2" o 1+ 2" - no\
SIS T S J AL
;‘)(zn)l ;1—2” ; 2n+ \n
142+ - 2\" - 2\"
) LT wY (5] o L(-5)
n=1 n=1 n=1
> 7 = 7 — (1000)"
j) , k) 1) /
;3,16_1 nZ:On\/ﬁH % n!
o 7 — 20 o1 — arctgn
m) ;;#—3"' n)nzz;‘(lnn)”' O)nzz;l n2-1’
(o) (o9 o0 1
P) Znsen -, q) Zsen = r) o
n=1 n=1 n=2
RESOLUCAO

NOTA: uma série de termos ndo negativos converge se e s6 se converge absolutamente
(ja que a, = |a,l).

a) Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Comparemos com a série )| % =
n

Y, - a qual é divergente. Como,
n2

n+l
Vrd+n2+1

lim =1 #0,+o00, (verifique)

=
[T

85
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b)

d)

f)

8

h)

concluimos que a série dada e a série }, L tém a mesma natureza. Logo a série
n2
dada ¢ divergente, j& que é uma série de Dirichlet da forma ), & coma =1/2 < 1.

Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Usando o critério de d’Alembert,
on+l n2
s - Gk ) . n ol

DL - D) = T 2
Pl (n+1)*+(n+1)! (n+1)! ((z:l))' 1

—2-0-1=0.

Como este limite é menor que 1, concluimos que a série dada é (absolutamente)
convergente.

Procedendo como em a) concluimos que a série tem a mesma natureza que a série
y L. Logo, é (absolutamente) convergente.
n

Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Aplicando o critério de d’Alembert,

2;1+1

ey 2L ) 2

= = -
= 21 Qn+2)!  Qn+1)(2n+2)

0

Como este limite é inferior a 1 concluimos que a série é (absolutamente) convergente.

n -n . pon Z .
Como % = g_nf% — =1 # 0, concluimos que a série é divergente.

Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Tentemos aplicar o critério da raiz
(ou de Cauchy):

NI=

; ( n ) __n __1 1
2n+ \n 2n+\n  24n 2
Como este limite é inferior a 1 concluimos que a série é (absolutamente) convergente.

(Comece por reparar que, contrariamente a e), a sucessao do termo geral desta série
converge para 0 o que ndo nos permite tirar qualquer conclusdo sobre a convergéncia
ou divergéncia da série.)

Tratando-se de uma série de termos ndo negativos, podemos tentar usar o critério
de d’Alembert:

n+2
T 142m2 1430 2= 93-n 4

Lot T ] pon ] 43l 2D 4 13743
1+3"

2
—

Como este limite é inferior a 1 a série é (absolutamente) convergente.
n
(Alternativamente: usar o critério geral de comparagdo com }, (%) J)

Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Tentemos aplicar o critério de
Cauchy:

n? n
(1+E) :(1+2) — 2.
n n

Como este limite é superior a 1 concluimos que a série é divergente.
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i)
j)

k)

I

p)

q)

Como em h), neste caso a série converge.

Como em a) concluimos que a série tem a mesma natureza que a série ) % Logo, é
divergente.

Como em a) concluimos que a série tem a mesma natureza que a série ) # Logo,
é divergente.

Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Aplicando o critério de d”Alembert,

(1000)"+1 | 1000
(n+1)t .. T __ T _
mW = llmlooom = llmm =

n!

0.

Como este limite é inferior a 1, a série é (absolutamente) convergente.
—_on ot o2 . .,
Repare-se que Y2, %% ¢ uma série de termos ndo negativos, ja que n < 2" e
n? < 3", para qualquer n € IN (por indugéo
Aplicando o critério de d”Alembert,
n+1-2m+1 ’

. (n+12-3T
lim S S o

n—2" 3

n2-3n

' L. _non
(verifique), logo a série )", ,szzg,n converge (absolutamente) .

Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Tentemos aplicar o critério de
Cauchy:
o 1
(Inn)" ~ Inn

Logo, a série é (absolutamente) convergente.

- 0<1.

Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Comparando com a série conver-
co 1

gente ), -3t
arctgn >

n2—1 n TC
——— = arctgn — — #0,00.
L 8121 2

n

o A 9 oo arctgn
LOgO, as séries tém a mesma natureza, ou se€ja, Zn:Z 21

vergente.

é (absolutamente) con-

Temos

1

sen 3 . senx

= lim =
% x—0 X

lim n sen % = lim 1.

Como o termo geral ndo converge para 0, a série diverge.

Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Comparando com a série conver-
o 1

gente )., -5

1
. sen 3 . senx
lim " = lim =1#0,c0.
lz x—0 X
n

Do critério geral de comparacao, as séries tém a mesma natureza, ou seja, convergem
(absolutamente).
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r) Trata-se de uma série de termos ndo negativos. Comparando com a série divergente
co 1
Zn:Z n

:T|,A

n
L= —— — 400,

" Inn

:IH|

Logo, ﬁ > 1 a partir de determinada ordem, e do critério geral de comparagio, a

série diverge.

2. a) Justifique que se f é uma funcdo real tal que

. f)
lim f— =LeR",
x—0t X
entdo, para qualquer sucessdo a, > 0 com a, — 0, as séries }.a, e }, f(a,) tém a
mesma natureza.

b) Determine a natureza das séries seguintes, para cada « € R:

RESOLUCAO

a) Para a, > 0, as séries },a, e ), f(a,) sdo de termos ndo negativos, jd que se

lim, o+ @ =L > 0, entdo f(x) > 0 em ]0,a[ para algum a > 0, logo f(a,) > 0.

Como g, — 0%, tem-se

lim M = lim & =L
an x—0t X

> 0.

Como L # 0,400, segue do critério geral de comparagdo que }.a, e ), f(a,) tém a
mesma natureza.

b) Segue directamente de a), notando que

X -1 arcte(x
im SO g i Eolog gy W
x—0 X x—0 X x—0 X

1

que as séries dadas convergem se e s6 se a > 1, por compara¢do com as séries de
2.9 1
Dirichlet } .

3. Determine se sdo absolutamente convergentes, simplesmente convergentes ou diver-
gentes, as seguintes séries alternadas:
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b)

Z(-hn(lzn), 9 Z(_l)gﬂ 0 g(_l)nsen(%),

AT D Y-V, 0 Y S
n=0 n=1

RESOLUCAO

a)

b)

<)

d)

O termo geral da série é uma sucessdo divergente ja que possui dois sublimites
diferentes: 1 e —1. Logo, como o termo geral da série ndo tende para 0 concluimos
que a série é divergente.

(Comece por observar que, contrariamente ao caso anterior, a sucessdo do termo
geral da série converge para 0 o que ndo nos permite tirar nenhuma conclusao sobre
a convergéncia da série. Observe igualmente que ndo se trata de uma série de termos
ndo negativos pelo que os critérios anteriormente usados para esse tipo de séries
(comparacdo, d”Alembert, Cauchy) ndo podem ser directamente aplicados aqui).

Estudemos a série de médulos correspondente. Como
(=D)"n

Z n3+2 :Zfﬁ'

n=1 =

por comparagdo desta série de termos positivos com a série convergente } . % con-
cluimos que esta série é convergente e, portanto a série dada é absolutamente

convergente.

Esta série é absolutamente convergente, uma vez que a série dos médulos é dada
3000
© 7 ; P , C O 1
por }.,-; "5, que € convergente (usando o Critério de d’Alembert: 2= — 3 <1).

o ( avn _ _ 6 (=1y" . .. -
Yoo (Vn+1=+n) =Y, v Consideremos a série de termos positivos

=y L___ e comparémo-la com a série divergente ) %:

=0 (V+1+ Vi)

Zoo (=1
1=0 | (Vin+1+ i)

1
( n+1+\/ﬁ) = 1 — % #0,+00
Vi i+

logo a série de mdédulos considerada é também divergente. Concluimos que a série
dada ndo pode ser absolutamente convergente. Tratando-se de uma série alternada
tentemos usar o critério de Leibniz: considere-se a série dada na forma ) ,(-1)"a,
1
com a, = ———— > 0. Como
" (W l+ vn)

B Vn—Vn+2 -
(Vn+2+ Vn+1)(Vn+1+ Vn)
0 que mostra que a sucessdo de termo geral a, é decrescente, e como a, — 0,

podemos concluir, pelo critério de Leibniz, que a série é convergente. Logo, a série
é simplesmente convergente.

Ap+1 — An
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Uma observagao: o critério de Leibniz s6 decide da convergéncia de uma série,
nada dizendo sobre a convergéncia ser simples ou absoluta. O resultado anterior
foi obtido depois de termos verificado previamente que a convergéncia ndo poderia
ser absoluta.

e) E uma série alternada. Considerando a série dos mddulos correspondente

[Se]
Z sen( ) vemos que sera divergente, uma vez que
=1

=

lim

e portanto a série dos médulos tem a mesma natureza que a série harménica. Con-
cluimos que a série dada ndo pode ser absolutamente convergente. Escrevendo a

série dada na forma Zn 1(=1)"ay, coma, = sen( ) temos que an — 0 ea, é decres-

cente, uma vez que a fungdo sen x é crescente para 0 < x < 2 e 1 é decrescente. Do

critério de Leibniz, a série dada converge. Logo, a série é simplesmente convergente.
f) E uma série alternada. A série dos médulos é dada por ). ; #,
(uma vez que Y, ; & converge sse & > 1). Concluimos que a série dada ndo é

-1)" 00
(\/7—)1 = anl(_l)nan, com an = #,

que é divergente

absolutamente convergente. Escrevendo ).
temos quea, — 0,a, >0e

11 Nm+l-on
Vi Va+l Vn+lva

ou seja, (a,) é decrescente. Assim, pelo critério de Leibniz, a série é convergente.
Logo, a série é simplesmente convergente.

an — Ap41 =

5.2 Séries de poténcias e séries de Taylor

1. Determine para que valores de x € IR as seguinte séries de poténcias convergem abso-
lutamente, convergem simplesmente ou divergem:

o ! o (—1)122xn n!(x — 1)
a);zn’ C)Z m )Z n+1
- (x+2)"
b) nZ::O' (n+2)2" d) Z (n+ 1)”
RESOLUCAO
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(o¢] xn (o] x n
a) Temos Z o Z (E) ¢ uma série geométrica de razdo 5. Logo, converge absolu-
= n=0
tamente para "2—‘| <1l& |x] <2 & -2 <x <2ediverge para |’2—C| >lex<2Ax 22

(x +2)"
- 0, (n+2)2n
dado por

b)

é uma série de poténcias, centrada em —2, cujo raio de convergéncia é

1
o 21+3) _

R=1li Anto)
m (n+2)

= lim
Logo, a série é absolutamente convergente para [x+2| < 2 & —4 < x < 0 e divergente
paralx+2|>2 o x<—-4Ax>0. Para|x+2| = 2, temos:

e Se x = 0: obtemos a serle Yo

série harmonica Y .

o —, que é divergente por comparagdo com a

n=1 n
P - 4
e Sex = —4: obtemosasériealternada ), (nT)z Javimos que a série dos médulos
correspondente é divergente, logo esta série ndo é absolutamente convergente.
No entanto, aplicando o critério de Leibniz, como 0 < ﬁ ¢é decrescente, tem-se

o (=D)" .
que ).~ 35 € convergente, logo converge simplesmente.

Conclui-se que Y, 3:22))2,1 converge absolutamente para x €] —4,0[, converge
simplesmente para x = —4 e diverge para x €] — oo, —4[U[0, +oo[.
o (—1)22 —4

<) HZ:; ()Z—nx = % ()" Z Z fazendo y = —4x. E uma série de poténcias

com raio de convergénc1a dado por

R =1lim =

Logo, a série é absolutamente convergente para |[y| < 1 & —}L <x< % e divergente

1 1 _ X
paraly|>1 & x <—3 Vx> 7. Para |y| = 1, temos:
e Se x = —l: obtemos a série )., % que é divergente por comparagdo com a

série Zn L

e Sex = I: obtemos a série alternada Y, 2n . Jé vimos que a série dos médulos
correspondente dlverge, portanto a série nao converge absolutamente. Do
critério de Leibniz, uma vez que % — 0 e é decrescente, a série converge, e
portanto converge simplesmente.

) & (_1)n22nxn

Conclui-se que Z —_—

> converge absolutamente se x € ]—%, }1[, converge
n

n=1
simplesmente para x = }L e diverge se x € ]—oo, —}L] U ]}L, +oo[.

(nx)" n" " ) ) ) .
———x" é uma série de poténcias, centrada em 0, cujo raio de
)Z(n+1)” Z(n+1)” p ]
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convergéncia é dado por

R = :hm =1.

nVI

lim" W

Logo, a série é absolutamente convergente para |x| < 1 e divergente para |x| > 1.
Para |x| = 1, temos:

e Se x = 1: obtemos a série I - =Y Uma vez que
70 )" n=0 741 q

n \* 1\
=(1- -1
(n+1) ( n+1) —e

concluimos que a série diverge uma vez que o termo geral ndo converge para 0.

e Se x = —1: obtemos a série Z;c’:o(—l)”ﬁ. Ja vimos que lim # =e7!, logo
(—1)"# tem dois sublimites e™! e —e~!, e a série é portanto divergente, uma
vez que o termo geral ndo converge para 0.

Conclui-se que Y., (flnfl):n converge absolutamente para x €] — 1, 1[ e diverge para
X €] —o00,—1]U[1, +o0].

n'(x—l)” . . . . . N
e) E : é uma série de poténcias, centrada em 1, cujo raio de convergéncia é

n!'+1
dado por
n!
. S ET n m+1+1
R=lim 7o = m ey 1
(n+1)!1+1
~ lim n+D'+1 im (m+1D!+1
B m+Dn'+1)  m+D'+m+1)
L+ (1141—1)!
= lim =
1+ 4

Logo, a série é absolutamente convergente para [x —1| <1 & 0 < x < 2 e divergente
paralx—-1>1ex<0Vx>2. Paralx—1| =1, temos:

e Sex =2, obtem-seasérie ), n,+1, que é divergente uma vez que —*= n,+1 —-1#0.

e Se x = 0, obtem-se a série ), %, que também ¢é divergente, uma vez que
";1(! +11) tem dois sublimites —1 e 1, logo o termo geral da série ndo converge para
0.

Conclui-se que Y., mfj;i)n converge absolutamente para x €]0, 2[ e diverge para

X €] —00,0] U [2, +0c0].

2. Determine para que valores reais de x sdo absolutamente convergentes, simplesmente
convergentes e divergentes as seguintes séries:
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e b 37200y
a , - x)".
n+1 (2n)!
n=1 n=0
RESOLUCAO
a) Faga-se y = (2x)*:
i (zx)3n ~ i yn
n+l Ldn+1
n=0 n=0
Esta é uma série de poténcias cujo raio de convergéncia e dado por
1
R=lim ™ =1,
n+2
Logo, a série é absolutamente convergente para |y| < 1 e divergente para |y| > 1. Se
y= 1 obtemos a série Z . Como — 1, esta série tem a mesma natureza que
n+1
a série harmonica Z ou seja, é divergente. Se y = —1, obtemos a série alternada
Y (n —. Dado que -= - O e que -1 - - = —m < 0, deduz-se, aplicando
o critério de Lelbmz, que a série é convergente. Como }| (;i)ln = Y. -1 e jé vimos
que esta série é divergente, concluimos que para y = —1 a série é simplesmente
convergente. Entdo, como
3 1
<1l & [2%)°<1 & |x|<§,
1 1
=lex=z =-leox=—=,
Yy > €Y 5
concluimos que a série de poténcias dada é absolutamente convergente se x €
]—%, %[, simplesmente convergente se x = —1 e divergente se x € ]—oo, —%[ U [%, +oo].
b) o raio de convergéncia da série ), 2(2(2;? y" é dado por
2"(n!)?
R=1i @n)! . 2n+1DH(2n+2)
=lim ————— =1lim =
2041 (n+1)1)2 2(n + 1)2
Qn+D)!
(verificar!), logo a série converge absolutamente para |y| < 2 e diverge para |y| > 2.
Para |y| = 2, temos que
4 ()12
Cn+2)l  _ 2n+2 o1
@2 2n+1
@n)!
41 n+1 2
(verifique!), logo Y. (Z(n)' é divergente =L (2:)1!!) é crescente, e assim ndo converge
para 0).
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—se y = —2, obtemos a série alternada ), ,(—1)" 2 2(2)? que é também divergente uma

vez que o seu termo geral ndo converge para zero (terd dois sublimites diferentes).

Conclui-se que a série )" (2(11)' y" converge absolutamente para |y| < 2 e diverge

2

para |y| > 2. Fazendo y = x

n 2
Yo 2(2(2;? (x? — x)" converge absolutamente para —1 < x < 2 e diverge para x <

—-1vx=>2.

— x e resolvendo em ordem a x, temos entdo que

3. Desenvolva as seguintes fun¢des em série de Taylor no ponto 4, indicando o menor
intervalo aberto onde esse desenvolvimento é vélido. Aproveite para determinar as
respectivas derivadas de ordem #n em a.

a) f@)=@-1¢, a=1, g) f(x)zfxsentzdt, a=0,
b) f .X‘) — 62x+1 a=0, 0
1

I fW =5 =0, h)f(x)=—1)2, a=0,
d) f(x) = cos(x + 12, a=-1, _
e) f(x)=lnx, a=2, D fe)= 1+x ’

0 ! ! k) f(X) 11’1 x + 1) a=0.
RESOLUCAO

4. a)

b)

<)

d)

e - Z(" I _yree- 3 e
(x—1)e" = (x — e = (x - 1)e L=l 1)'( W
O e o
Temos =) & f(1) =ne.
2+l _ =1 B 2 on o
e | Z:(‘) n_ (2x)" = n§_0€—n!xn, para x € R. Temos f"(0) = e2".

2x3:-1 - 1—( _Jx ) Z( 12"« Z:(_l)nznxwrl = Z(—l)n_12n_1xn, para
n=0 n=1

1 1
2x[<1e -3 <x<3.

Temos f™(0) = nv(—1)n—1zn—1.

()"
4 (2n)!

Temos f(4”)(—1) (an)i5d, fB(=1) = 0, se k # 4 (se ndo é miiltiplo de 4).

cos(x +1)% = ~—(x +1)*", para x € R.
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, 1 1 11 1y x-2 (-1)"
e)(lnx)—x—2+(x_2)—21+%—2n20( 2) Zan( 2)", para

|—%| <1 & 0<x <4 Logo, primitivando termo a termo,

(o¢]

(1" - (— )" ! .
lnxz;z()m(x—z) 1+C L (x 2) + C.

Fazendo x = 2, temos C = In 2.
M) = 1 EV T _ D D) -
Temos f"(0) = n! “—r— = m—,paran>1e f(0) =In2.

(o¢]

X ’
f) Do Teorema Fundamental do Calculo, ( f et dt) =¥ = Z , para
g n=0
x € R. Logo, primitivando termo a termo,
X ce n
-2 -1 2n+1
dt = _ +C.
fo ¢ Z:;‘ nen+ 1)
Fazendo x = 0, temos C = 0.
1 1
Temos f@#1(0) = (2n + 1)l 552 = @n)! & e f29(0) =
X ’ oo _1)"
g) Do Teorema Fundamental do Célculo, ( f sen 12 dt) = sen (%) = (—)'x4”+2.
0 = (27’1 + 1)
para x € R. Logo, primitivando termo a termo,
X o0
(-1)" An+3
£dt = e el
fo seft L @+ 3)@n+ 1)1
Fazendo x = 0, temos C = 0.
& |
Temos f#*3)(0) = (4n + 3)! (4n+3)8n+1), =C 1()2,1171[;2) e f®(0) = 0. para k # 4n + 3.
1 1
h) P((x n 1)2) T Z( 1) = Z( 1)"1x", para |x| < 1. Logo, derivando

termo a termo,

(o]

1 _ _ 1\l n-1 _ = _1\1,1
(x+1)2_;n( 1)+l _;(nﬂ)( 1),

Temos f™(0) = nl(n + 1)(—1)" = (n + 1)(-1)".

) — 1L 11 gy
= = — = _11’1, _1<2@_1< <3.
2 1+x 2+4+(x-1) 21+% e 2n+1(x )", para |x — 1| x
Temos (1) = ”’2(;11)”_

. ool
j) (arctg y) 1+ 5

termo a termo,

Z( 1)"y*", para |y?| < 1 & -1 < y < 1. Logo, primitivando
1n=0

arctgy = Z S 1y2”+1 +C.

Responsdvel: 95
jpinto@math.tecnico.ulisboa.pt



CDI-1 5.2. SERIES DE POTENCIAS E SERIES DE TAYLOR

Fazendo y = 0, temos C = 0. Temos assim para -1 <x* <1 & -1<x<1

(_1)11 x4n+2_

arctg x> =
8% T Lion+1

Temos f@+2(0) = (4n + 2)! & 2n+1 e fO(0) = 0 para k # 4n + 2.

2 [ee]
k) (In(x* + 1)) = =2 i T = Zx;)(—xZ)" = ;202(—1)%2””, para -1 < x < 1. Logo,
primitivando termo a termo,

(e}

G2 + 1) :Z 21" 22 4 C = Z( 1)"! 20 4

o n+2

Fazendo x = 0, temos C = 0.
Temos f@(0) = (2n)! EU= f@r+1)(0) = 0
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