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Espacos vectoriais com produto interno

Notacao
Produto interno usual em R": (z,y) =y'x=x'y
Produto interno usual em C*: (z,y) =y ' x =x'y

Num espaco linear munido de um produto interno (-, -):

Norma de um vector u: ||u|| = /(u,u)
Distancia entre v e v:  d(u,v) = ||u — v||
Projeccao ortogonal do vector w sobre o vector v:

(w, v)
Il

proj, w = v
Matriz ortogonal: ATA = AAT =1 (A matriz real)

Matriz hermitiana:_TZT = éT
Matriz unitaria: A A=AA =1

Observacoes

Nos exercicios seguintes, sempre que se pressuponha um produto interno nao
indicado explicitamente, subentende-se que se trata do produto interno usual.

Produtos internos em espacos vectoriais
6-1) Considere os vectores u = (4,1, —2) e v = (2,—1,3) de R3. Calcule:
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Espacos vectoriais com produto interno
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6-2) Sendowv = (—2,3,0,6), para que valores de « se verifica a igualdade ||av|| = 57

6-3) Para que valores de o podemos afirmar que u e v sdo ortogonais?

a) uw=(2,1,3),v=(1,70a)
b) u=(a,a,1), v=(a,5,06)

6-4) Determine dois vectores com norma igual a um que sejam ortogonais aos trés
vectores seguintes:

w=(2,1,-4,00 wv=(-1,-1,22) w=(3254)

6-5) Verifique a desigualdade de Cauchy-Schwarz para os vectores u e v:

w=(0,-2,21) wv=(-1,-1,1,1)

6-6) Determine todos os vectores de R? de norma unitdria que fazem um angulo de
7/3 radianos com o vector (2,/5).
6-7) Sejam w e v vectores de R". Prove que:
I+ v[* + [lu = v]|* = 2||ul* + 2]|v|

Interprete geometricamente esta igualdade para n = 2.



6-8)

6-9)

6-10)

6-11)

6-12)

6-13)

Espacos vectoriais com produto interno

|dentifique os casos em que as seguintes identidades (com uw = (uy,us,us)
e v = (v, vs,v3)) definem um produto interno em R3. Nos restantes casos,
indique as propriedades que n3o s3o satisfeitas.

a) (u,v) = uv1 + uzvs

b) (u,v) = uiv? + udvi + uiv?
c) (u,v) = 2ujv; + ugvy + 4dusvs
d) (u,v) = ujv; — ugvy + uzvs

|dentifique os casos em que as seguintes identidades (com u = (uq, ug, us, uy4)
e v = (v, v, v3,v4)) definem um produto interno em R*. Nos restantes casos,
indique as propriedades que ndo sdo satisfeitas.

a) (u,v) = ujv; + UgVy + Uzvz + UsVy

b) (u,v) = ufvy + u3vs + u3vi + ujv}

c) (u,v) = 2uiv; + ugvy + 4ugzvs + ugvy

d) (u,v) =ujv; + uzvs
Seja {u,v} um conjunto ortogonal de vectores de R™ tais que ||u| = 1 e
|v|| = 2. Calcule d(u,v), e interprete geometricamente este resultado para
n = 2.
Sejam u = (\%, _\/Li) ev = (\/iav \/la) Quais sdo os valores de « para os

quais o conjunto {u,v} é ortonormal?

Calcule:

a) projug(—1,—1).
b) proj o3 (=, —2m, —3m).

Utilize o método de Gram—-Schmidt para obter uma base ortonormal para as
expansoes lineares dos seguintes conjuntos linearmente independentes.

a) {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}
b) {(1,0,—1,0),(—1,2,0,1),(2,0,2,1)}



Espacos vectoriais com produto interno

6-14) Considere C? munido do produto interno usual. Utilize o método de ortogona-
lizagdo de Gram—Schmidt para obter uma base ortonormal de L{uy, u2}.

a) wr=(1,-3i) = (2i,2i)
b) w1 = (7,0) ug = (1 + 3i, —50)

6-15) Considere a fungio (-,-) : R? x R? — R definida por
(u,v) = 3uqvy + dugy,
com u = (ug,uz) e v = (vy,vy).

a) Mostre que (-,-) € um produto interno em R?.
b) Calcule ||u|| e d(u,v), para u = (—1,3) e v = (2,5).

c) Determine o conjunto dos vectores u tais que ||u|| < 1.

6-16) Seja ¢ : R x R? — R o produto interno definido por
d(x,y) = 3x1y1 — 221Y2 + T1Y3 — 2x2y1 + 229ys + T3y1 + 273Y3,

com x = (xl,xg,xg) ey = (yl,ymyz%)-

a) Determine a matriz de Gram G dos vectores da base canédnica (e, ez, €3)
de R3, considerando R?* munido com produto interno ¢.

b) Verifique que G' é uma matriz simétrica e definida positiva (isto é, xT'Gx >
0 para & # 0, ou equivalentemente, os valores préprios de GG sdo todos
positivos).

c) Verifique que se tem a igualdade
¢(z,y) =y Gx.

As alineas que se sequem dizem respeito ao produto interno ¢.

d) Verifique que os vectores e; = (1,0,0) e es = (0, 1,0) n3o sdo ortogonais.

(¢]

Determine proj,, €.
Determine um vector ortogonal a e;.

Determine o angulo entre e; e es.

O Y
N e e N N

=

Utilize o método de ortogonalizacdo de Gram—-Schmidt para obter uma
base ortonormada de R? a partir da base candnica de R3.



Espacos vectoriais com produto interno

6-17) Seja W o subespaco linear de R? definido por:
W={(x,y,z) :y=2xANx=y+z}

Determine uma base e equacdes cartesianas de .

6-18) Seja W o subespaco de R? definido pela equagdo x — 2y — 3z = 0.

a) Determine equacdes cartesianas de W=,
b) Calcule as distancias de (1,0, —1) a W ea W+,

6-19) Considere o hiperplano de R*:
W ={(z,y,z,w) € R*: . — y + 22 — 2w = 0}

a) Determine uma base para o subespaco linear W=, e obtenha equacdes
cartesianas de W+,

b) Exprima o vector w = (1,2,1,—1) na forma

w = w; + Wws,

comw; € W ewy € WE.
c) Calcule as distancias d((l, 2,1,-1), W) e d((1,2, 1,—-1), WL).
d) Prove a igualdade:

R =W e W
1 2 -1 2
6-20) Considere amatriz A= |3 5 0 4|.
11 2 0

a) Sem efectuar quaisquer célculos, justifique se sdo verdadeiras ou falsas as
afirmacoes:

i) dim.Z(A)+ dim A4 (AT) = 4.
i) dim%(A) + dim A (AT) = 4.
b) Determine uma base para o complemento ortogonal do niicleo de A.

c) Determine uma base para o complemento ortogonal do nicleo de AT.



6-21)

6-22)

6-23)

6-24)

6-25)

Espacos vectoriais com produto interno

Seja W o subespaco de R? definido pelas equacdes paramétricas:

r =2t
y = —5t (t e R)
z =4t

Determine a projecgdo ortogonal projy, . (1,0, —1) do vector (1,0, —1) sobre o
subespaco W+.

Determine equagdes cartesianas da recta que passa pelo ponto (3,—1,2) e é
paralela ao vector (2,1, 3).

Determine uma equagdo cartesiana do plano que contém o ponto (1,—2,2) e
a recta definida por:

r=1
y=t+1 (t € R)
z2=—-3+2t

Determine a distancia do ponto (3, —1,2,1) ao hiperplano {(z,y,z,w) : = +
2y — 2z —w = 4},

Em R3, considere os pontos:
Py =(1,0,-1) P, =(0,1,0) P,=(1,1,1)
a) Determine equagdes cartesianas e paramétricas da recta que passa por P,
e tem a direcgdo do vector u = (0, —1, —3).

b) Determine uma equagdo cartesiana do plano que passa por Fj e é perpen-
dicular a recta que passa por Py e tem a direc¢do do vector n = (1,0, 1).

c) Determine uma equacdo cartesiana e equa¢des paramétricas do plano de-
finido por Fy, P; e P,. Determine ainda um vector normal a este plano.

d) Determine a distancia de (1,1,0) ao plano da alinea anterior.

6-26) Determine o complemento ortogonal do subespa¢o linear de Py gerado pelo

polinédmio p(t) = (¢t + 1)?, quando se considera definido em P, o produto
interno

(ag + art + -+ -+ ant™, bo + byt + - - + byt") = agby + - - - + anby.
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6-27)

6-28)

Espacos vectoriais com produto interno

Considere a operacdo (-,-) : Py x Py — R definida por

(p,q) = p(0)q(0) + p(1/2)q(1/2) + p(1)q(1),
para p,q € Ps.
a) Mostre que a fungdo (p,q) € um produto interno em Ps.
As alineas que se sequem dizem respeito ao produto interno (p,q).

b) Calcule ||p||, com p(t) = ag + a1t + ast®.
c) Calcule o 4ngulo entre os polinémios p(t) =1 —t% e q(t) =1+t + 2
d) Sendo W = L£{1 — t*},

i) determine uma base de TW*.

ii) determine a distdnciade q(t) =1+t+t>aW ea W

e) Determine uma matriz simétrica A tal que

Qg
<p>CI>:[bo b bQ]A ag|

a2

para p(t) = ag + ait + ast® e q(t) = by + byt + bot?.

Seja U o subespaco de M5 constituido pelas matrizes A tais que AT = —A
(matrizes anti-simétricas). Considere a operagdo de My, x My, em R definida
por

(A, B) = tr(BTA), (1)

onde tr designa o traco de uma matriz.

a) Mostre que (-,-) definido por (1) é um produto interno.

o

(o))
~— ~— ~— S ~—

Determine a dimens3o de U e de U+.

@]

Determine bases ortonormadas de U e de U+,

Determine as projeccdes ortogonais de [ % 1] sobre U e sobre U+,

@D

Qual a matriz anti-simétrica mais préxima de [ 4 §]?

—

Determine a distancia de [ 1, }] a U.



6-29)

6-30)

6-31)

6-32)

6-33)

Espacos vectoriais com produto interno

Considere as transformacoes lineares
T1 . M2><2<R) — MQXQ(R) T2 . M2X2<R) — MQXQ(R)
definidas por

A4 AT A— AT
- 2= S

T1(A)

Mostre que a imagem Im(73) da transformacdo linear 73 é o complemento
ortogonal da imagem Im(73) da transformagdo linear T3, quando My, (R)
estd munido com o produto interno

(A, B) = tr(BTA).

Diagonalizacao ortogonal e diagonalizacao
unitaria

Seja A uma matriz real m xn. Prove que as colunas de A formam um conjunto
ortogonal se e s6 se AT A é uma matriz diagonal. Prove ainda que esse conjunto
é ortonormal se e sé se ATA é a matriz identidade.

a) Uma matriz real A de ordem n diz-se ortogonal se ATA = I. Prove que
A é ortogonal se e s se as colunas de A formam uma base ortonormada
de R".

b) Identifique todas as matrizes ortogonais de ordem 2. (Sugestdo: Cada
coluna de A é um vector de R? situado na circunferéncia de raio unitario
e centro na origem, que é determinado por um angulo.)

Mostre que se A é uma matriz real diagonalizavel e admite uma matriz diago-
nalizante ortogonal, entdo A é simétrica.

Mostre que se A é uma matriz simétrica real, entdo os valores préprios de A
Sao reais.



Espacos vectoriais com produto interno

6-34) Diagonalize ortogonalmente a matriz
3 1 1
A=11 3 1
11 3
Note que a soma das entradas de cada linha de A é constante.

6-35) Seja A uma matriz unitdria de ordem n, e seja T : C" — C™ a transformacio
linear que é representada pela matriz A na base candnica. Mostre que:

a) (Tz,Ty) =(z,y) (v.yeC)
b) [Tzl =z  (zecC)
c) Se A é valor préprio de A, entdo |\ = 1.

6-36) Diga se as matrizes seguintes sdo simétricas, anti-simétricas, hermitianas, anti-
hermitianas ou unitdrias.

1 2 5 1 i 5 0 -1 0
A=|-20 -3 B=|-103] Cc=|1 0 0 D:[_Z Z]
5 3 1 5 3 1 0 0 1 b

6-37) Sendo A uma matriz hermitiana, mostre que os seus valores préprios sdo reais.
Mostre ainda que a matriz A é uma matriz definida positiva se e sé se os seus
valores préprios sao positivos.

6-38) Determine «, § e v de modo que a matriz A seja hermitiana.

—1 a —1
A= 1(3-5 0 v
15} 2441 2

6-39) Determine quais das seguintes matrizes s3o unitdrias:

o [i ]

10



Espacos vectoriais com produto interno

i 1
b [f_ %
V2 V2
C) 14+272 1+2
1—7 —1+4+1
.
9|0 % 7
V2 V6 V3

6-40) Diagonalize unitariamente as seguintes matrizes, se possivel.

2) A:[ 4 1—1

1+i 5
5 0 0
by A={0 -1 —1+i
0 —1—i 0

11



6-1)

6-2)

6-3)

6-4)

6-5)

6-6)

6-8)

Wl

Solucoes

a) 37

b) v21++14

) 3v21

2 13

Q) (Z— v vin)

e) 1

f) arccosﬁﬁ

g) V33
A igualdade verifica-se para o = % e para o = —%.

oa= -3
b) a=-2e¢a=-3
3 4 6 11 34 44 6 11

—5 50 —5msr) © (55 =50 57 )

|5| < 3-2, ouseja b < 6.

B+ Ff -

a) Nao é produto interno. Falha a propriedade (v) na lista abaixo.

12



b) Nao é produto interno. Falham as propriedades (ii) e (iii).
¢) E produto interno.

d) Nao é produto interno. Falham as propriedades (iv) e (v).

(u,v) = (v, u)
(u~+v,w) = (u,w) + (v, w)
(au,v) = afu,v)
(u,uy >0

(uyuy =0=u=0

6-9) a) E produto interno.

b) Nao é produto interno. Falham as propriedades (ii) e (iii) (ver lista do
exercicio anterior).

¢) E produto interno.

d) Nao ¢ produto interno. Falha a propriedade (v).
6-10) d(u,v) =+/5

6-11) o =38

613) ) (G o) (G- B). ()
b) {(5:0=95:0) & (52 -5 1), yabes (21,421, 13)}

Na alinea a), se se comegar por aplicar o método de ortogonalizacao de
Gram—Schmidt tomando como primeiro vector (1,0, 0) e como segundo vec-
tor (1,1,0), obter-se-4 a base canénica de R3.

13



6-14)

6-15)

6-16)

6-17)

6-18)

6-19)

6-20)

2) {(\/LTO’ _\/iToZ.)» (1% + l%z', —% + ILOZ)}
b) {(1,0),(0,1)}

b) [I(=1,3)[l=v48  d((~1,3),(2,5)) = V47

c) {ueR?: |lul] <1} = {(u,us) € R? : 3u? +5u2 <1}

0 o-[37]

d) ¢(er,er) =ex’Gey = —2

e) Droj,, es = (—%:0,0)

f) (1,3,3)

g) arccos\_/—%

) (5(1,0,0), =3 1,0), 3(-1,-1,1)

Base: {(27 _17 0)7 (17 _17 _1))
Equagao: —z —2y+2 =10

{Qx—i—y: 0
a)
3r+2=0
_ 2v/14
_ V42
d((l,O,—l),WJ‘> - %

a) Base: {(1,-1,2,-2)
r+y=0
Equacoes cartesianas: { —2rx 4+ 2 =0

20 +w =0

b) (1,2,1,-1) = (5,2,2,-3) + (3~ 5,2, -2)

c) d((1,2,1,-1),W) =2+ d((1,2,1,-1), W) = v810

10

a) 1) Falsa.
ii) Falsa.
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b) {(1,2,-1,2),(3,5,0,4)}
o) {(1,3,1),(2,5,1)}

6-21) (3.~ 1)

6-22) T —2y=>5
—3y+z=5

6-23) llx —3y—42=9

6-24) 210
r=1
6-25) a) Equagoes paramétricas:  y = —t (t e R)
z=—-1-3t
N . r=1
Equacoes cartesianas:
{33/ —z=1
b) x+2=0
r=1—-«
c) Equagoes paramétricas: ¢ y = a + 3 (a, B € R)
z=—14+a+28
Equacao cartesiana: x + 2y — z = 2
Vector normal: (1,2, —1)
1
d) G

6-26) Trata-se do subespago {(—2b — ¢) + bt + ct* : b,c € R}.

6-27) b)) |lao + ait + ast?|| = (3ad + 3apar + 2apas + Yajas + 2a? + }—gag)%

37
c) arccos ; 555

d) i) {—Z+t—+*}

i) A1+t W) = V21

15



d(1+t+2, W) =2

20
3 5
3 5 3
3 5 9
e) |3 1 3
509 17
4 8 16

6-28) b) dimU=1 dimU*+=3

c) Baseo.n. de U: {

Base o.n. de U+t: {
1
0
0
2

6-30)

Consideremos a matriz m X n que abaixo se encontra descrita por colunas

A:[cl‘cﬂ...‘cn],
onde €1, ¢z, ...,¢, € R", e calculemos ATA.
T T
A A:[cl‘cz‘...‘cn] [cl‘cﬂ...‘cn}
ClT
C2T
= . [Cl‘C2‘...‘Cn}
Cnt
cifc; c1fey ... c1Tcy
caTe; caTey ... coley
_chcl calcy ... cyley

16



6-31)

Temos assim que

(c1,¢1) (e1,e2) ... (e1,¢y)
AT A — (cz,: c1) (ca,ca) ... (cz,:cn) | @
(en,c1) (Cp,c2) ... (Cn,Cpn)

donde se conclui imediatamente que AT A é uma matriz diagonal se e s6 se
para todo (Z,7), com4,j =1,...,nei# j, se tem (¢;,c;) = 0. Por outras
palavras, ATA é uma matriz diagonal se e s6 se o conjunto {cy, €, ..., ¢, }
¢ um conjunto ortogonal.

De modo semelhante, a equacao (2) permite concluir que ATA é a matriz
identidade I se e s6 se para todos os i,5 = 1,...,n se tem

5@ = {O sei#j

1 set=j.

Ou seja, ATA é a matriz identidade se e s6 se o conjunto {cy, ¢z, ..., cn} é
um conjunto ortonormal.

b) As matrizes ortogonais de 22 ordem sao as matrizes da forma

cosf) send

cosf) —senf
senf —cost

snd  cosd } ou da forma [

} com 6 € R.

A matriz A = [*%] ¢é ortogonal se e s6 se a®? + 2 = b+ d® =1e
ab + cd = 0. Como (a,c) estd na circunferéncia de centro na origem
e raio 1, existe 8 € R tal que a = cosf e ¢ = senf. Analogamente,
existe ¢ € R tal que b = cos¢ e d = sen . Por conseguinte,

[cos 6 cos @}
A= :
senfl sen

De ab + cd = 0, e recordando a féormula para o co-seno de uma soma,

17



obtemos:

cosfcosp +senfsenp =0

cos B cos(—¢) — senfsen(—p) =0
cos(f —p) =0

cos(p—0) =0

cpz@—i-g—l—/mr (keZ)
cos o = cos(f + g)cos km
= —senfcoskm

sen p = sen(f + g) cos km

= cosf coskm
Para k par, vem cosp = —sen#f e senp = cosf. Para k impar, vem
cos =senf e senp = — cos b.

Observacgoes

e As matrizes A em questao satisfazem a condigao |det A| = 1. Os
casos det A = 1 e det A = —1 correspondem, respectivamente, aos
casos de k par e k impar.

e Estas matrizes representam, na base candnica, transformacoes li-
neares de interpretacao geométrica simples: Para k par, trata-se
da rotagao de € radianos em torno da origem, e para k impar
trata-se da reflexao em relagdo a recta que passa pela origem e
tem declive tg g.

6-34) D =5"'AS

1 1 1

200 VI
D=10 2 0 52?3757%
0 0 2 %0_%

Comegamos por tentar calcular os valores préoprios da matriz (pela regra de
Sarrus, por exemplo):
3—A 1 1
1 3-Xx 1 [=B-=-X3+2-3(3-X)
1 1 3—A

18



A simples observacao do polinémio caracteristico nao permite descobrir uma
raiz. No entanto, a sugestao do enunciado traduz-se por:

3 1 1 5 1

I+ (3] + [1| = [5[=5]1

1 1 3 B [1
3 1 1 3 1 1f |1 1
ouseja: 1-|1{+1-|3|+1-|1| =11 3 1| 1] =5]1
1 1 3 1 1 3| |1 1

Verifica-se assim que 5 é valor préprio, correspondente ao vector préprio
(1,1,1). A regra de Ruffini permite factorizar o polinémio caracteristico,
de modo que se obtém um polinémio de grau 2.

Repare-se que os vectores proprios que surgem naturalmente no resto da
resolugao nao sao ortogonais entre si, pelo que serd ainda necessario recorrer
ao método de Gram—Schmidt.

6-36) A matriz C' é unitéria.

6-38) a=3+45i, =i, v=2—4i.

6-39) a) Sim (é matriz unitéria).
b) Sim.
c) Nao.
d) Nao.

6-40) a) D =U"'AU

50 0 1 0 0
=147 1—3

D=101 0 e e
00 —2 0 % =k
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