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Transformacoes lineares

Notacao

Dados E; e E, espacos lineares (com bases B e B, respectivamente) e uma
transformacao linear T': Ey — Ej:

Nicleo de T: A4 (T)

Imagem de T: .7 (T)

Espectro de T: o(T)

Espago préprio T associado ao valor préprio \: E)(T)
Matriz de T para as bases B e By: [T]5,5,

Observacao
A matriz [T, 5, € a Unica matriz que satisfaz a condi¢do
ug, = [T]BQ,BluBl

para todo o vector u € Ej.

Transformacoes lineares

5-1) Diga, justificando, quais das seguintes funcdes sdo transformacdes lineares.

a) T:R?— R?tal que Ty, 19) = (1 + T2, 371 — X2)
b) T :R? — R? tal que T'(x1,22) = (1 + 29,371 — 1)
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5-2)

5-3)

5-4)

5-5)

5-6)

Transformacoes lineares

@)

:R? — R? tal que T'(x1, 29, 73 2ry — xg + X3, To — 4x3)

[oW

(
R — R? tal que T'(xq, 19, 23) = (71 — Tox3, 323, 11 — 4x3)
x3) = (

2
3 T + 2223, 5T3)

—

)=
)=
) =
)=

: R® — R? tal que T'(z1, T, x3) = (21 + 223, 79 — T3)

\_/\_/\C_D/\_/\_/
N N9 494

(
(71
: R® — R? tal que T'(z1, T,
(71
(

: R? — R? tal que T'(xq,12) = (11 — 22, 32, 71 + HT3)

o

Sejam vy, v, e v vectores de um espaco linear U, e seja 7' : U — R? uma
transformac3o linear tal que:

T(Ul) = (_17 2, 1) T(U2) - (27 3, O) T(U3) = (17 2, 3)

Determine T'(2v; — vy + 3v3).

Sejam U e V espacos lineares, e seja T : U — V uma transformac3o linear.
Mostre que 7'(0) = 0. Como poderia ter usado esta propriedade para resolver
a alinea b) do Problema 5-17?

Seja T : R? — R? a transformacio linear definida por
(l’,y,Z) = (21’-y,[£,[)§'+2),

e considere o tridngulo de vértices (1,1,1),(—1,1,1) e (0,0,0). Determine a
imagem deste triangulo pela transformacao 7.

Para as seguintes transformacdes lineares de R? em R?, determine se T} 0 T) =
TQ O Tl.

a) T) é a multiplicagdo pelo escalar ¢ e Ty é a rotagdo de um angulo 6 no
sentido positivo relativamente ao semi-eixo positivo dos zz.

b) T} é a rotagdo de 45° no sentido positivo em relagdo ao semi-eixo positivo
dos xx e Ty é a rotacdo de 30° no sentido negativo relativamente ao
semi-eixo positivo dos zz.

Diga, justificando, quais das seguintes funcdes constituem transformacdes line-
ares.

a) T :Myyos — Moys tal que T(A) = AB, sendo B uma matriz fixa 2 x 3.
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Transformacoes lineares

o o T

o

@
—_ e — N N T

=

: M« (R) — R tal que T'(A) = tr A.

: Ml — My, tal que T'(A) = AT,

: Moyo(R) — R tal que T([24]) = a+ 3b+ 2c + 4d.

: Mayo(R) — R tal que T(A) = tr(AB), com B = [}7].

: Mpyo(C) — C tal que T(A) = det A.

:Py > Pytal que T(a+ bz +cx?)=(a+1)+ (b+ 1)z + (¢ + 1)z?
: Py — Py tal que T(a + bz + cx?) = a+ bz + 1) + c(z + 1)

N N9 9949

Matriz associada a uma transformacao linear

5-7) Determine a matriz que representa cada uma das transformagdes lineares se-
guintes relativamente as bases candnicas dos espacos de partida e de chegada.

a

o o T

@

O

)
)
)
)
)
)
)
h)

T(z1,22) = (201 — 22,21 + 2)

~

T1,T9) = (21, 72)

S

x1, To, x3) = (11 + 2w + 23, 71 + S22, T3)

S

x1, 9, x3) = (41, T29, —823)

i

X1, To, T3, x4) = (Tx1 + 209 — T3 + X4, To + XT3, — 1)
x1, 22, 23) = (0,0,0,0)

x17x2,x37$4) (.7)4,%'1,1‘3,]:2,.1‘1 _'T?))

N

(
(
(
(
(1, m9) = (T2, —x1, 1 + 379, 1 — T3)
(
(
T(

5-8) Admitindo que a transformacgdo envolvida € linear e recorrendo a matriz que a
representa relativamente as bases candnicas, determine:

a)

A reflexdo de (—1,2) relativamente ao eixo dos zx e a reflexdo do mesmo
vector relativamente a recta z = y.

A reflexdo de (2, —5, 3) relativamente ao plano zy e a reflexdo do mesmo
vector relativamente ao plano yz;

A projec¢do ortogonal de (2, —5) no eixo dos zx e a projec¢do ortogonal
do mesmo vector no eixo dos yy.

A projec¢do ortogonal de (—2,1,3) sobre o plano zy e a projecgdo orto-
gonal do mesmo vector no plano zz;



Transformacoes lineares

e) A rotagdo de (3,—4) em torno da origem no sentido contrdrio aos pon-
teiros do reldgio (sentido positivo) por um angulo de /2 e a rotagdo do
mesmo vector no mesmo sentido por um angulo de 7/6.

f) A rotagdo de (—2,1,2) por um angulo de 7/2 no sentido positivo relati-
vamente ao semi-eixo positivo dos zz.

g) A rotagdo de (—2,1,2) por um angulo de 7/4 no sentido positivo relati-
vamente ao semi-eixo positivo dos yy.

5-9) Seja T : Myy5(R) — Myo(RR) a transformagio linear definida por T'(A) = A™.
Determine [T| 5, sendo B a base ([§9].[§48].[948].189]).

5-10) Considere a transformacdo linear 7" : Py — P, definida por
f) = 2f(t) — f(2).
onde f’ designa a derivada de f.

a) Determine a matriz que representa a transformacg3o linear 7" em relagdo a
base candnica P, de Py. A transformacdo linear 1" é invertivel?

b) Determine o polinémio p € P, tal que (T'p)(t) = (t+1)? para todo t € R.

Ntcleo e imagem
5-11) Seja 7' : R® — R3 a transformagio linear definida por:
T(ZEhZEQ, 173) = (C(]l — 2[1/’2 + xs3, 51’1 — T2 + 31]3, 4ZE1 + X9 + 21’3)

a) Determine o nicleo e a imagem da transformac&o linear.
b) Indique um vector de R? que n3o esteja na imagem da transformacg3o.

c¢) Verifique o teorema da dimens3o.

5-12) Determine o nicleo e a imagem da transformagdo linear 75 o T}, e determine
uma expressao para 15 o T7.

a) Tl(x>y>:(2m73y) TQ(l’,y):(I—y,I—Fy)
b) T1($,y>:<2l',—3y,l’+y) T2($,y,2>:(x—y,y+2>.
C) Tl(a:,y,z)z(x—y,y—i—z,x—z) TQ(I,y,Z):<O,ZC+y+Z)-
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Transformacoes lineares

5-13) Quais das seguintes transformacdes lineares T' sdo isomorfismos?

a) A projeccio ortogonal de (z,y) € R? sobre o eixo dos zz.

b) A reflexdo de (z,y) € R? relativamente a recta = = y.

c) A projecgdo ortogonal de (z,v,2) € R? sobre o plano zy.

d) A reflexdo de (z,y, z) € R? relativamente ao plano yz.

e) A rotacdo de (r,y,2) € R? no sentido positivo de /2 radianos relativa-

mente ao semi-eixo positivo dos zz.

5-14) Em relagdo ao problema 5-13), considere as questdes seguintes.

a) Qual é a transformagdo linear inversa de cada um dos isomorfismos?
b) Determine o nicleo e a imagem de cada uma das transformacdes.

c) Nos casos das alineas a) e c), mostre que se tem T2 =T

5-15) Sejam T; : R? — R? e T, : R? — R? transformacdes lineares tais que
T(z,y) = (z+y,x—y) Ta(r,y) = (20 +y,2—2y).

Mostre que a transformacdo linear T, o T é invertivel, e determine a matriz
que representa a sua inversa.

5-16) Sejam S:V — R3 e T : R® — R? as funcdes definidas por
S(IE,y) = (2y,x,x+y), T(l'v?/,z) = (_32’7 —ZIZ'—Qy),
sendo V = {(z,y) € R?: 2z = y}.

a) Determine uma expressdo analitica para a transformacdo linear T'o S :
V = R
b) Determine o nicleo e imagem da transformagdo linear 7o S.

c) A transformacio linear T o S : V — R? é um isomorfismo?

5-17) Considere o isomorfismo T" do exercicio 5-10). Determine a matriz que repre-
senta 7! relativamente a base P, e uma expressio analitica para 7!,



Transformacoes lineares

5-18) Sejam U e V espagos lineares, com dimU =n, dimV = p, n < p. Indique o
valor légico das seguintes proposicoes.

o

Existem transformacdes lineares injectivas de V' em U.

o

(o}
~— — N~ N~

Existem transformacdes lineares sobrejectivas de V em U.

@)

Existem transformacdes lineares injectivas de U em V.

Existem transformacdes lineares sobrejectivas de U em V.

@

Qualquer transformacgdo linear injectiva de U em U é sobrejectiva.

f) Qualquer transformacdo linear injectiva de U em V' é sobrejectiva.
g) Qualquer transformac3o linear injectiva de P, em M, é bijectiva.
h) Qualquer transformacdo linear injectiva de M5 em [P é bijectiva.

Representacao matricial de uma
transformacao linear em diferentes bases

5-19) Seja 7' : R?* — R? a transformagio linear definida por
T(l’l, Zlfg) = (Zlfl — 21’2, T + [Eg)

e considere-se a base ordenada B = (vy,vs) de R? com vy = (1,1) e vy =
(_170)'

a) Determine a matriz A = [T|g, &, que representa T relativamente a base
candnica de R2.

b) Sem recorrer a matriz A, calcule a matriz B = [T'|z 3 que representa T’
relativamente a base B no espaco de partida e no espaco de chegada.

c) Relacione as matrizes A e B através da matriz mudanca de base apropri-
ada.

d) Calcule a imagem do vector v = (1, —1) pela transformacgdo T, usando a
matriz A.

e) Calcule a imagem do vector v = (1, —1) pela transformacgdo T, usando a
matriz B.

5-20) Considere, no espago linear R?, a base candnica & = (61,62,63), e a base
ordenada B = ((1,0,0), (1,1,0),(1,1,1)).

a) Determine a matriz M de mudan¢a de base de & para B, isto é tal que
x5 = Mxg, para todo = € R3.



Transformacoes lineares

d)

Dado um vector u = z1e; + x3e3 + x3€3, determine o vector ug =
(y1,Y2,ys3) das coordenadas de u na base B.

Considere a transformacio linear 7' : R?* — R3, cuja representacio matri-
cial na base candnica é

2 -1 -1
A=10 1 1
0 0 1

Determine a matriz que representa 7' na base B.

Determine uma expressao analitica de 7.

5-21) Seja T : Py — Myyo(R) uma transformagdo linear tal que a matriz [Tz, 5, que
a representa em relacdo a base B; = (1 + t?,¢,t — 1) de P, e & base candnica
BQ de M2><2(R) é

a)
b)

1 0 -1
0 1 -1
A=1 0 —1
0 -1 1

Determine o nucleo de T'.

Determine o contradominio de 7.

5-22) Seja T' : P, — P53 uma transformacgdo linear tal que a matriz [T, 5, que a
representa em relagdo a base By = (1 + t%,¢,t — 1) de Py e a base By =
(1—t3t2t+1,1) dePs é

1S

@)

o8 =3
~— ~— ~— ~~—

-1 0 O
0 1 1
A= 1 0 -1
0 0 1

Determine o nicleo de T'.
Determine o contradominio de T'.
Determine C' = [T]p, p,.

Relacione a matriz A com a matriz C obtida nas alinea anterior através
de matrizes de mudanca de base apropriadas.

Determine uma expressao analitica para a transformacao 7.



5-23)

5-24)

5-25)

5-26)

Transformacoes lineares

Seja U o subespaco de M5 (R) constituido pelas matrizes triangulares supe-
riores com traco nulo. Seja 7' : U — My,»(R) a transformacdo linear tal que
T(A)=[A,B], com B=[9"' e [A,B] = AB — BA.

a) Obtenha uma base By de U, e indique a dimens&o de U.

b) Determine [Tz, 5,, sendo B. a base canénica de My,». A transformagdo
T é injectiva?

¢) Mostre que o contradominio V' de 7" é constituido pelas matrizes simétricas
de traco nulo, e obtenha uma base By de V.

d) Considere a transformagdo linear S : U — V tal que S(A) = [A, B].
Determine a matriz [S]g, 5,. A transformagdo S é injectiva? E sobrejec-
tiva?

Valores proéprios, vectores préprios e
subespacos invariantes

Considere a transformac3o linear T : R? — R? definida por:

meaj -1 1)

a) Determine os espagos préprios da transformacgéo 7.

b) Determine os subespacos de R? que s3o invariantes para 7.

Determine equacdes cartesianas das rectas de R? (se existirem) que passam
pela origem e sdo invariantes pela transformacao linear que na base candnica é
representada pela seguinte matriz:

@ s o S e T

Determine os subespacos invariantes de 7', sendo T a seguinte transformacgao
linear:

a) Em R2, a reflexdo em relacdo ao eixo dos xx.

b) Em R? a reflexdo em relacdo a recta y = .

c) Em R3, a reflexdo em relagdo ao plano z = 0.



Transformacoes lineares

- O

o

=
~— — — ~— ~—— ~—

Em R3, a reflexdo em relacdo ao plano z = 0.

Em R?, a projeccio ortogonal sobre o eixo dos zx.
Em R2, a projeccio ortogonal sobre o eixo dos 3.
Em R3, a projeccio ortogonal sobre o plano z = 0.
Em R3, a projeccio ortogonal sobre o plano 3 = 0.

Em R?, a rotagdo de 7/2 em torno da origem, no sentido directo (sentido
contrdrio ao dos ponteiros do relégio).

Em R3, a rotacdo de /2 em torno do eixo dos zz, no sentido directo
relativamente ao semi-eixo positivo dos zz.

5-27) Considere a transformacdo linear T : R? — R? que consiste na rotacdo de /2
em torno da origem, no sentido directo (sentido contrario ao dos ponteiros do
relégio).

Determine a matriz A = [T, ¢,
Determine, se possivel, os espacos proprios da transformacio 7.

Determine os valores préprios A € C da matriz A e bases para os corres-
pondentes espacos proprios.

5-28) Para cada uma das seguintes transformacdes lineares T' = TroT; de R? em R?,
determine, sempre que seja possivel, os valores préprios e os espacos préprios.

a)

b)

T, é a projeccao ortogonal no eixo dos zx e T, é a reflexdo relativa ao
eixo dos yy.

Ty é a rotagdo em torno da origem de um angulo de 7/2 radianos no
sentido contrario ao dos ponteiros do relégio e T, é a rotagdo em torno
da origem de 7/4 radianos no sentido dos ponteiros do reldgio.

T é a reflex3o relativamente ao eixo dos zx e T), é a reflexdo relativamente
ao eixo dos yy.

5-29) Considere as transformagdes lineares

T1 . MQXQ(R) — M2><2(R) TQ . M2><2<R) — M2><2(]R)

definidas por

_ATAT A— AT

Ti(A) 5

10



Transformacoes lineares

a) Determine as matrizes que representam 77 e Ty, respectivamente, relati-
vamente a base candnica de My,»(R) no espaco de partida e de chegada.

b) Caleule Ty ([31]) e To ([37)).

c) Determine os valores préprios e os espagos préprios das transformagdes
lineares T e T5.
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Solucoes

&

5-1) Sim (é linear).
Nao.
Sim.
Nao.
Nao.

Sim.

o, o
N e T e S N N

@]

= @

Sim.

a3

5-2) (—1,7,11)

5-4) Trata-se do triangulo de vértices (1,1,2), (—=3,—1,0) e (0,0,0).

5-5) a) T20T1 :T1 OTQ
b) TgoTl#TloTQ

5-6) Sim (¢ linear).

o o

~— — ~— S ~— ~—

Sim.

Sim.

[N

Sim.
Sim.
Nao.

@

—
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g) Nao.
h) Sim.

5-7)

| —
—oo ———
- —o0o0O
| — —
—— oo —~omT ———= ©oo—o
—O I | o ©ocoo
canOo OO — - O00O O00O—O
S | ~O
_110_ _400_ L | 7. _0000_ _01001_
—~ —~ —~ — —~ —~
(&) o) [<B) [ =Y0) i<

a) (=1,-2); (2,-1)

5-8)

b) (2,-5,-3); (—2,-5,3)

C) (27 0); (07 _5)

d) (=2,1,0); (—2,0,3)

e) (4,3); (312 +2,2 —2V/3)

f) (—-1,-2,2)
g) (0,1,2v2)

1
[elejel]
SO —HO
[a\] | —O

—O OO

5-9) [T]ss = [

} . A transformacao ¢é invertivel.

[a\]
— =
2_|__0 -
&)
—
700 _
—_
(]
I 1_A
al
S
& <
SN—
& <Y
—~ —~
< Q0
~~
o
—
1
0

: z € R}

7%71)

0|

a)  N(T) = {=(-

5-11)
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I (T) ={(y2 — Y3, Y2, Y3) : y2,y3 € R}
b) (1,1,1)
¢) dim S (T) =2, dim A (T) =1, dimR? = 2 + 1.

5-12) a) A (TroTh)={(0,0)}

S (TyoTy) =R?

(Ty o T)(x,y) = (22 — 3y, 22 + 3y)
b) A (TyoT1)={(0,0)}

I (Ty o T)) = R?

(Tz 0 Th)(z,y) = (22 + 3y, x — 2y)
c) N(TzoT1)=A{(0,y,2) : y.z € R}

I (TyoTy) ={(0,b) : be R}

(Ty 0 T1)(z,y,2) = (0, 2x)

5-13) a) Nao é isomorfismo.
b) E isomorfismo.
¢) Nao é isomorfismo.
d) E isomorfismo.
e) E isomorfismo.

5-14) a) b) A reflexdo relativamente a recta z = y.
d) A reflexdo relativamente ao plano yz.
e) A rotacdo no sentido positivo de um angulo de —7/2 radianos
relativamente ao semi-eixo positivo dos zz.
b) a) O nitcleo é o eixo dos yy, a imagem é o eixo dos zz.
b) O niicleo é o espago nulo, a imagem ¢é R2.
c) O nicleo é o eixo dos zz, a imagem é o plano xy.
d) O nicleo é o espaco nulo, a imagem ¢é R3.
e) O nicleo é o espacgo nulo, a imagem é R3.

3 _ 1
5-15) [(Ty0T1) e, = |V 7]
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5-16)

2)
b)

c)

(T o S)(z,y) = (—9x,—6x).
N (ToS)={(x,y) eR? : z =0}
I(ToS)={(x,y) €eR? : y =3}
Nao.

-1 -2 -8

5-17) [T-p,p, = [0 o

5-18)

5-19)

&

€] O
~— — O~ N~ " —

o

o

)

= 0

0 0 -1

T Y ag + art + ast?) = —(ag + 2a; + 8ay) — (a1 + 4ay)t — ast?

Falsa.
Verdadeira.
Verdadeira.
Falsa.
Verdadeira.
Falsa.
Falsa.

Falsa.

A=[177
B=1[34]
A= MQL&BM&—& =i _01] B[ 1]

Dado um vector arbitrario & de R?, o vector [T'(x)]e, das coordena-
das da imagem de x pode ser calculado usando a matriz A, tendo-se
[T'(x)]e, = Alzx]s,. Por outro lado, podemos ver na figura seguinte que
[T'(x)]e, também pode ser calculado a custa da matriz B:

Te,.e, = Mg, 8[T)88Mpeeg,

1 Mpee,
MSQ(*B = MB<—£2

<~
—
$
T
o)

De facto,

[T()]e, = Mg, [T(2)]5
= MgisgB[w]B

= M. ¢, BMp. g,[xle,

15



5-20)

5-21)

5-22)

Obtemos assim A = MgingMBHgQ.

T(v) = (3,0)

1-10
Moo= 33 3]
(Y1, Y2, y3) = (21 — 22, T2 — T3, T3)
20 —2
Tlss = |3 7]
T(.ﬁlﬁ,y,Z) = (2$—y—2,y+2,2)
N(T) ={2at + at* : a € R}
J(T)={[a 5] :a,beR}

N (T) = {0+ 0t + 0¢?}
j(T) = {(llt + a2t2 + a3t3 P ay,a9,a3 € R}

0
A= M7;31(—620M732<_Bl - |: _(1)

—OoOOo O

ety

O vector das coordenadas [T'(p)|s, da imagem do polinémio p pode ser
calculado usando a matriz A, tendo-se

[T'(p)]s, = Alpls, -

—_
oo~ O
—oOo ‘
o= O

No entanto,

[T(p>]Bz = M’];31<—BQ [T(p)]PB
= M;31<—BQ C [p] PZ
= Mp,5,CMpye 5 [plB, -

16



5-23)

5-24)

5-25)

5-26)

Assim, a igualdade anterior mostra que o vector [T'(p)]s, também pode
ser calculado a custa da matriz C'. Ilustramos na figura seguinte as
relacoes obtidas acima:

{(v,9) yeR} e {(=y,y) : y € R}.
Os mesmos de a) e ainda R? e {(0,0)}.

y=0.
Nao existem.

r=yedr=y.

R2 {(0,0)}, {(0,y) : y € R} e {(x,0) : z € R}.
R% {(0,0)}, {(z,—z) : z € R} e {(z,z) : z € R}.
R3, {(0,0,0)}, o plano horizontal XOY ({(x,y,0) : x,y € R}) e todos

os planos que sao ortogonais a este e passam pela origem, e o eixo dos
2.

R3, {(0,0,0)}, o plano YOZ ({(0,y,2) : y,z € R}) e todos os planos

que sao ortogonais a este e passam pela origem, e o eixo dos zz.

17



5-27)

5-28)

5-29)

R2 {(0,0)}, {(0,y) : y e R} e {(z,0) : z € R}.
R% {(0,0)}, {(z,0) : z € R} e {(0,y) : y € R}.

{(0,0,0)}, {(z,4,0) : z,y € R}, {(0,0,2) : z € R}, e {(z,y,2) :
ax + by =0} com a,b € R.

{(0,0,0)}, {(2,0,2) : =,z € R}, {(0,y,0) : y € R} e {(z,y,2) :
ar +cz =0} com a,c € R.

R% e {(0,0)}.
R3, {(0,0,0)}, {(0,0,2) : z€ R} e {(x,4,0) : z,y € R}.

=]

Nao é possivel.
o(A) = {i,—i}
B, = {6, 1)}
Be_,r =1{(—1,1)}

o(Ty o T1) = {0, =1}

E_(TyoTy) = £{(1,0)}

Fo(TyoT1) = £{(0,1)}
o(lyoT)) =9

o(TyoTy)={-1}

E ((TyoT)) = R?

T = |01 3] T = g5 ) 8]

nBD=[i1] men=[7]

o(Ty) ={0,1} o(Ty) ={0,1}

By(T) = L0590, BB BT = £{8 51}

Eo(Ty) = £43 31} Eo(Ty) = £448],108), B}
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